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VOEWOßT. 



Schon seit längerer Zeit war es Plöeker's Absicht, clie Uesammtheit 
seiner Forschungen über die von ihm in die Geometrie eingeführten Linien- 
gebilde, in einem grossem Werke vereinigt, der Oeffentlicükeit zu übergeben; 
wobei denn nur zum Theil einige frühere Arbeiten*) reproducirt, grösstentheils 
aber Neues und bisher Ungednicktes gebracht werden konnte. Es war ihm 
nicht vergönnt, sein Vorhaben vollständig auszuführen; aber der grösste Theil 
des beabsichtigten Werkes war bei seinem Tode fertig gedruckt und von ihm 
selbst durchgesehen. Der Herr Verleger wollte dem wissenschaftlichen Publicum 
Untersuchungen von so grosser Tragweite nicht länger als unumgänglich nöthig 
war vorenthalten sehen; und es erscheint also, während die Fortsetzung des 
Werkes möglichst beschleunigt werden soll, hier deijenige Theil, dessen Druck 
noch unter Plttcker's eigener Aufsicht vollendet worden ist. Derselbe enthält 
nach der Entwicklung der allgemeinen Vorbegriffe zunächst die Theorie der 
linearen Complexe, sodann aber die Anfänge einer ausführlichen Theorie der 
Complexe zweiten Grades , welche von Plücker hier zum ei-sten Male behandelt 
sind.**) In der letztem beschäftigt ihn insbesondere eine Classe von merk- 
würdigen Flächen 4. Ordnung und 4. Classe, welche er Complexflächen genannt 
hat, und deren Darstellung durch anschauliche Modelle ihm bei seiner Methode 
der Forschung wesentliche Unterstützung darbot. |) 

Für die Fortsetzung des Werkes liegt allerdings nur ein kleiner Theil 
des Manuseriptes vollständig ausgeführt vor; aber glücklicherweise ist Hen- 

*) Phil, Tranaa^t. 1865, p. 725, übersetzt in Liouy. Joumal 2 Seile T XI; ProceedingB of the 
Royal Soc. 1865; Les Mondes p. Moigno, Janyier 1867, p. 79; Äcnili di iu\tematica Ser. II T I p 160 

**) üntersuctnngea über diese Complexe hat in Folge yon Pluckei a Arbeit über Complexf 
ersten Grades Herr Battaglini gegeben (Atti della, ßeale Accademii di Napoh, vol. III) Eine Eeihe 
yon Plücker's Eesultateu sind in dieser Arbeit bereits enthalten Indessen hat Plücker die seinigen 
selbatständig gefunden; auch sind seine Methoden g-anz andere mehi geomctniehe , als die der neuern 
Algebra verwandten des italienischen Gelehrten, 

t) Eine grosse Anzahl eleganter Modelle dieser Art verfTtigt nicli Plückev's AiiMeioung der 
Mechanicus Epkens in Bonn. 
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Klein, bisher Assistent Plücker's in seinen physikalischen Yoiiesnngen , welcher 
sich bereits an der Ausarbeitung des Werkes in mannigfacher Weise betheiligt 
hat, und sich Geist und Methode der Untersuchung zu eigen zu machen 
wusste, durch mündliche Mittheilungen des Verstorbenen in den Stand 
gesetzt, die Lücken des Manuseriptes in Plücker's Sinn zu ergänzen. Man 
darf daher hoffen, das Ganze bald so nahe wie möglich in einer W^eise 
vollendet zu sehen, wie sie Plücker selbst wohl gewünscht imd vorausgesehen 
hat, wenn, wie dies seit längerer Zeit öfters geschah, ein Vorgefühl des 
Todes ihm die Befürchtung aufdräi^e, dass es ihm nicht möglich sein werde, 
das Werk selbst zu vollenden. Diese Fortsetzungen werden die weitere Aus- 
führung der Theorie der Complexe 2. Ordnung zum Gegenstande haben, in 
einer Weise, welche Plücker's Vorstellungen gemEUss der Theorie der Flächen 
2. Ordnung analog ist. Die Methoden Plücker's werden dabei möglichst 
getreu beibehalten werden. Es wird einer jüngeren Generation vorbehalten 
bleiben, die reiche Fülle von Gedanken, welche Plücker in dieser, wie in 
allen seinen geometrischen Untersuchungen ausgeschüttet hat, aacli im Sinne 
neuerer Methoden auszubeuten und zu gestalten. 

Und so wird dem wissenschaftlichen Publicum hiermit das gegenwäi'tige 
Werk als das Vermächtniss des grossen Geometers übergeben , welcher, nach- 
dem er in jungem Jahren bahnbrechend in seiner Wissenschait gewirkt, am 
Ende seines Lebens sich der Geometrie wieder zugewandt, und neue Ideen 
mit jugendlicher Frische entwickelnd, noch im Alter mit einem neuen und 
grossen Gebiete die Disciplin beschenkte, wek-lic seiner l'rüheni Thätigkeit 
so viel verdankt. 

Der Wunsch des Hemi Verlegers, welcher es dem Unterzeichneten möghch 
macht, durch eine aecessorische Betheiligung an der Herausgabe seiner 
Verehrung für den Verstorbeneu einen thatsächlichen Ansdniek zu geben, 
bietet mir zugleich die willkommene Gelegenheit, die gewohnte Liberalität 
dankbar anzuerkennen, mit welcher der HeiT Verleger Dmck imd Ausstattimg 
des Werkes angeordnet hat. 

Giessea, den 8. Juni 3^68. 

A. Clebsch. 
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Einleitende Betraclitimgen. 



Coordinaten der geraden Linie im Räume. Strahl und Axe. 



1. Eine gerade Linie können wir unter zwei verechiedenen, gleicli all- 
gemeinen Gesichtspuncten auffassen. 

2, Wir können erstens die gerade Linie als einen geometrischen Oi-t von 
Pimcten, als von einem Pimcte beschrieben, als einen Strahl betrachten. In 
dieser Auffassung können wir mis der Punct-Coordinaten ,r, y, z bedienen 
und, in gewohnter Weise, eine gerade Linie durch die Oleichungen ihrer 
Projectionen auf zwei der drei Coordinaten-Ebenen : XZ und YZ, darstellen: 

aus welchen dami die Gleichung der Projection auf die dritte Coordinaten- 
Ebene XY: 

unmittelbar folgt. Wir können, indem wir der Kürze wegen 

rC) — XQ -— 71 (3) 



;■, .V, (>, a, ri (4) 

als die fünf Coordinaten der geraden Linie, die wir als Strahi 
betrachten, bezeichnen. Diese fünf Coordinaten lassen sieh in Folge der zwi- 
schen ihnen bestehenden Relation (3) auf die zur Bestimmung der geraden 
Linie erforderlichen vier Constanten zurückfahren. 

Für einen Strahl, der durch einen gegebenen Punkt (.r', //', ;') geht, ist 



Mithin kommt: 
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statt der obigen fünf Coordinaten (4) der geraden Linie können wir hier- 
nach die folgenden sechs nehmen, denen wir einstweilen noch ein beliebiges 
Vorzeichen geben: 

4-. (.r - .r'), + iu - //'), ± (- - y), \ 

± (y^' - i/'^'h ± (.'•■'2 - ■'■-'), + (■■>■■!/' - ■^^■»- i ^''^ 

Erst wenn wir irgend fünf der sechs Coordinaten durch die sechste dividi- 
ren, erhalten wir Weiche, welche eine bestimmte Beziehung zu der dar- 
gestellten geraden Linie haben, und durch deren Vermittelung wir diese 
eonstruiren können. — Auf diese Weise wird die Cooi-dinaten-Bestimmung 
in Beziehung auf die drei Ck)ordinaten-Axen eine symmetrische. Zwischen 
den sechs neuen Coordinaten besteht die Bedingungs-GIeichung : 
(.r-,r') 0^z'-y'3) +(y-y')(.r'2-.rr') +{c-z')(-i'^'--<'/} = 0, (C) 
welche in Beziehmig auf .r, y, z, .v', y', z' eine identische ist. 

Lidem wir x', y', z' sowohl als .r, y> -z als ver^nderhch betrachten, 
wird ein Stralil durch zwei Puncte (.r, y, z) und (.r', y', z'), die beide will- 
kürlieh auf demselben angenommen werden können, bestimmt. In Folge 
der Willkürlichkeit dieser Annalime reduciren sich die sechs Coordinaten, von 
welchen die Lage zweier Puncte abhängig ist, auf vier, die zur Bestimmimg 
einer geraden Linie gehören. 

3. Wir können zweitens eine gerade Linie als von einer sieh drehenden 
Ebene umhüllt, als eiiae Äxe betrachten, in der sich alle umhüllenden Ebenen 
schneiden. Um eine gerade Linie in dieser zweiten Bedeutung durch zwei 
Grleichungen darzustellen, müssen wir von Plan -Coordinaten Gebrauch 
machen, l^ehmen wir die drei Constanten der folgenden Gleichung, welche 
eine Ebene in Punct-Coordinaten darstellt: 

t.v + uy -[-vz + 1^0, (7) 

als die Coordinaten der Ebene , so bedeuten diese die mit entgegengesetztem 
Zeichen genommenen reciproken Werthe deijenigen Segmente, welche die 
Ebene von den di'ei Coordinaten- Axen abschneidet. Die beiden Gleichungen : 

<-'"+"• (8) 

» — 4.1. + ü, 
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stellen, einzeln genommen, zwei Punkte in den beiden Coordinaten-Ebenen 
XZ und FZ dar; wir können sagen, dass das System beider Gleiehui^en 
die gei-ade Linie darstellt, welche die beiden Puncte verbindet: eine Axe. 
Die Gleichung: 

welche aus den Gleicliungen (8) sich ei^bt, wenn wir die Veränderliche 
V eliminiren, stellt denjenigen Punet dar, in welchem die dritte Coordinaten- 
Ebene XF von derselben geraden Linie geschnitten wird. In ganz analoger 
Weise, wie wii' früher r, s, 6, q, tj als die fünf Coordüiaten eines Strahles 
betrachtet haben, nehmen mr nun, indem wir der Kurze halber: 

/>■/. — qit =^ Ol (10) 

setzen, 

p, Ij, 31, %, 0) 

als die fünf Coordinaten der als Axe betrachteten geraden Linie. 
Wenn wir die Coordinaten einer gegebenen durch die Axe gehenden 
Ebene durch t', u' v' bezeichnen, so kommt: 

t' = pv' + ff. 



und hieraus ergibt sich: 

i — t' 



?=, 



(1-2) 



Hiernach kömien wir zur ßestimmimg von Äsen statt der früheren fünf 
Coordinaten (11) auch die folgenden sechs nehmen: 

±(^-0, ±{u-u'), ±{v-v'), 

+ {tiv' ~ u'v), + {t'v — tv'), + (?«' — fu), 
indem wir einstweilen die Vorzeichen noch unbestimmt lassen. Erst wenn 
wir irgend fünf dieser sechs Coordinaten durch die sechste dividiren , erhalt- 
ten wir Ausdrücke, die ziu' Construetion der geraden Linie dienen kömien. 
Zwischen den sechs neuen Coordinaten einer Axe besteht die folgende, in 
Beziehung auf /. u, v, t,' «,' d' identische Grleichung: 

(/ _ i-) (,,„' _ u'v) + (« - «') (/'v - iv-) + {v - v') (tu'- /■«) = 0. (i;5) 
Indem wir f, u', v' sowohl als t, tc, v als veränderlich betrachten, wird 
eine gerade Linie, in der Bedeutmig einer Axe, durch ix'gend zwei Ebenen 
{t, u, r) und (/'. n\ v'), welche in ihr sich schneiden, bestimmt. 
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4. Wenn dieselbe gerade Linie einmal als Strahl, das andere 
Mal als Axe bestimmt werden soll, so muss jeder der beiden Puncte (.t, //, z) 
und (:v\ y', z'), durch welche der Strahl bestimmt ist, in jeder der beiden Ebe- 
nen {t, u, v) und {t', u, v') liegen, welche zur Bestimmimg der Axe dienen, 
oder, was dasselbe heisst, jede der beiden Ebenen mnss durch jeden der 
beiden Puncte gehen. Dem entsprechend erhalten wir die folgenden vier 
Gleichungen : 

Li- + «y + vz +1=0, j 

i'.x + u'ij + *''; + 1 = 0, I 

tx' + ui/ + vz' + 1 = 0, \ 

l\r + uy + v'z' + 1 = 0, ) 

welche die Bedingungen enthalten, dass der durch die sechs Coordinaten (5) 

bestimmte Strahl mit der durch die sechs Coordinaten (12) bestimmten Axe 

zusammenfalle. 

Avis den l^eiden ersten und den beiden letzten der Gleichungen (14) folgt: 
{( - n .'• + (« - «') y + (''- V) z = 0, 

(/ - :<:■ + 0/ - >0 y' + {r.~ v') z' = 0, 
und hieraus, weini wir nacli einander (v — v') und (// — «') eliminiren: 
- (.v'z - .iz') (/ - f) + {yz — y'z) (u - u') = 0, 

i^y'- -r'y) (/ - /') - y-' - y'z) («-*>-)= 0. 

Diese Gleichungen lassen sich in die, in dem folgenden Ausdrucke znsamm(;n- 
gefassten, Proportionen atiflösen : 

(,-O:0.-«-)^(.-O „,, 

— &» — y i)'- (■«■ J — •»■2 ): (-i-y — •!■ y)- 

Anö der ersten und di-itten, der zweiten nnd vierten der Gleichungen (14) folgt; 
(,r - ,t') ^ + (, _ y-) „ + (, --^ ..■) „ _ 0, 
(,r - ,r') f+(,j- ,f) «■+ (.- - ..■) ,/ _ 0, 
und hieraus, wenn wir nach einander {z ^ z) und {y — y") eliminiren: 
- (f„ - ft') (.f - x-) + (««■ ~ u'i) (,j - ,/) - 0, 
(tu — l'u) (,t — x') — («»' — u'v) {z — :') — 0. 
Diese Gleicluuigen lassen sieh in die folgenden Pi-oportionen auflösen: 
(.,_,.'): {y-y'y. {z ~ z') 
= (uv' — u'v): (i'v —- tv'): {tu' — l'u). (16) 

Wenn wir endlich etwa zwischen den beiden ersten Gleichungen (14) .v, 
zwischen den beiden letzten .v' eliminiren, so kommt: 
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(/«' - i',i) !/ - {t'v — iv') z + {t - t') = 0, 

(/,/ _ t'u) ij— (t'v — iv') z'+ (i — (') = 0, 

und dann wiodcmm zwischen diesen Gleichungen etwa {l'c — (v), so ergibt sieh: 

{fu- -.- f,i). (//-' - >/z) = (/- (z - z'), 
wonach : 

{(h' - - /'«): (/ - /') = (: - =): d/z' - y'r). (17) 

Diese neue Proportion verbindet die Ausdrücke (15) und (Ki) nnd fühlt so 
zu der folgenden allgemeinen Zusammenstellung gleicher Verhaltnisse: 

(,; _ .r') : (y - ,/) : (. _ ;') ; (y^' - y'z) : (x'z - xz') : {.r//' - xy) 
= {Hv - u'v): {fv - fvy. im' - l'u) : (f ~ O • (« - '0 : (« - O- (18) 
Wir wollen die unbestimmt gebliebenen Vorzeichen der sechs Coordinaten 
so nehmen, wie sie in den voratehenden Proportionen auftreten. Es nöthigt 
mis dazu die Rilclisicht auf die spätere Anwendung derselben Coordinaten 
zur Bestimmung von Krtlften und Rotationen*). Bei dieser Annahme bedeu- 
ten nämlich, indem wir uns hier auf Betrachtung von lüäffcen beschränken, 
die sechs Coordinaten (5) die drei Projectionen auf die Coordinaten -Axen 
und die drei doppelten Drehungsmomente in Beziehung auf dieselben der- 
jenigen Kraft, deren Angriffspmict {.v, y, z) deren Intensität dem Abstände 
der beiden Puncte {x, y, z) und {x', y', z) gleich, imd die von dem ersten 
Pimcte zu dem zweiten gerichtet ist. 

5. In der ZiisammensteUuiig (18) sind die Bedingungen entlialten, miter 
welchen, in der doppelten Coordiiiaten-Bestimmung, ein und dieselbe gerade 
Linie (als Strahl und Ase betrachtet) dargestellt wird. Wenn wir zu den 
urspi-ünglichen fünf Strahlen-Coordinaten und den urspi-ünglichen fünf Axen- 
Coordinaten zuiaickgelm , so verwandelt sich (IH) in: 

r : X : 1 : — ß : ? : ((/-a -.v?) ... ly) 

= -' ;; : -T : ((/;k — ^.t)-=«ij) : P '■ 'l '■ 1 (l-J) 

Wir behalten <; und v. mit dem negativen Vorzeichen bei, weil dieses die 
Symmetrie der Coordinaten-Bestiramung in Beziehung auf OZ verlangt. 

6. Wir können die Proportionen (19) als aus den Proportionen (18) 
dadurch abgeleitet betrachten, dass die Vorderglieder derselben durch (z — z"), 
die Hinterglieder derselben dm-ch [v — »') dividirt worden sind. Die beiden 
Divisoren können wir ganz beliebig und unabhängig von einander besthnmen. 

'*) Vei-gl. Fraidiiiiieiital "views lefTM-ding Mechiiiücs. Pliil. Triüisactioiis^. ISGC. p. :WI, :tr>!]. 



y Google 



- (i — 

Danach können wir wiedenuri die Vorderglieder der Propoitionen (VJ) diu'ch 
eine beliebige Grösse h, die Hinterglieder mit einer beliebigen Orösse l 
multipliciren nnd diese Grössen können wir selbst (vergleiche die folgende 
Nnmmer) iraaginilr nehmen. Die fünf absoluten Coordiuaten shid dann 
einmal : 

das andere Mai: 

Die Gleiehungen der drei Projectionen der geraden Linie (1) mid (2) wer- 
den alfidann: 

/;,,■ ^ /- + p, 

/"J = .^; + ö. 

Die Gleichungen der drei Puncte, in welchen die Coordinaten-Ebenen von 
der geraden Lmie geschnitten werden, (8) und (!)), erhalten die Form: 
If ^ pv + 7t, 

I{fn,->j,) = {py.- y;r) r.. (23) 

7. Eine i'eeile gerade Linie lässt sich sowohl dm-ch zwei imaginäre als 

dui'ch zwei reelle Puncte bestimmen. Wir woUen, um auch diese Bestini- 

mmigsweise einzuschliessen, die Coordinaten der beiden Puncte {x, y, z) und 

(.i', ij , z) in folgender Weise Ijestimmen: 

'J = ,'/" + '>.i. ,'/ = ;/" — '>o, (24) 

wobei wir durch / die Einheit oder /— i liezeichnen, je nachdejn die l)eiden 
Puncte reell oder imaginär sind. Die sechs Strahlen-Cooi"dinaten (n), mit dem 
richtigen Vorzeichen genommen, werden alsdaim: 

2/,r„, 2yyn, 2/20, ) 

2/ (^,„-" _ yO:,0, 2/ (,!-:, _ ,,„-0), 2/ {x.y^ - .t-//o). ) *^^* 
Da bei der Bestimmung einer geraden Linie nur die Quotienten je zweier 
Uirer sechs Coordinaten in Betracht kommen, können wir den reellen oder 
imaghiären Factor 2?', der in allen vorstehenden Ausdrücken vorkommt, 
w^lassen, und erhalten dann für die sechs St.rahlen-(Joordinaten die folgen- 
den Änsdrilcke: 
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■to, 'Jo, So, 

Die Bestümnimg der geraden Linie Yermittelst der Grössen ;f", y", z"* und 
.i'o, yo= 2o ist also immer eine reelle. Es sind .r", y", z" die Coordinaten 
der immer reellen Mitte zwischen den beiden reellen oder imaginären Punc- 
ten (,i-, t/, z) und {x\ y', z"), dm'ch welche die gerade Linie geht. Der 
Abstand der beiden Pnncte von einander ist ^i }/xi,^-\-y^ +Zi^, die Cosinus 
der di'ei Winkel, welche die zu bestimmende Linie mit den Coordinaten- 
Axen OX, OF, OZ bildet, verhalten sich wie Xt,'- ?/n'- 2n. 

Die Betrachtungen der vorigen Nummer übertragen sich unmittelbar 
auf den Fall, dass wir die gerade Linie statt als Strahl als Axe betrachten 
und demnach durch Ebenen bestimmen. Setzen wir: 

/ = ^u _^ //„, /■ = ?« — //„, j 

■ti = «(> + iuo, n' = «" — iiH, > (27) 

V ^ V^ -\- iVa, v' ^ V" — iVü, ' 

so erhalten wir als neue Axen-Coordinaten, die den Stralüen-Coordinaten 
(26) entsprechen, die folgenden: 

(U,V'> — iC^Vo), (/"V,, — ioV), {/all« ~ i'^Un). (28) 

8. Wemi die neuen Coordinaten-Bestimmnngen {2G) und (28) sich auf 
dieselbe gerade Linie beziehen sollen, so ist: 

.%■<, : y : z>, : (»j^zo — //%) : (.r% — .roz«) ; {x0« — :v^y>,) 

= («021« — ?<%) : {f>v„ — inv'>) : (t,>H'' — toit„) : /„ : u^ : p„. (29) 

9. Wir haben im Vorstehenden gerade Linien durch Puneten-Paare und 
Ebenen-Paare bestimmt und fflr diese, was die Coordinaten-Bestimmung reell 
lässt, auch conjugirte imaginäre Pnncte und Ebenen genommen. Wir kön- 
nen aber auch, worauf wir hier nicht eingehen, imaginäre Linien durch 
ihre imaginäre Coordinaten in die Betrachtimg einfahren. 

10. Wir können endlieh den sechs Coordinaten der geraden Linie, sei 
es, dass wir dieselbe als Strahl oder als Axe betrachten, eine allgemeinere 
Form geben, wemi wir die Puncte und Ebenen, von welchen wir ihre Con- 
struction abhär^ig gemacht haben, statt, wie bisher, durch drei Coordinaten, 
nunmehr durch vier Coordinaten, in der bekannten Weise, bestimmen. Wir 
wollen demnach für die Coordinaten der früheren beiden Puncte und beiden 
Ebenen: 
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.X, y, z, %, .!■'. //, z\ t', 

t, U, i), ?/>, /'. u'. )■', w' 

nehmen, was darauf hinaus kommt, in den bischerigen Entwicklungen 

.r, //, ;, .!■■, /, z- 



y 



mit 

und 
mit 



zu vei-tauscheu. Nach dieser Vertauschuug erhalten wir für die Bestim- 
mung der geraden Linie die Strahlen-Coordinaten : 

(xt'—x't), {yr'—y'r], {zt'—z't), {yz'^y'z), {xz—xz'),{xy—xy) (.:50( 
und die Axen-Coordinaten: 

{uv'—u'v), {f'v — tv), {fn—l'u), {/?!>' — I'w), [uw' — Hw), {vw'^r'w), (31) 

wo wir in der ersten Bestimmung den Factor -^^,, in der zweiten ^,^^, , 
fortgelassen haben. 

Zum Behuf der geometrischen Construction der geraden Linie, die wir 
in den vorliegenden Untersuchungen als ßaumelement. betrachten, müssen 
wir von ihren Coordinaten zu den vier Constanten, von denen sie in allen 
FäUen abhängt, zuruckgehn. Hierzu bieten die neuen Ausdrücke für die 
Coordinaten eine grössere Anzahl von Constanten, über die wir frei ver- 
fügen können, und hierin liegt, abgesehen von der grösseren Symmetrie, 
ihr Vorzug vor den Coordinaten (5) und (12). 

11. Zur Erleichterung der Anschauung wollen wir Alles, was auf die 
Construction einer geraden Linie in der doppelten Coordinaten-Bestimmung 
Bezug hat, übersichtlich zusammenstellen. 

Wir wollen für die drei Projectionen der zu bestimmenden geraden 
Ijinie auf YZ, XZ, XF die folgenden Gleichungen nehmen: 
hy = ,«2 + (T, 
hx = rz + y. 



yGoosle 




Sie seien in der beigefügten Figur (1) durch die Linien DE, FC, Hl dar- 
gestellt. Die Gleichungen der drei Puncte, in %velehen dieselbe gerade Linie 
die Coordinaten-Eljenen schneidet, seien: 

In = qv -^ V., 

Il = l'V + .T, 
pu-qf. = ^. 

Die drei Puncte, welche auf den drei Projectionen DE, FG, III liegen, 
sind Ä, B, C. Die Coordinaten eines beliebigen Punctes j)!/", welcher auf der 
geraden Linie liegt, sind: 

.r = MP, y = MQ, ; = MR, 
die drei Coordinaten einer beliebigen Ebene T U I ', welche durch die gerade 
Linie geht: 

,_ _ 1 _ _ \ _ _ 1 

Wir können die Coordinaten der drei Puncte Ä, B, € in doppelter "Weise 
bestimmen; einmal aus ihren Gleichungen, das andere Mal aus den Glei- 
chungen der drei Projectionen DE, FG, HI, indem wir in denselben die 
beztlglichen Punct-Coordinaten gleich Null setzen. Auf diese Weise kommt : 
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OG . 



l 



'. !/ 



} :c =- 7iß ^ OH — — ^ -, — ^1^ 



: ~- nC — IIP =. 



hl 



Ebenso können wir die Coordinaten der drei Projectiouen DE, FG, HI ein- 
mal ans ihren (xleiehnngen , das andere Mal dadmeh bestinnnen, dass wir' 
in den Grleichnngen der auf ihnen liegenden Pnncte A, B , C die liezüg- 
lichen Linien-Coordinaten gleich Null setzen, imd erhalten so: 



DU 



III 



^ OH 



Aas der vorstehenden Znsammensteihm; 
genden Relationen ab: 
+ '- _ + '^ _ tang DEZ, + j 



+ - = + ;■ 

leiten wiv 






hi(?r nur noeh die fol- 



/ 



+ 



/ 



hr. 



tiing raz. 

tane BOZ. 



(34) 



12. Die Coordinaten eines Punctes und die Coordinaten einer Ebene 
andern sich, wenn die Coordinateu-Asenj welche ilu-e geometrische Con- 
stmetion veimittehi, ihre Lage und Richtung andern. Die alten Coordina- 
ten sind lineare Functionen der neuen, die als Constaiiten diejenigen Grössen 
enthalten, durch welche die Lage des neuen Coordinateu-Systems gegen das 
alte bestimmt wird. Ein Grleiches gilt fiir die Coordinaten der geraden 
Linie, sei es, dass wir dieselbe als Strahl oder als Axe betrachten. 

"Wir wollen mit den Strahlen - Coordinaten , für welche wir die sechs Grössen : 



y Google 



- 11 — 



X — .1-, // ~ >/, z ~ z, >jz — yz, xz — xz, xij — xij, 
nehmen wollen, beginnen. Nach einer parallelen Vei^chiebang der Coordi- 
naten-Axen bleiben die drei ersten Coordinaten nnverändert. Wenn wir die 
Coordiaateii des neuen Aufangspnnctes durch .t*", ^", z'> bezeichnen und zur 
Unterscheidimg die neuen Coordinaten-Werthe in fetter Schrift sehreiben, 
ergibt sich: 

- xz') = [xz - xz') - x<'iz-z) + z"(x-x-), l (35) 

-x'yl = {.i-y' — x'y) + x"(y—y') — y'(.v — x'\, \ 



(yz - 
(x'z - 
(xy- 
nnd liieraiis: 



(3G) 



(!/:'~!/'z} — lyz — y'z) — ^"(2 — z') H- ::*'(y — y'), 
(x'z — xz') = (x'z — xz') + x"(z — z) — :"(x — x'), 
(.'■/ — ■'» = (xy' — x'y) — ,c"(y— y) +r(x — x'l, | 

wobei (.1' — .v), ij/ — !/'), {z — ;') identisch sind mit (x — x'), (y— y'), (z — z'). 

Wemi wir für die m-spi-ünglichen Coordinaten ?-, s, g, g, ^ nehmen und die 

entsprechenden neuen Coordinaten durch ?■', s', a', q', tj' Jaezeiehnen, erhalten 

wir aus den letzten Crleichungen unmittelbar: 



(37) 



,j _ r, + y -z'>s, 

y = i.'+ .r" -ZT', 

n = if ~ x-'s + y''}-'. I 
l;J. Wir können den Uebergang von einem Coordinaten -System zu 
einem anderen, in welchem die Eiehtin^ der Coordmaten-Äxen eine ver- 
sclaiedene ist, in drei einzelne Schritte zerlegen. In dem einfachsten Falle 
zum Beispiel, wo ein rechtwinkliges Coordinaten-System XYZ durch Drehiuig 
um den Anfangspunct irgend eine andere Lage X' Y' Z' aimimmt, wollen 
wir erstens das ursprüngliche Coordinaten -System XYZ um die Axe OZ 
so drehen, dass die Coordmaten- Ebene XZ, nach der Drehung, durch die 
der Lage nach gegebene neue Axe OZ' geht. Wir wollen zweitens, nach 
vollbrachter Drehung um OZ, das Coordinaten -System um die Axe OY in 
ihrer neuen Lage so drehen, dass m der Ebene XZ die beiden Axen Z und 
0^' zusammenfallen. Dann bleibt drittens nurnoeh übrig, das System um 
OZ' so zu drehen, dass die beiden Axen OX und OY, die durch die beiden 
ersten Drehmigen m die Coordinaten -Ebene X' Y' gebracht sind, mit OX' 
und OY' zusammenfallen. Die drei Drehungswiukel, von welchen die Lage 
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der neuen Axen gegeu die alten bestimmt ist, treten als Constante in den 
bezüglichen Verwandlimgsformeln der Coordinaten des Pnnctes, der Ebene, 
der geraden Linie auf. Wir wollen diese Winkel ein für allemal in dem 
Sinne rechnen, wie dieses bei den Drehungsmomenten zu geschehen pflegt, 
d. h. von OX nach OY, von OY nach OZ imd von OZ nach OX. 

Wenn OZ seine Lage behält, während in der Ebene XY die beiden 
Axen OX und OY sich beliebig nni OZ drehen imd in ihrer neuen Lage 
OX' und OY' zwei Winkel a imd ä mit OX in der lu'sprünglichen Lage 
bilden, so erhalten wir zwischen den alten Pmict-Coordinaten x, y, z und 
x, y', z' imd den neuen, die wir durch x, y, z und x', y', z' bezeichnen wollen, 
die folgenden Relationen; 

,1- = X cos « + y cos a, 

x' = x' cos c + y' cos ((', 

y = X sin « + y sin u'> 

y = x sin a -j- y' sin t:', 

: = z. z' = z, 

und hieraus 

(.r_.i-') = (x — x) cos (i + (y — y') cos a, 

i'J—y) -= (x — x') sin f. + (y — y) sin i:. 

(j_2') = (z^z'), 

{yz' — y'z) = ~ (x'z — xz'} sin u + (yz' — y'z) s 
{x z — xz") = (x'z — xz') co.s (■; — (yz' — y'z) ( 
(xy' — x'y) = (xy' — x'y) sin i>, 
wenn wir der Kürze wegen 

setzen. Nehmen wir statt der sechs Strahlen-C'oordinaten in den beiden 
Systemen die fünf Coordinaten r, s, G> q, tj und ?•', s, o', q, r^, so erhalten wir 
aus den vorstehenden Gleichungen unmittelbar die entsprechenden: 

;■ = r cos ß + h' cos «', 

s = r sin a + / sin (i, 

G = q' sin a -\- (f sin «', \ (39) 

Q = e' cos « + <t' eJ3S cc', 

)/ = r[ sin %■. 

Wenn insbesondere auch die neuen Axen OX' und OY' auf einander senl;- 
recht stehen, kommt: 



(3S) 
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/■ — r eos « — s sm «, 

*■ = r sin u -\- s eos ß, 

o = p' sin c + (t' cos (!, 

y = y' eos ft — i> sin t;, 

■>/ = ri. 

Wenn wir, statt die beiden Axen OTuncl OY zu drehen, die beiden Äxen OX 
und OZ in ihrer Ebene um drehen und durch / und y die Winkel bezeich- 
nen, welche diese Axen in ihrer neuen Lage OX' und OZ' mit OZ in der 
ursprüi^lichen Lage bilden, so erhalten wir, uin die sechs alten Strahlen- 
Coordinaten durch die neuen auszudrücken, durch blosse Buchstabenver- 
tauschung aus den Gleichungen (38) die folgenden: 

{x — x) = (x — x') sin ;■' + (z — z') sin ;', 

(y— /) = fy— y'). 

(z — ;') = (x — x') eos / + (z — z') cos f, 
{yz'—y'z) = (yz' — y'z) cos ;- — (xy'— x'y) cos /, 
[x'z — xz) = (x'z — xz') sin %' , 

{xy' — x'j) = — (yz' — y'z) sin ;' -f- (xy— x'y) sin /, , 
wobei wir der Kürze halJier 

r ~ 7'-'- y' 

gesetzt haben. Hieraus ergibt sich, wenn wir wiederum zu den fünf Strahlcn- 
Coordinaten übergehen : 



(41) 







r' sin / + sin y 






r cos r + cos 1 




= 


s 


' 


/oos/ + cosy_ 


» 


- 


ff' cos y -\- y[ cos y 

r cos/ + cos y 


9 


- 


p:sin.r . 

r cos y + cos ;- 


1) 


- 


ö' sin r + )j' sin y' 
■ r' cos / +"cos y 



(42) 



wonach ferner 



-^- = -"- sin i)'. 



Wenn insbesondere die neuen Coordinaten-Äxen OX' mid OZ' auf einander 
senkrecht stehen, verwandeln sieh die vorstehenden Grleichnngen in die 
folgenden : 
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/•' COS y -{-■ üiu y 

— r siu y + cos y ' 

— r sin y -\- cos y ' 
ff' cos y — 7i' sin y 

— r sin y -{- cos y ' 






■ &in ■/ -f i;' uos ; 

■' sin y + cos y 



(43) 



"Wenn wir die Axen OF und OZ um 0-1' drehen, so erhalten wir die 
entsprechenden Verwandlungsfonneln unmittelbar durch Buchstaben -Veiian- 
schimg, nicht nur für den Fall der sechs, sondern auch der fünf Strahlen- 
Coordinaten, wemi wir, was letztere betrifft, von den Formeln (42) aus- 
gehen. Damm erscheint es umiöthig, die neuen Formeln liinzuschreiben. 
Indessen ist zu bemerken, dass bei dieser Veiianschmig die Drehimg von OZ 
nach OF gerechnet wird, also in demselben Sinne, wie der Winkel, dessen 
trigonometrische Tangente in den Grund -Grleichungen (1) mit ä bezeichnet 
worden ist. Soll sie in dem oben festgestellten Sinne, d. h. im Sinne des 
Drehungsmomentes um O.V, genommen werden, so ergi!)t sich dii.' Ziiriicli:- 
fühiimg darauf sogleich. 

14. Wir können auch direct von den fünf Strahlen-Coordinaten in dem 
eraten Systeme zu den fünf Strahlen-Coordinaten in dem zweiten tlbergehn. 
Es seien r, .s, q, a, j; dife Coordinaten einer geraden Linie in dem ersten 
Coordinatensystcmo, dann sind: 



l 



(44) 



r>j — sx = )/, I 

die Grleichungen ihrer drei Projectionen. Sind /■', .s, </, o', ■>/ die Coordinaten 
derselben geraden Linie in dem zweiten Coordinatensysteme, so sind die 
Gleichungen ihrer di-ei Projectionen in diesem Systeme: 
X ^ r'z ~\- (j , j 

y - /z + «-■. (46) 

f'-y — s'x ^ tj'. \ 

Sind die neuen Coordinaten -Axen den alten paraUel und Lieträgt die Ver- 
schiebung nach ()X, OF, OZ bezüglich x", //", i", so ist: 
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X = .); — .r", y = ij — if, z = z — z". 

Hit^riui.cli verwamlehi sich die letzten drei Gleichnngen in: 
.f = rz + (y' + .t« -/;«), 
// =,v'-- +(,/ + //> --,s':«), 
y'y/ — ,/.r ^ ,/ + r>f .-. ,s'.r>, 
und damit diese Gleichungen mit den Gleichungen (44) idc'ntiscli werden, 
ergibt sich, wie in. der Niunmer 12. (.-17): 



n -- ■>( +'■'!!''' — 'V'.''". 

Bvehoii wii', wie in der 1ü. Nummer, die Axeii <>\ und OV in ihrer Ebene 
um 0. m gehen ili(; (>rsten beiden Uleiohungen (44), indem wir 

3 = Z, 

,r ^ X f osi (^ + y co,s f/, 

y = s sin r. 4- y Hin ii 

setzen, in die folgenden über: 

X cos f; + y Ctts c: = rz --\- y, 

X sin f; + y sin (;' = s z + er. 

Ans diesen Gleichungen ergeben sicli , wenn wir wiedemm a' — <:; — 9- setzen, 

die folgenden; 

r sin et' — s cos a , o sin c' — <? cos r' 

X = —■--^, ■ z + -■ ^1 , 

sin & ' am d 

r sin « — i' cos « p sin « — ö cos « 

'' sin ^ sin ö' ' 

welche, wenn wir sie den beiden ersten der Gleiclinngen (45) identisch setzen, 

die folgenden Relationen geben: 

/■' sin t> = /■ sin a — .v eos n', 

— s' sin i> = r sin u — s cos a, 

n sin tf = y sin k — a cos d , 

— ()' sin 0- = y sin a — ü cos «, 

und hieraus folgt, in Uebereinstimnaung mit den Glciehungen (o9): 

r = r WS, a -\- / cos a , 

s = r' sin ci + s' sin «', 

o = y' cos c + <*' cos K , 

n ^ q' sm (; + ö' sin a'. 
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mid 

tj = ')[ sin ■!)■. 
Auf gleiche Weise lassen sich die Formeln (42) ableiten. 

15. Wir können in Folge der Proportionen (10) aus den entwickelten 
Formeln für die Verwandlung der Strahlen-Coordinaten einer gegebenen 
geraden Linie sogleich die Yerwandlungsfonneln für die Axen-Coördinaten 
derselben ableiten. Wenn wir die Axen-Coordinaten in dem iirspi-ünglichen 
Systeme mit: 



in dem neuen Systeme mit: 
l)ezeichneii , so ist: 






P ^ — - ' P = 



Wenn wir hiemach die Kichtung der Coordinaten-Axen beibehalten und den 
Anfangspunet in irgend einen Punct (.^■^ if, 2") verlegen, so geben die 
Gleichungen (37): 



p = 
q = 






r/' + r." 


«■ 


+ ^" 


'«: 


1 -.r' 


'"^ . 


-t 


•x' 


l-o:' 


'ji' 


— y' 


>x 


1— a:' 


'ji' 


~y" 


X 




w' 







(46) 



Wenn die Axen OX und OF so in ihrer Eigene gedreht werden, dass sie 
in ihrer neuen Lage mit OX in der ursprQnghchen Lage die Winkel a und a 
bilden, so geben die Gleichungen (39): 
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/' 


- 


,/.in 


K - q sin 

Bin fl- 






q cos 


ß — /)■ cos 


'l 


= 




sin % 


:t 


- 


1t Sill 


sin* 






% cos 


IV — jr' cos 



(i<) 



Wenn wir endlich "A' und 0^ in ihrer Kbene um ''' drelien, so geben, 
unter Beibehaltung der früheren Bezeichnung, die rileichungen \\'1\'. 
p cos y — cos Y 
' — p sm y -\- sin y 

f/ sin &' 

' — p sin y + sin j-' 

.T = , . ' . 

— /> sin ;' + sm ^ 

■/ sin Z ■ - w' sin y 

''' ~ -p sin 7 + -in "/' ' 



Ueber Complexe imil Cougruenzeii im Ailgemeiiieii, 

\ii. Wemi 

(.»■-■^0 : (y-y) : i.^~-'') ■■ (y^'--/^) :(■'■■:-.'■-■) :(.'■/-.'» 

so gehören die Strahlen -Coordinaten: 

(-r-.r'), (y-/), (:-.0- (^-'-'/O. (.'■■--.<■:■)- (-»//-.r» 
und die Ajten-Ckwrdinaten: 

(uv'-n'v), i/'v~n-'), (/«'-/',/). (/-/'}. 0.-./). O'-'O 
derselben geraden Linie an. Folglich sind es auch dieselben geraden 
Linien, deren Strahlen- und Axen-Coordinaten die folgenden beiden Gleichun- 
gen befriedigen: 

F[(x-.l'), (!,-!,■). (:-;'), (!,--■-!/':)■ U'^-rt'}. (.r/^-r»] Si. _ 0. (1) 
/■[(«»'— !«'!)), ((•(. — /lO, (/«•-/■»), (/--/•). (» — »■). (» — !>■)] <f'. = 0, (2) 

wenn F dieselbe homogene Function der jedesmaligen seelis 
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Cooi'dinaten bezeichnet. Wii- sagen, dass die Gesammtheit aller geraden 
Linien, deren Coordinaten solche homogene Gleichungen befriedigen, einen 
Complex bilden. Wir imterscheiden Linieneomplexe nach ilu'em Gri-ade ?;, fflr 
welchen wü.' den Grad ün-er Gleichungen nehmen. Jede Lmie des Complexes 
kami als Strahl oder als Axe angesehen werden; dadiu'ch wird die zwie- 
f-ddie Art Ijedingt, einen Liniencomplex dnrch Gleichungen gleichen Grades: 

<4 =0, ü>„ = 0, 

die unmittelbar gegenseitig aus einander folgen, darzustellen. 

IT. fn der Gleichung (1), welche die allgemeine, homogene des //'" Grades 
sein mag, sind die Linien des Complexes durch u-gend zwei ilu'er Pnncte 
{.V, y, z) und (.i'', /, z) bestimmt. Betrachten wir einen dieser Puncte {x, ij, z) 
als gegeben, so stellt dieselbe Gleichung (1) — indem wir .r', y', z als eon- 
stant, :v, IJ, z aber, wie bisher, als veränderlich ansehen — nunmehr nur 
noch solche gerade Linien dar, die durch den gegebenen Pmict gehen und 
also eine Kegelfläche der //'" Ordnung bilden , ilie in diesem PiUK-te ihren 
Mittelpunet hat. 

18. In der Gleichung (2), welche wir wiedenim für die lülgemeine homo- 
gene Gleichmig des v'"' Grades nelimen wollen, werden the Linien desselben 
Complexes durch irgend zwei Ebenen {l, u, t) und (/', u, v) bestimmt, welche 
in ihnen sich schneiden. Betrachten wir eine dieser Ebenen, {f', ii\ v), als 
gegeben, so stellt die Gleichung (2), die bisher den Complex dai'stellte, nun- 
mehi" — indem wir ^, >i', i' als eonstant, /, «, * aber noch als veränderlich 
betrachten — nur noch solche Linien des Complexes dar, welche innerhalb der 
gegebenen Ebene liegen und also eine CuiTe n'"'' Classe in derselben umhüllen. 

ly. Wir haben in den vorigen beiden Nummern die folgenden Siltze 
bewiesen : 

In einem Complexe des /;'''" Grades bilden die Linien, welche 
durch einen gegebenen Punct des Raumes gehen, eine Kegel- 
fläche der n"" Ordniing. 

In einem Complexe des «"'"Grades umhüUien die Linien, wel- 
che in einer gegebenen, den Raum durchziehenden Ebene liegen, 
eine Curve der «'"" Ciasse. 

Diese beiden Sätze enthalten, jeder für sich, die allgemeine geometrische 
Definition eines Liniencomplexes des )f" Grades. Einer der beiden Satze ist 
eine nofchwendige Folge aus dem andern. 

Wir können hiernach diu Linien eines Complexes in doppelter Weise 
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zusamiiiengiiippireii; einmal so, da.ss sie Kegeläächen ijildeii mid jedei' Pimcfc 
des Kamnes Mittelpunet einer solchen Kegelfläche ist; das andere Mal so, 
dass sie CuiTen nmliüllen nnd jede den Raum dui'chziehende Ebene eine 
solche Cui-ve enthält. Der Grmd des Complexes ist sowohl die Ordnung der 
Kegelfläche, als auch die Classe der ebenen Ctirve. Daher kann ein Linien- 
coniplex n'"" Grades auch als ein Complex von Kegelfläehen n'"' Ordnung und 
als ein Complex von ebenen Graben ;(''''' Classe angesehen werden. 

20. Diejenigen Linien zweier gegebenen Coniplexe, welche zusaitinaen- 
fallen, bilden eine Congrue'nz. Ihre Coordinaten befriedigen gleichzeitig die 
Gleichungen beider Coniplexe, die wir. bei der Anwendung von fünf Strahlen- 
Coordinaten, durch die allgemeinen Gleichungen ; 

^4 = 0, il., = 0, (3) 

bei der An^\'eudung von fünf Axen- Coordinaten, durch 

</.,,, = 0, 'A, = 0, (4) 

wobei m und n den Grad der beiden Complexe Ijezeichnen, dai^tellen wollen. 

Durch jeden Punct des Raumes gehen m n gerade Linien emer Con- 
gruenz , welches die Dorchschnittslinien zweier Kegel der m. und n. Ordnung 
sind. In jeder den Raum durchziehenden Eigene liegen mn gerade Linien 
der Congi'uenz, welche die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Curven der 
m. und n. Classe sind. 

Die Linien einer Congruenz gehören unendli(;h vielen Complexen an, die, 
wenn wir durch h einen unliestimmten Coeffieienten bezeicluieu . siinimtlich 
durch die Gleichung: 

-'i. + (■■.'). -0, (r,) 

oder durch die Gleichung: 

dai-gestellt werden. Wir sagen, dass aUe solche Complexe eine zweigliedrige 
Gruppe von Complexen bilden. -Jede der letzten Gleiehmigen, welche 
eine solche Grappe darstellen, ist das SjthItoI einer Congruenz, in gewissem 
Sinne die Gleichung derselben. 

21. Die Congi-uenzen classificiren sich nach der Anzahl ihrer Linien, 
welche durch einen gegebenen Punct gehen, oder welolie in eine)' gegebenen 
Ebene liegen. Diese Anzahl ist in de]n Vorstehenden: 

m n };. 
Alle Complexe, denen eine gegebene Congnieuz angehört, sind, im Allgemei- 
nen, von gleichem Grade. Wenn aber diese Complexe nicht die allgemeinen 
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ihi'es Grrades sind, kann unter denselben sich einer befinden, dessen Grad 
geringer ist. Das findet Statt in dem Falle der Grleiehungen (5) und (6), in 
welchen, wenn ?«>«, der Grad der Complexe im Allgemeinen m ist, aber 
für den besonderen Fall, dass ji unendlich gross wird, anf « sich redneii"t- 

Es bilden die Congnienzen, in welchen die Anzahl der Linien, welche 
durch einen gegebenen Punet gehen oder welche in einer gegebenen Ebene 
liegen, /■ betragt, so viele coovdinirte Arten , als die Zahl A- sich inFactoren 
//i und « zerlegen lasst; also nur eine einzige, wenn A- eine Piimzahl ist. 
Daher bezeichnen wir die Art der Gonginienz durch das Symbol: 

[«, »]. (71 

22. Die Strahlen- oder Axen-Coordinaten deijenigen Linien, welche 
dreien Complexen zugleich angehören, befriedigen gleichzeitig die entsprechen- 
den Gleichungen der drei Complexe, die wir diircli: 

<2„ = 0, Si„ = 0, Sl^ = i), (8) 

oder durch: 

./.,„ ^ 0, '/'„ = ü, '/»j = n (fi) 

darstellen wollen. Sie sind dadurch dreien Bedinguugeu unterworfen. Da 
eine gerade Linie durch vier ihrer fünf Coordinaten bestimmt ist, so folgt, 
dass jede dieser Coordinaten Function jeder der drei anderen, oder, was das- 
selbe ist, jede dieser Coordinaten Function einer belieb^ angenommenen 
Veränderlichen ist. Nehmen wir für diese, spätem Entwickelungen vor- 
greifend, die Zeit, so ist durch das Vorstehende ausgesprochen, dass die 
bezügliche gerade Linie, wenn wir die Zeit sich continuirlich ändern lassen, 
eine Fläche erzeugt. Eine solche Fläche, die dm-ch die Bewegung einer ge- 
raden Linie erzeugt wird, wollen wir — die triviale Bezeichnung als wind- 
schiefe Fläche vermeidend — eine Strahlen- oder Axenfläche nennen, imd, 
indem wir diese Ausdrücke als synonym betrachten, eine solche Fläche aneh 
als Linienfläche bezeichnen. 

Die zusammenfallenden Linien dreier Complexe bilden eine 
Strahlen- oder Axenfläche. 

Die Strahlen- oder Axen-Fläche gehört gleichzeitig allen L'oniplexen an, 
welche, wenn (( und ii unbestimmte Coefficienten bedeuten, durch jede der 
beiden Gleichimgen: 

Si,, + iiSi„-i- iiSi^ = 0, (10) 

ÜK. + (i<&„ -I- n'<I>, = (11) 

dargestellt werden; sie gehört jeder Congruenz an, die durch ii'gend zwei 
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dieser Oomplexe bestimmt wird. Wir sagen, dass sämmtliehe Complexe, wel- 
chen eine gegebene Stralilenfläclie angehört, eine durch jede der beiden vor- 
stehenden G-leichungen dargestellte, dreigliedrige Complexgruppe bilden. 
"Wenn wir ii„ , £i„ und Si^ als Functionen der fünf Strahlen-Coordinaten 
/■, s, ß, ff, fj betrachten, so erhalten wir die G-leiehung der Strahlenfläche in 
Punct-Coordinaten .r, i/, z, wenn wir zwischen den drei Gleichungen fS) und 
den folgenden drei Gleichungen: 

Ij ^ /-(i — SQ, 
.V = i'Z -\- Q, 

y = sz + (i 
die fünf Strahlen-Coordinaten eliminiren. Die resultirende OleicJinng in x, ij, z 
ist im Allgemeinen vom Grade 'Imng. 

Wenn wir (p^, <i'„, fbg als Fimction der fünf Axen-Coordinaten /;, y, :r, k, m 
betrachten , so erhalten wir die Gleichung der Axenfläche in Plan-Coordinaten 
t, «, v, wenn wir zwischen den drei Gleichungen (9) und den folgenden 
drei Gleichungen: 

r„ =//>. — y.T, 

/ =//r + -T, 

« = ^1^ + ■''■ 

die fünf Strahlen-Coordinaten eliminiren. Die resultirende Gleichung ist im 

Allgemeinen vom Grade 2mny. 

Eine Strahlen- oder Axenfiäche ist im Allgemeinen von 
gleicher Ordnung und Classe. 

Strahlen - Flächen einer gegebenen Ordnung und Ctasse ordnen sich in 
verschiedene coordinirte Arten. Diese Arten ergeben sieh durch den Grad 
der die Fläche bestimmenden Complexe. Bezeichnen wir Ordnung und Classe 
der Fläche durch 'IX, so ist die Anzahl solcher Arten gleich der Anzahl der 
möglichen Zerlegungen von X in drei Factoren. Nehmen wir m, n, y für 
irgend drei solcher Factoren, so können wir die Art der Fläche näher dm-ch 
das Symbol; 

Im. », ,J} 
bezeichnen. 

23. Vier Complexe haben nur eine endliche Anzahl von Linien gemein. 
Wenn der (xrad der vier C!oinplexe bezfiglich m, n, y,h ist, so beträgt diese 
Anzahl : 

imnyh. 
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wie sieh umiiittelbar ergibt, ivenn wir zwischen den vier (lieiclumgi,-!! der 
Complexe und der Gleichung: 

'/ = ra - .SQ. 
odt-j; bezüglirli: 

<■> — l'y.— '/--r- 
die fünf Coordinatenwerthe' bestimmen. 

24. Ebene CiuTen wei"den entweder durcli ihre Pinicte uder durch ibi'e 
Tangenten bestimmt. Zwei .solcher Curven haben eine gewisse Anzahl von 
Dm-ehscbnittspmicten und von gemeinschaftlichen Tangenten. G-ehen wir von 
den beiden Dimensionen der 'Ebene zu den drei Dimensionen des ßaumes 
über, so erheben wir nus von ebenen Curven 7A1 Flächen, die entweder durch 
ihre Puncte oder durch ihre Tangentialebenen bestimmt werden. Zwei 
Phlchen schneiden sieh in einer rilumlidien Cm've und werden von einer 
Abwickelungsfiäche imihfdlt; drei Flächen haben eine gewisse Anzahl von 
Durchschnittspmicten wxA gemein?cliaftliehen Tangentialebenen. Von Flächen 
steigen wir zu Complexen auf, welche aus geraden Linien bestehen, die wir 
einerseits als Strahlen, andererseits als Axen betrachten können. Die ge- 
raden Linien, welche in zwei Complexen zxisammenfallen — in welchen ge- 
wissermassen die beiden Complexe sich schneiden — bilden eme Congruenz, 
diejenigen, welche dreien Complexen zugleich angehören, eine Strahlen- oder 
Axenfläche. Vier Complexen zugleich entspricht nur eine gewisse Anzahl 
von Strahlen oder Axen. 

Es gibt eine Analysis zweier veränderlichen Grössen, die si(.-li in der 
Ebene, eine Analysis dreier Veränderliehen, die sieh im Räume bildlich dar- 
stellen lässt. Die Analysis von vier Veränderlichen findet ihre bildliche Dar- 
stellung, wenn wir diesen Veränderlichen die Bedeutung von Linien-Coor- 
dinaten geben. 

25. Hiermit ist für die Entwiekliuigen des voi'liegeiiden liandes (iie 
Gi'änze gezogen. Aber der Weg zu neuen Verallgemeinerungen ist angebahnt. 
Wir können zu den vier unabhängigen Coordinaten der geraden Linie noch 
eine fünfte hinzufügen. Hier begegnen wir wieder eoordinirten Beziehungen, 
dem entsprechend, dass wir die gerade Linie einmal als Strahl, das andere 
Mal als Axe betrachten. Wenn wir in der ersten Auffassung zu den vier 
Coordinaten einer geraden Linie als fünfte Coordinate ein der Grösse nach 
gegebenes Segment nehmen, das wir auf der geraden Linie entweder beliebig, 
oder von einem gegebenen Puncte aus . auftro i>:en . wo hrilien wir dadurch 
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eine Kraft bestimmt. Ihre fünf Coordinaten sind ihre Intensität und die vier 
Strahlen- Coowlinaten der geraden Linie, nach welcher sie wii'kt. Die Sym- 
metrie nnd Einfachheit der Darstellung verlangt, dass wir ancli hier, statt 
der vier unabhängigen Stvalilen-Coordmaten, die fünf C'oordinati^n /■, .v, y, o. i} 
nehmen, zwischen welchen die Relation besteht, dass: 

7/ = rß — .Vi?, 
und die wir aus den sechs Coordinaten der geraden Linie dadurch ableiten, 
dass wir eme derselben m die fünf anderen dividiren. Wir haben aber 
bereits beiläufig heiTorgehoben, dass diese sechs Coordinaten che Prqjectionen 
X, X, Z einer beliebigen, ]iach der geraden Linie i^irkenden ICraft auf die 
Coordinaten-Asen und die doppelten Momente L. M, .T dieser Kraft in Be- 
ziehung auf dieselben Äxen bedeuten. Wenn die Grösse der Kraft gegeben 
ist, so sind diese sechs Grössen, zwischen welchen die l^elation: 

X-L-\- FM + ZX = 
foiibesteht , als die sechs Coordinaten der Kraft zu betrachten. Die- 
selben Coordinaten, welche fClr Strahlen nur relative Werthe erhalten, be- 
kommen für Kräfbe absolute Werthe. Strahlen- Complexe werden durch 
homogene Gleichungen, Kräfte-Complexe durch aligeineine Gleichungen 
zwischen den seelis Coordiimten dargestellt. 

So wie wir eine Kraft durch eine, als Strahl lietraehtete, gerade Linie 
und durch zwei auf ihr liegende Puncte darstellen, so können wir eine Ro- 
tation (riclitiger ausgedrtlckt, die andere Art von Kraft, welche eine Rotation 
hervorbringt) dm-ch eine als Axe beti'achtete gerade Lmie xvnA durch zwei 
durch die Axe gelegte Ebenen dai'stellen. Indem wir dann Punet-Coovdinaten 
mit Plan-Coordinaten uud, dem entsprechend, Strahlen-Coorduiaten mit Axen- 
Coordinat^n vertauschen, gehen die sechs Kräfte-Coordinaten: 

X. Y, Z, l. M. X 
ül)f>r in andere Ausdn'icke: 

X, ;l). ;i. ^-;. tOi, ;'f, 

zwischen welchen die Relation : 

,1: ■ « + ;J) ■ 5)! + 3 ■ ?i = I' 
besteht. Diese sechs Ausdrücke bestimmen eine Rotation und sind als die 
sechs Coordinaten dieser Rotation anzusehen, Sie reduciren sich in 
Folge der letzten Bedingungs-Gleichung auf die fünf unabhängigen Coordinaten 
derselben. Dieselben Coordinaten, welche für Axen nur relative Werthe besitzen, 
erhalten für E-otationen absolute. Homogene Gleichungen zmsehen den sechs 
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Coordinaten einer Itotation stellen Axen-Oomplexe, nicht homogene 
Gleichungen zwischen denselben Coordinaten Rotationen-Complexe dai'. 

Wahrend aber Strahlen und Axen an und für sich identisch dasselbe 
sind, stellen sich Kräfte \Tud Rotationen wiedennn coordinirt- neben einander, 
analog wie Pnncte und Ebenen. Das Piincip der Eeciprocitat rindet auf 
Kräfte und Rotationen dieselbe Anwendung als anf Pnncte nnd Ebenen, Aber 
Aehnliches , wie beim Uebergange von den drei Coordinat-en von Puncten und 
Ebenen zu den vier Coordinaten gerader Linien, findet auch dann Statt, wemi 
wh' von. den fünf unabhängigen Coordinaten von Kräften und Rotationen zu 
den sechs unabhängen C^ooiTlinaten von Dynamen übergehen. 

Durch den Ausdruck „Dyname'" habe ich die Ursache einer beliebigen 
Bewegung eines starren Systems, oder, da sich die Natur dieser Ui-saehe, 
wie die Natur einer lü'aft überhaupt, miserem Erkemmugsvermögen entzieht, 
die Bewegmig selbst: statt der Ui-sache die Wirkmig, bezeichnet. Da beide 
proportional sind, kommt dies in der mathematischen Darstellimg darauf 
hinaus, an die Stelle einer idealen Einheit eine eoncrete zu setzen. — Be- 
liebige Kräfte und Rotationen lassen sich, wenn sie gleichzeitig wirken, in 
unendlich verschiedener Weise sowoM auf zwei Kräfte als anf zwei Rotatio- 
nen ziu'ückführen. So können wir also eine Dpiame in zwiefacher Weise 
auffassen und bestimmen: einmal durch 'zv/ei Kräfte, das andere Mal <lurcli 
zwei Rotationen, und dem entsprechend das eine Mal dm'cli die Coordinaten 
zweier Kräfte, das andere Mal durch die Coordinaten zweier itotationcii 
darstellen. 

Die sechs Coordinaten einer Dyname alx.T si]id dieselben sechs Cirösscn 
A'. r, Z. /., M. v, 
oder 

x, ')), 3, s, m, yi, 

wek-lie uns uvspi-nnglich zur Bestimniung von geniile]! Ijiuit_'ii licdieiit liiiheii. 
indem wir ihnen nur relative Werthe beilegten und zwischen ih]ien eine 
Bedingungsgleiehung statuirten; dann zur Bestimmmig von Kräften und 
Rotationen, indem wir ihnen, unter Voraussetzung der beschrtlnkenden Be- 
dingungsgleichung, absolute Werthe gaben. Dadurch, dass diese Bedingungs- 
gleiehung fortfällt, werden sie die Coordinaten von Dynamen. Püi" eine 
gegebene Dyname erhalten die sechs Coordinaten absolute Werthe, und um- 
gekehrt, wemi wir diesen Coordinaten beliebige Werthe beilegen, bestimmen 
sie in linearer Weise eine Dvname. 
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So wie in einer geraden Linie die iLeciproeitilt zwisehen Fuiict und Kbene 
anfgeht, so geht in einer Dyname die Reciprocität zwischen Kraft nnd Ro- 
tation auf. In zwiefacher Coordinaten-Bestimmung können wir einen Linien- 
Complex durch eine Grleiehung darstellen, ebenso in zwiefacher Coordinaten- 
Bestimmung einen Dynamen- Comp lex. Die Eigenschaften beider Complexe 
sind in analogem Sinne dualistisch. 

In der vorstehenden Deduction über Coordinaten ist ein Mittelglied un- 
berücksichtigt geblieben, betreffend denjenigen Fall, dass die sechs fraglichen 
Coordinaten der beschränkenden Bedingung nicht unterworfen sind, wir den- 
selben aber nur relative Werthe beilegen, und, dem entsprechend, an die 
Stelle der allgemeinen G-leiehungen, welche Dynamen- Complexe darstellen, 
homogene Gleichungen treten lassen. Dann entschwindet das specifisch Mecha- 
nische, und, mn mich auf eine kurze Andeutung zu beschränken: es treten 
geometrische Gebilde auf, welche zu Dynamen in derselben Beziehung stehen, 
wie gerade Linien zu Kräften und Rotationen. 

In den Dynamen finden die vorstehenden Betrachtungen ihren Äbschlnss. 
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Die Linien -Complexe des ersten Grades nnd ilire 
Congrnenzeji. 



Die Linien-Complexe ersten Grades. 

2G. Wenn wir für die allgemeine homogene CTleicIimig des ersten rirades 
zwischen den sechs Strahlen-Coordinaten: 

(.r-.iO, {!/-y), {'-''): [uz^y'i), {.r'z-.i:), (.(//-.ry) il| 

die folgenden nehmen: 

A{x-x') + B{^j~y')^C{z-z) + B{i/z-?jz)+E{xz-xz) + F{xi,'-xy) = 0, (2) 
um einen Oomplex ersten Gmdes darzustellen, so erhalten wir gleichzeitig 
zm- Dai'stellung desselben Complexes zwischen den Axen-Coordinaten: 

{/— 0- {u — u), {v — v), [mf — u-v), {t'v — fv-), itu' — t',» (^) 

die folgende Gleichung: 

D{f-t') + E{u-u-) + F{v~v) + A{uv-u>:) + B{i: t^-lv) + C\(h-i'h) = 0. (4) 
Um von einer dieser beiden Gleichungen zu der anderen überzugehen, haben 
wir bloss die Punct-Coordinaten ,r, y, z', x, >/, z' mit den Plan-Coordmaten 
t, u, V, f, 11, v' und zugleich A, B, C mit J), E, F gegenseitig zu vertauschen. 

Wenn wir statt der sechs Coordhiaten (1) und (3) bezüglich die fünf 
Coordinaten : 

.'■, S, O-, O, 11 (5) 

und 

l>, q, y-, -T, 0. (ß) 

nehmen, gehen die Gleichungen (2) und (4) nach der 2. und o. Nunjiner 
über in: 

Ar + Bx + C — De, + Eo + F,i = 0, (7) 
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lind 

Di> + Ell -^ F ~ Ax-\- Bit + Ci<i = ^.■^) (8) 

27. "Wir können die Ijoiden Grleicliungen (3) und (4), welche denselben 
Complex daretellen, in folgender Weise entwickeln: 
{A + /-/ - Ez') X 

+ ( r + Ex - D>/) z 

- {Ax'+ Bi/'+Cz') = 0, (9) 
und 

(/> + C/e' — Bv')( 
+ ( E —€i' 4- Av)a 
+ ( /" + Bf — Aii)v 

- {Dt' + Eu+Fv) = 0. (10) 
Wenn erstens (.v',^',z'} ein gegebener Punct ist, und wir demnach in 

(9) x',y',z' als constant, x,y,z als veränderlich betrachten, so stellt diese 
G-leichung eine El:)ene dar, den geometrischen Ort beliebiger Puncte solcher 
Sti'ahlen, welche^ dm-ch den gegebenen Pimct gehen, mit anderen Worten, 
den geometrischen Ort dieser Strahlen selbst. Die Gleichung wird befriedigt, 
wenn wir für die veränderlichen Grössen die Coordinaten des gegebenen 
Punctes einsetzen; die bezügliche Ebene geht durch diesen Punct. Jedem 
Puncte des Raumes entspricht demnach eine Ebene, welche alle durch diesen 
Punct gehende Linien des Complexes enthält. 

Wenn wir zweitens in (10) t', u', v' auf eine gegebene Ebene {f, u', v) 
beziehen und demnach als constaut betrachten, während (,ii,v veränderlich 
bleiben, so stellt diese Gleichung in Plan -Coordinaten emen Punct dar, wel- 
cher von den in der gegebeneu Ebene Hegenden Äxen des Complexes umhüUt 

*) Wir können nicM venneiden, in der analytischen Darsteliung der geraden Linie eine der 
drei Coorcünaten-Axen auBznzeichnen. Indem wir die Gleicliungen (1) uad (2) der einleitenden Be- 
trachtung zu Grunde legten, haben wir OZ für diese Axe genommen und, damit in Beziehung auf 
diese Ase Alles symmetrisch werde, in den beiden Ebenen XZ und FZ von dieser Axe aus die 
Winkel gereclinet. Hiermit im Widerspruch ist die Art und Weise, wie in der Mechanik die Elrehunga- 
momente in JBeziehung auf die drei Coordinaten - Axen genoinmen werden. 

EückBichten auf die späteren Untersuchungen über Mechanik bestimmen una, daran festzuhalten, 
durch die drei letaten Coordinaten (1) auch dem Zeichen nach die drei doppelten Momente darzu- 
stellen. Dadurch wird die gewönBchte Symmetrie in Beziehung auf OZ aufgehoben. Um sie aber 
in den analytischen Untersuchungen über Coinplexe wieder herzustellen, in dem Falle, dass wir (7) 
und (8) für die allgemeinen Gleichungen nehmen, müssen lirir das positiven, imd, dementsprechend, 
das positive » als Coordinaten betrachten, die Glieder aber, welche o und k in ungeraden Potenzen 
enthalten, mit dem negativen Zeichen einführen. Dem entsprechend kommen in den beiden Gleichun- 
gen (7) und (8) De und A-» mit dem negativen Zeichen vor. 



y Google 



— 28 — 

wird, das heisst, in welchem diese Äxen sich schneiden. In jeder Ebene 
liegen also unendlich viele Linien des Complexes, welche m einem Punete 
dei"selben sieh vereinigen, von dem wir sagen, dass er der Ebene entspreche. 

Durch jeden Punet des Raumes gehen unendlich viele Linien 
des Complexes, welche in einer durch diesen Punct gehenden 
Ebene liegen. In jeder den Raum durchziehenden Ebene liegen 
unendlich viele Linien des Complexes, welche in einem Pimcte 
der Ebene sich schneiden. 

Die beiden Theile des Satzes bedii'^en einander. Die Beziehung von 
Punct und Ebene ist eine gegenseitige. Es gibt für jeden beliebigen Punct 
des Raumes eine Ebene, welche die durch diesen Punct gehenden Linien des 
Complexes enthalt, und, umgekehrt, für diese Ebene ist es wiederum jener 
Rmct, in welchem alle Linien des Complexes , welche in dieser Ebene liegen, 
sieh schneiden. 

28. Die einem gegebenen Punete entsprechende Ebene ist bestimmt 
dm-ch irgend zwei in dem Punete sieh sehneidende Linien des Complexes, 
der einer gegebenen Ebene entsprechende Punct durch zwei in der Ebene 
liegende Linien des Complexes. 

Es seien 7* und /*' zweiPimcte, dureli welche sieh die gerade Linie (/* 7*') 
legen lässt, pundp' die beiden diesen Puncten entsprechenden Ebenen, welche 
sich in einer zweiten geraden Linie (pp') schneiden. Dann gehören alle 
Linien, die durch P oder P' gehen und die gerade Linie (pp') schneiden, 
dem Complexe an. Schneiden sich zwei Linien, die durch P und bezüglich 
diu-ch P' gehen, in irgend einem Punete von (pp'), so ist die Ebene, welche 
diese beiden geraden Linien enthält, die ihrem Durchschnittspuncte auf (/;//) 
entsprechende Ebene, und diese Ebene geht durch (PP'). Ebenso ist denn 
auch bewiesen, dass nicht nur die den beiden Pimcten P uud P', sondern 
überhaupt die allen Puneten der geraden Linie (PP') entsprechenden Ebenen 
sieh in der Linie (pp') schneiden. Wir nennen die beiden geraden Linien 
(PP') und (pp'), deren Beziehung zu einander eine gegenseitige ist, zwei 
conjugirte Polaren in Beziehung auf den Complex. 

Jede Linie des Raumes hat ihre conjugirte Polare. Jede 
Linie des Raumes kann als Strahl betrachtet werden; wenn die- 
selbe durch einen Punct beschrieben wird, so umhüllen die die- 
sem Punete entsprechenden Ebenen eine Axe, die dem Strahle 
conjugirt ist. Jede Linie des Raumes kann als Axe betrachtet 
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werden; während dieselbe von einer sieh drehenden Ebene um- 
hüllt wird, beschreibt der dieser Ebene entsprechende Punct 
einen Strahl, der der Äxe conjugirt ist. Jede der zwei eon- 
jugirten Linien kann als Strahl und als Axe angesehen werden. 

Jede gerade Linie, welche zwei eonjugirte Polaren schnei- 
det, ist eine Linie des Complexes. 

Jede Linie des Complexes ist als zwei z n (^ a m m e n f a 1 1 e n d e 
eonjugirte Linien anzusehen. 

29. Ein Complex ist dui'ch fünf seiner Linien vollkommen bestimmt. 
Jede der Linien liefert eine lineare Gleichung zur Bestimmung der fünf 
unabhängigen Constanten der allgemeinen Complex-Grleichmig. Vier der fünf 
Constanten können dadurch ersetzt werden, daas irgend zwei zugeordnete 
Polaren des Complexes gegeben sind. Weil nämlicli jede gegebene gerade 
Linie nur eine zugeordnete hat, die sich in linearer Weise durch vier Con- 
stante bestimmt, so erhalten wir vier lineare Bedingungs-Gleichungen zwi- 
schen den Constanten der allgemeinen Gleichung, wenn irgend zwei zuge- 
ordnete Polaren eines Complexes gegeben sind. Zwei gegebene zugeordnete 
Polaren eines Complexes sind also für die Bestimmung desselben äquivalent 
mit vier gegebenen seiner Linien, so dass der Complex vollkommen bestimmt 
ist, sobald wir, ausser den beiden zugeordneten Polaren, noch irgend eine 
Linie desselben kennen. 

Hiernach ei^ibt sich eine einfache Constniction eines Complexes, wenn 
irgend fünf seiner Linien gegeben sind. Wenn wir von diesen fünf Linien 
ii^end vier beliebig auswählen, so sind die beiden geraden Linien, welche 
diese vier Linien schneiden, zwei zugeordnete Polaren des Complexes, und 
jede neue Linie, welche diese beiden zugeordneten Polaren schneidet, ist 
eine neue Linie des Complexes. Wenn wir die gegebenen fünf geraden 
Linien in anderer Weise zu je vier combiniren, erhalten wir neue Paare 
zugeordneter Polaren, und jedem Paare entsprechen imendlich viele neue 
Linien des Complexes. Und so können wir fortfahren, indem wir die ge- 
fundenen Linien mit hinzuziehen, um neue Combinationen zu je vier 
zu bilden. Hierbei dürfen wir nicht übersehen, dass vier reelle gerade 
Linien nicht immer von zwei i'eellen geraden Linien geschnitten werden, 
sondern dass diese beiden Linien auch imaginär sein können.*) 



*j Drei der fönf gegetienen geraden Linien können immer als drei Linien einer der beiden Erzen- 
gnngen eines Hj-perboloidB angeselien werden, Wenn eine vierte Linie das Hyperboloid schneidet, 
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AVenu ein Complex durch fünf seiner Linien gegeben ist, können wir 
für jeden gegebenen Pimct die entsprechende Ebene, für jede gegebene Ebene 
den entsprechenden Punct eonstruiren. Durch je vier gegebene gerade 
Linien ist ein Paar zugeordneter Polaren des Complexes bestimmt. Dui'ch 
einen gegebenen Punct lässt sich eine einzige Linie legen, welche die beiden 
Polaren jedes Paares schneidet. Die so bestimmten geraden Linien liegen 
in der dem Punete entsprechenden Ebene, welche durch zwei derselben 
vollkommen bestimmt ist. Eine gegebene Ebene schneiden die beiden Pola- 
ren jedes Paares in zwei Puncten. Die geraden Linien, welche die beiden 
Durelisehnittspuncte jedes Paares verbinden, schneiden sich in dem der Ebene 
entsprechenden Punete, welcher dtireh zwei dieser Linien bestimmt ist. 

Die vorstehenden Betrachtungen sehliessen sich an die allgemeine Theorie 
der Keciproeität. Die Gleichungen des Complexes (2) und (4) können 
betrachtet werden als besondere Fälle der allgememen Gfleichung in Punct- 
Coordinaten .r, y, z, x, y, z, und in Plan-Coordinaten t, u, v, f, u, v, 
durch welche die Reciprocität zweier Systeme überhaupt ausgedrückt wird. 
Wemi diese G-leiehungen in Beziehung auf x, y, z und x, y, z und in 
Beziehung auf /, u, v und ^' u, v symmetrisch sind, so entspricht demsel- 
ben Punct und dei-selben Ebene in jedem der beiden Systeme bezüglich 
dieselbe Polar-Ebene mid derselbe Pol in dem anderen Systeme. Das findet 
in dem Falle der Complex-GHeichungen Statt. Aber es kommt die Bedin- 
gung hinzu, dass der Pol emer gegebenen Ebene in dieser Ebene selbst liege. 
Durch diese neue Bedingung- wird es nicht mehr möglich, Pole und Polar- 
Ebenen in gewohnter Weise vermittelst Flächen zweiter Ordnung und Classe 
zu eonstruiren.*) Während im Allgemeinen die Polar-Ebene eines Puncto 



so lässt sieh durcli jeden der beiden^ Durchschnittspimote eine Linie der zweiten Erzeugung des 
Hyperboloids legen, welche sänimtliche vier Linien schneidet. Wenn die beiden Durchschnittspuncte 
imaginS,r sind, sind es auck die entsprechenden beiden geraden Linien. 

*) Der analytische Grund hiervon liegt in dem Folgenden. Im allgemeinen Falle ist die Grund- 
Gleichung der Reciprocität (wir heschrauken uns hier auf den FaJl ¥on Punct- Coordiuatea und machen 
die Gleichungen durch Einfithrung von i homogen): 

+ (da^'+ d,y' + d^z-+ d,T) T= 0. 
Sehreiben wir in dem ersten Theile dieser Gleichung a:', y\ z, x für x, y, z, i, so wird dieselbe 
eine homogene Function des zweiten Grades: 

rr= aar'' -|- 2bie'y'+ 2cie'z'+ 2d!c'z'+ b^y'^ + 'ic,yz'+ 2 rf,y'r'-|- c,i'' -}- ^d,zi: + rf^i'' 
Durch Vemiittelung dieser Function können wir die ReciprocitJVtsgleichung in der nachstehenden 
Weise sclireiben; 

dU . dll , dn , dn 



.: + -,;. T = 0. 
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durch drei ihror Punete, der Pol einer Ebene dnrch drei in demselben sich 
sehneidende Ebenen bestimmt ist, reichen hier zu dieser Bestimmung bezüg- 
lich zwei Punete und zwei Ebenen hin. — Wenn eine gerade Linie, sich 
um einen festen Punct drehend, eine Kegelfläehe n. Ordnung besehreibt, 
umhüllt die zugeordnete Polare eine Curve n. Classe in der dem festen 
Punete entsprechenden, durch diesen Punct gehenden Ebene. Die n Linien, 
in welchen die dem Mittelpanete des Kegels entsprechende Ebene von dem- 
selben geschnitten wird, sind zugleich die n Tangenten, welche von dem 
Mittelpuncte aus, der gegenseitig der Ebene entspricht, an die Curve in 
dieser Ebene sich legen lassen. Da nämlieh diese Linien dem Complexe 
angehören, sind sie ihre eigenen zugeordneten Polaren. 

30. Wir wenden uns 7Ai dem rein analj^ischen CJangü der Unter- 
suchung zurück. 

Die gewöhnlichen Coordinaten des Punetes, welcher der gegebenen Ebene 
{f, h', v') entspricht und in Plan-Coordinaten durch die Grleiehung (10) dar- 
gestellt wird, sind: 



Dl' -\-Eu'-{- Fv"' 

— _ ^— g^' + 'iv' 
y ^ 7)t'-^Eu'-\-Fv'' "-l^J 

^ ~ i>i'+ Eu -\-Fv" 

Wenn die gegebene Ebene pai'allel mit sieh selbst verschoben wird, so be- 
schreibt der in derselben liegende, ihr entsprechende Rmet einen geome- 
trischen Ort. Unterseheiden wir durch .rn, yn, zo die Coordinaten des ent- 
sprechenden Punetes derjenigen unter den parallelen Ebenen, welche durch 
den Anfangspunet der Coordinaten geht, so ei^bt sich, mdem wir /', n', r 
gleich 30 setzen: 

Wenn wir s:\ y , z, r als verllnderlich betriicliten, stellt die Gleichungi 

71 = 
eine Fläche zweiter Ordnung dar. In dem FaUe, dass die Comples- Gleichung (ä) an die Stelle dtv 
allgemeinen ReciprocitäiB-Gleiehung tritt, wird die Function II identisch gleich Null. 

Ich yerweise, was die allgemeine Theorie der Eeciprocität betrifft, auf mein „System der ana- 
lytischen Geometrie des Eaimies, I84G" p. 10—14, — Die hesondere Art von Eeciprocitat ist zuerst 
von Herrn Möbins im 10. Bande des Crelle'scheii Journals hei-voi^ehobeii und später von L. J. Mag- 
nus in seiner „Sammlung von Aiifgalien ans der analytischen Geometrie des Raumes, 1637", p, 
139—14-5 behandelt worden. 
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C_u — Bv'__ 

■^'" ~ Dl'+'Eu+Fv'' 

„„ = „ -S^'^+AyL, (Vi) 

■>' Dr + Eu+Fv 

■ — -^_ __ 

,r — .r« — — -i^,-"j^ßy'j^-p^J' 
_ E 

y - y„ „ — ^__^.-^,-^-^, -, , ^^^^ 

_____ /■ 

'" ~ Dt -Y Eli '-^ Fv ' 
Wir zielien hieraus : 

{X - .To) : in - ^oj : (-- - --o) = /> : H : /', (U) 

^ronach der fragliche geometrische Ort die, diu'ch die Doppel-UIeichiuig: 

___ = ___ _._ (-[yj 

dargestellte, gerade Linie ist. Die ßichtimg dieser geraden Linie ist von der 
Richtung der parallelen Ebenen unabhängig. Wir nennen sie einen Durch: 
messer des Liuien-Complexes ersten Grades, und sagen, die paral- 
lelen Ebenen seien dem Durchmesser zugeordnet, xmd gegenseitig, jeder 
der parallelen Ebenen sei der Durehmesser zugeordnet. 

Alle Durchmesser eines Linien-Complexes ersten Grades 
sind einander parallel. Diirch jeden Punct des Raumes geht 
ein solcher Durchmesser. 

31. Unter den Durchmessern des Complexes gibt es einen einzigen, 
welcher auf den ihm zugeordneten Ebenen senkrecht steht, und den wir die 
Axe des Complexes nennen wollen. Soll die doppelte Gleichui^ (15) 
diese Axe darstellen, so kommt, um auszudiaicken, dass sie a.uf den paral- 
lelen Ebenen (/', «', v") senkrecht steht; 

f : 11 .v'_^J): E : /', 
wonach die Gleichungen (12) die folgenden "Wei-the für ,(v, ^o. ^i geben; 

■'" ~ i>- + £^ + /--' 

CD — AF , , 

y^^-DT+ET+f^^ (16) 

_ _A_E^^P_ 
'" - }/^^Jr^J~F^- 
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diese Co(5rdinatenworthe "werden insbesondere gleich Null, und die Axe geht, 
durch den Anfangspunet, wenn: 

yt : I) : C = D : E : F. (17) 

Die auf der Axe senkreeliten Ebenen wollen wir Hauptsehnitte des Com- 
plexes nennen. Der durch den Anfangspunct gehende Hauptschnitt hat ziu' 
(xleichung: 

/>.(■ + /-J-/ + /'- = 0. (IH) 

Wenn /•' vei^eh windet , sind die Darehmesser des Oomplexes, untei; 
welchen sieh auch die Axe desselben befindet, der Ebene TF parallel. Wenn 
F und C gleichzeitig verschwmden, werden x» und y„ gleich Null. Dann 
schneidet die Axe des Complexes die Coordinaten-Axe 0Z\ für den Durch- 
schnittspnnct behält z>, den obigen Werth. Für die Axe OZ sind die Coor- 
dinateu (;c — :v'), (y — y), {i/z — y'r), {x'z — xz') gleich Nidl. Diese Axe 
ist also eine Linie des Complexes, wenn F und C versehwinden, und zwar 
eine solche, die von der Axe desselben geschnitten wird. Durch dieselbe 
geht der Hauptschnitt; 

/Ja- + Fy = 0. 

32. In gleicher Weise wollen wir die Gleichung (9) behandeln, welche 
diejenige Ebene darstellt, die alle Linien des Complexes enthalt, welche 
dm-ch einen gegebenen Pmict {.v, >j' , z) gehen, die, mit anderen Worten, 
diesem Puucte entspricht. Nennen wir die Coordinaten dieser Ebene /, u, v, 
so kommt: 

Ax'-\- Dy-irCz ' 

" Ax-\-Ily-\-Vz ' ^^'^> 

— _ C+Ex'—D'j 
^ ^ Ax'-fBy''\-Cz ■ 

Wenn wir annehmen, dass der Punct {x, y', z') auf emer festen, durch 
den Änfangspunct gehenden geraden Linie fortrücld, so bleibt das Verhältniss 
der Coordinaten des Pimctes w' -.y' \z' constant. Dem auf der festen Linie nn- 
endlich weit geruclrten Puncte entspricht eine bestimmte Ebene , für welche, 
wenn wir zur Unterscheidung die Coordhiaten derselben durch /■(,, Un, r" 
bezeichnen : 

, l>/'_^ E_z 

'" Ax'-\-B~y+Cz' 
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— Fx-\-I)z' 
' ~Äx''^By'+Cz' ' (20) 

Ex — I)y'_ 



l-ö folgt hieraus: 



" - Ax^By-\-Cz" 

C 

V — v„ ^ ■ 



(21) 



c+By'+C!' 



ivonach : 

Wenn wir /, n, r als veränderlich betrachten , so stellt die Doppel-G-leit'hnng : 
'-^' ^"-p>. -'-'■' (22) 

eine gerade Linie dar, die uniliüUt wii'd von denjenigen Eljenen, welche 
den Pimcten einer festen, durch den Änfangspunct gehenden Linie ent- 
,*preehen. Da der Änfangspunct der Cooi-dinaten bei der willkürlichen An- 
iialime desselben in keiner besonderen Beziehung zuni Gomplexe steht, ist 
in dem Vorstehenden der aligemeine Satz über coujugirte Polaren bewiesen 
(siehe Nr. 28). 

Die Gleiclnmgeu (liJ) zeigen, dass. wenn der Punct (.)', 7j, z) in der 
durch die Clleichung: 

Ax ^ By + Cz = (» (23) 

dargestellten Ebene liegt, die Coordinaten ?', n', r der entsprechenden Ebene 
luaendlich gi-oss werden, die Ebene selbst also durch den Änfangspunct geht. 
Daraus folgt, dass die Ebene (23) diejenige ist, welche dem Anfai^spuncte 
entspricht, und dass Sie folgheh der geometrische Ort för diejenigen Linien 
ist, welche solchen, die durch den Änfangspunct gehen, conjugirt sind. 
Linien, die in der Ebene liegen und zugleich durch den Änfangspunct gehen, 
sind ihre eigenen conjugirt^n und gehören also dem Complexe an. 

Betrachten wir unter den durch den Änfangspunct gehenden geraden 
Linien insbesondere den durch diesen Pimet gehenden Durchmesser des Com- 
plexes, 80 ist, in Fo^e der Doppel-Gleichung (15) für jeden Punct {x',y',z) 
desselben: 

x' -.ij'-.z- = I) : E: F. (24) 

Dann folgt ans den CJleiclimigeu (20); 
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und die Doppel-GleichiiHg (2J), indem sie sich auf die folgende: 



reducift, gibt für die dem Durchmesser conjugirte Polare die m der Ebene 
(23) unendlich weit entfernt liegende Linie. 

Bei der wiltkflrlichen Äimalime des Anfangspunetes des Coordinaten- 
Systems ist hiermit ausgesprochen, dass die einem beliebigen Durchmesser 
des Compiexes zugeordnete Litiie in der einem Puncte desselben entsprechen- 
den Ebene nnendlich weit hegt. Eine gerade Linie aber, welche in einer 
gegebenen Ebene imendlieh weit gerückt ist, lässt, indem sie ihre Richtung 
verloren hat, keine nähere Bestimmung mehr zu und bleibt dieselbe, wenn 
die Ebene, welche sie enthält, parallel mit sich selbst verschoben wird. 
Eine unendlich weit entfernte gerade Linie ist immer einer gegebenen Ebene 
parallel, und nimmt, wenn diese Ebene um einen iln-er Puncte sieh dreht, 
in unendlicher Entfernung alle möglichen Lagen an. Li jeder solchen Lage 
entspricht ihr ein Durchmesser des Compiexes. Alle unendlich weit ent- 
fernten Linien des Raumes bilden eine unendüeli weit entfeiiit li^ende 
Ebene, deren entsprechender Punct, weil er in ihr liegt, selbst nach gege- 
bener Richtung unendlich weit entfernt ist. Eine Folge davon ist, dass 
die in diesem Pimcte convergirenden Durehmesser xniter einander pai'allel sind. 

Ausgezeichnet unter denjenigen geraden Linien, welche durch den 
Anfangspunct gehen, ist endlich diejenige, welche auf der dem Anfangs- 
punct entsprechenden Ebene: 

A.V + By-hCz = (2Ö) 

senkrecht steht, und also senkrecht steht auf jeder in dieser Ebene liegen- 
den geraden Linie, d. h. auf jeder geraden Linie, die einer durch den An- 
fangspimct gehenden zugeordnet ist, insbesondere auf der ihr selbst zu- 
geordneten. Die fragliche Linie ist dadurch charaljterisii-t, dass für jeden 
ihrer Puncte: 

.(■':/::' = A:B:C, (26) 

wonach io: ii«, *■'(> die folgenden Werthe erhalten: 
_ _ BF-CE 

CD-AF (27) 
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^J^^-J^D^ 

Wenn wir diese Werthe in die Doppel-Gleiclmng (21) einsetzen, so stellt 
diese Gleichung in der Eigene (25) diejenige gerade Linie dar, welche der 
durch den Anfangspimct gehenden (26) zugeordnet ist. 

Wenn durch den Anfangspimct der Coordinaten die Äxe des C'omplexes 
geht, so ist sie es, die auf der ihr zugeordneten Linie isenla'echt steht. 
Dann aber ist, nach (16): 

.(■■://'::■==. /):/:■. F, 
mithin : 

. / ; /y ; 6' = /> ; h' : F 
in Uebereinstimniung mit (17). 

üij. Aus'den (lleidinngen (10) ergeben sich: 
Vu^Dv + 7>= 0, 
— Ct + Av + £'=0, (2«l 

Bt— Au -\- F ={) 
für die Cileichmigen der drei Punete, welche den Coordinaten-Ebenen i Z, 
XZ, XY entsprechen, wi'dnx'ud: 

/</+ !■:,( + Fv = (2;i) 

denjenigen Pinict darstellt, welcher der unendlich weit entfernten Kbene 
entspricht und selbst nach gegebener Eichtmig unendlich weit liegt. 
Aus den öleichungen (9) ergeben sich: 

ry-Ez+ A.-n, 
~ F.V + ßz + B — », (3«) 

E.r — Dij + C — 
für die Gleichungen der drei Ebenen, welclie den Pmieten ent^preclien. 
die ilacli den Riehtungen der drei Coordinaten-Äxen 0\\ OV, ^>^iinendli(h 
weit liegen, wahrend, was bereits bemerkt (23); 
A.f + B,j+ Cz^O 
die dem Anfangspunct entsprechende Ebene darstellt. 

34. Aus den drei G-leichungen (9) und den drei Gleichungen (10) erhal- 
ten wir übereinstimmend, wenn (.■*■, y, 2) ein Punet, {f, u, v) eine Ebene ist, 
die m Beziehung auf den Comples sich gegenseitig entsprechen, die Bedin- 
gnngs-Gleichnng : 

(J.r + Bij + Cz) {Dl. -j- Ell + Fv) + [AFJ + BE + CF) = 0. (31) 

Die vorstehende Gleiehimg schliesst als einen speeiellen Fall ein, dass: 
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J/? + HE ^ CF-^ 0. (;5i>) 

Diesem speciellen Falle entspricht eine Particnliirisation des Complexes 
ersten Grades. 

35, Die beiden allgemeinen Grleiehnngen : 
A(.,-x') + B{y-y) + C{z~z)^B{yz~y'z)-\-E{.vz-xz) + I-\r>/'~x>j) = i), 
/>(/„/') + E{u — H)-\-F{v — v') + A{i(v' — uv) -\-B{^v — lv) + C{i>i—l'u)^{), 
welche in der doppelten Coordinaten-Bestimniung die Complexe ersten Gra- 
des darstellen, verehifachen sich, wenn wir eine der drei rechtwinkligen 
Coordinaten-Axen mit der Axe des Complexes zusammenfallen lassen, wo- 
nach die beiden anderen in einem Hauptsclniitte desselben liegen. Wählen 
wir für die mit d(.T Axe des Complexes zusammenfallende Coordinaten-Axe, 
nach einander , '>Z. V, X, so nehmen durch das bezügliche Ver- 
sohmnden von; 

./, // mul />, E, 
J, C mu\ B, F, 
B, C ^md E, F 
die vov.st eil enden lieiden Gleichnngen folgende Fonnen an : 

(,,y- .r» + /- (z - z) = 0, {v - v) + /c {/,{ - /V/) = 0, 

ixz - .rz) + /t- fy - ,'/') = , (33) (u — u) + k (/';> — (r) = , (34) 

U-i/' — .VI/) ■+- k (.1- — X) = U, (/ — /') + ^' {uif ~uv) = 0. 

Unter dieser Form enthalten sie nur noch eine einzige Constante (^■), nnd 
diese ist dieselbe in allen Gleichungen. Dieses ist von Vorne herein 
ersichtlich. Denn einmal ändert sich dieser Werth nicht, wenn wü' von 
emer der beiden Gleichungen in derselben Zeile zu der andern über- 
gehen. Es folgt dies ans der doppelten Bestimmung der geraden Linie ver- 
mittelst Punct- und Plan-Coordinaten, wonach z. B. 
xy'—x'ij __ v — v' 
~'z~—z' "^ 'iü'—t'u' 
Aber auch beim Ucbcrgange von einer der drei unter einander stehenden 
Gleichungen des Complexes zu einer anderen laleibt der Werth der Constanten 
k unverändert. Die Ansdi-ücke: 

xi/ — a^ 'j __^—_^z^ yz — 'j'z ■ 

z — z' ' y — tj ' x — x' ' 

7.. B. )m]>en, wenn sie auf eine behebige Linie des Complexes bezogen wei'- 
den, eine absolute geometrische Bedeutung, vennittelt durch das jedesmalige 
Coordinaten-System, aber unabhängig von demselben. Beim Uebergange 
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von dem einen Coordinaten-Systeme zum andern gehen die vor,^tehenden 
drei Ausdrücke durch die entsprechende Coordinaten- Vertauschung in ein- 
ander über; aber ihre geometrische Bedeutung, was dieselbe immer sein 
mag, ändert sich nicht und folglich ändert sich auch k nicht. 

"Wh' wollen die Grösse k, welche die Länge einer Linie dai-stellt, den 
Parameter des Complexes nennen. Der Complex ist, wenn wir von seiner 
Lage im ßaume absehen, durch seinen Parameter vollkommen bestimmt. 

06. Die allgemeine Gleichung eines Linien-Complexes des ersten Grades 
enthält in jeder der beiden Coordinaten-Bestimmungen fünf von einander 
unabhängige Constanten. Die Gleichungen (33) imd (34) haben nur noch 
eine einzige Constante behalten. Die Anzahl der Constanten hat sieh 
also um vier reducirt. Aber da wir zm' Bestimmmig eines neuen Coordi- 
naten-Systems über sechs Constanten verfügen können, so ist das den letz- 
ten Gleichungen zu Grunde liegende Coordiuaten-System nur unvollkommen 
bestimmt. Wir kömien noch über zwei Constanten der Lage verfügen, 
ohne dass diese Gleichungen irgendwie sich hindern. Wir wei'den dies in 
der folgenden Nummer bestätigt finden. 

Ü7. Die erate der drei Gleichimgen (33) 

(.,y_.,'^)_].A-(;-z') = 0, 
die wk' willkürlich auswählen, ändert sich nicht, wenn der Aufangspunct 
der Coordinaten auf OZ, der Axe des Complexes, beliebig fortrückt. Die- 
selbe Gleichung bleibt auch dann imgeändert, wenn sieh das Coordinaten- 
System beliebig um OZ dreht. Denn einerseits bleibt dann 2 und z unver- 
ändert mid andererseits behält auch xy ■ — x'y seinen Werth. Dieser Aus- 
di'uck stellt nämlich die Projeetion auf XY der doppelten Fläche desjenigen 
Dreiecks dai', welches den Anfangspunct der Coordinaten und die beiden 
Pimcte (.1', y, ") und {x\ y', z'\ durch welche die Linien des Complexes be- 
stimmt werden, zu seinen drei Winkelpuncten hat, und diese Pi'ojection 
ändert sieh nicht, wenn der Complex xmi seine Axe OZ gedreht wird. So- 
mit bleiben die Gleichungen (33), und folglich auch die Gleichungen (34) 
migeändert dieselben, wie auch der Anfangspunct auf der Axe des Com- 
plexes fortrücken und das Coordinaten-System sich um diese Axe drehen 
mag. Oder, mit andern Worten: 

Ein Linien-Complex ersten Grades lileibt unverändert, so- 
wohl wenn derselbe parallel mit seiner Axe verschoben, als 
auch wenn er um dieselbe gedreht wird. 
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Alle Linien des Complexes in der ursprünglichen Lage kommen nach 
der Veraehiebung und Drehiing mit anderen Linien desselben zur Deckung. 
38. Wir können durch Aenderung des Coordinaten-Systems die allge- 
meinen Complex-Grleichungen (2), (4) schrittweise in die sechs Gleichungen 
(33) , (34) umformen. Da die einzige Constante , welche in diesen Glei- 
chungen vorkommt, denselben Werth (A) hat, so handelt es sich bei diesen 
Umformungen nur um die Bestimmung von A-, und es ist gentlgend, in 
einem einzigen Falle die Transformation durchzuführen. Wenn wir statt 
der Gleichungen (2), (4) der Kürze wegen die Gleichmigen: 

Ar + Bs -\- C— Da -{- Eq + Ftj = 0, (7) 

ßp ^ Eq-\- F~ Äy. + BtI + ff,) = CS) 

zu Grunde legen, nehmen die Gleichungen (33) und (34) die folgende Form, an: 
^ -1- /.■ = , i^ + ^ = 0, 

p + /.,v = o, Gir,} ^ + ^=0, (;5(;) 

_a + ]<)■ = {), —« + !"' ='>- 

Wir beschränken uns darauf, aus der Gleicluuig (7) die erste der Gleicrliun- 
gen (35) abzuleiten. 

Wenn wir das urspinlnglicbe Coordinaten-System, auf welches die (ilei- 
chung (7) bezogen ist, parallel mit sich selbst verschieben, und die Coordi- 
naten des neuen Anfangspunctes .r", iß, z" sind, so geht unter Anwendung 
der VerwaudlungsfoiTiieln (37) der 12. il^ummer diese Gleichiuig ■über in die 
folgende : 

(j + /,'y. _ ^,0) ;.■ j^. iß . . /,',,,. + ,)z^<) ,v' + {c+ /'Jx" - O/r) 

-/)<>' r /:■</ + /'■-/ = ('. (;;7) 

Wenn insbesondere: 

^ ^ 'j" ^ •^" 
ß K >' 

SO wird durch die Verschiebung des Coordinaten-Systems die Vorm der 
m'sprünglichen Gleichung nicht geändert. Der Complex bleibt also derselbe, 
wenn er verschoben wird parallel mit der Richtung deijenigen geraden 
Lüüe; welche durch die letzte Gleichung dargestellt wird, wenn wir in ihr 
.r", tß, 2" als veränderlich betrachten — d. h. parallel mit der Diirchnies?^ei'- 
ßichtung (vergl. (15)). 

Wir erhalten für die Cosinus der Winkel, welche diese Dnrclimesser- 
Riehtnng mit den drei Coordinaten-Äxen OÄ, OY, OZ bildet: 
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Wir "wollen das urspriiiigliclie Coordiiiuton-Sv^tom um OZ durch eiiifii 
Winltel a in dem Nr. 1'6. festgestellten Simie drehen. Dama verwandelt sieh 
die allgemeine Gleichling (7) nach den Vei'O'andlmigstbnneln (40) der Vd. Nnm- 
nicr in die folgende : 

(. / im i: + B sin (f) /■■ + (— - 1 sin (-■ + B cos i:\ .s' + C 

— {I> cos f. -h !-: sin ff) <;' -L (— ^ .sin c. + /:' cos (^| y' + /-'// = n. (;;sj 
"Wir wollen i'. so bestimmen. iLiss; 

— JJ^nia + I'Ji:Oi('. -^ (1. (3U) 

Avonach 

cos'»-^,*;^,. (411) 

Dann können wir, unter Fortlassmig der Accente,. die (ileiclnmg des Coni- 
plexes in folgender Weise sehreiben: 

A' r^ B'.^ + (f — J'/s ^r /'"'/^". (-H) 

eine (.ileielrnng, die, weil y fehlt, den bezi'igliclieii !-'oinplex als einen solchen 
cbarakterisirt, dessen Dm'chmesser der Ebene XZ parallel sind. \\'ährend 
€' nnd /-' die früheren Wevthe € und /■' behalten, kommt: 

B- = {-AE^ BKS '"y^ , (42) 

mid liierans: 

AD- = .!/> + BE. 
J)'~- = IP + E'. 

Nach vollbrachter ereter Drehung des Coordiuateusj'stems wollen \vir 
dasselbe um OY diurch einen Wiiikel j' di'ehen, der, wie in der ly. Nr. von 
Z nach X gerechnet werden mag. Dann geben die Yerwaudhmgsfoi'meln 
(43) der 13, Nummer ftlr the Uleichung des Complexes: 

(J' cos y — C sin ;') r + IT s -\- (A' sin y -\- C" cos y) 

— (/^'cos;- — F'äia.y)a' + ( — D' sin y-\-F' cos y)r/' = 0. (41) 
Diimit die neue Axe Z mit dem durch den Anfangspunct laufenden Durch- 
messer des Complexes zusammenfalle, nmss ans der Gleichung (44) r,' aus- 
fallen. Dem entsprechend setzen wir: 



(43) 
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D' cos ;' — /'"" sin ;■ 



(45) 



cos- Y = 



D-'-^F-- 



(4G) 



Dann können wir, der Kürze wegen, die Complex-Gleichuug (44) folgender- 
massen schreiben: 

Ä'r + B"s + C" -f /■"»; = 0. (47) 

Während B" den frülieren Werth B behält, kommt; 

cos y 



A" = (A'r -€■//) '^^/-' 



r 



-. (A'D' + C'F')-/-. 



(48) 



- /'■■■ = {^'' + r^) 



AD + BE-\-CF 
D'- + E' + F\" 



(49) 



Verschieben wir endlich die Coordinaten-Äxen parallel mit sich selbst, 
wie in der 12. Nummer, so wird die Gleichnng (47): 

(j" + F-'^o) ,.' + {B" - /"'.!■») / + C" + F",i = 0, (50) 

und redueirt sich, wenii wir 

Ä' B" 

y" = - -p^> . -r^ = -...- (51) 



*;+/!■ = 



■ 0, 



indem wir der Kürze wegen: 



(52) 



(5Ö) 



jijjj^B E-^C F 
~ n^' -\- E' ■\' F^ 

setzen. Dann ist der Complex auf seine Axe als Coordinaten-Axe OZ be- 
zogen, während die beiden anderen, auf einander und auf OZ senkrechten 
Cooi-dinaten-Axen OX und OY nach übrigens beliebiger Richtung in einem 
beliebigen Puncte von OZ sich schneiden. 

3i). Wir erhalten umnittelbar die Deutung der Gleichungsform: 
7/ + /5: ^ 0, {xy' - xy) + A" (z - z) = 0. 

Denken wir uns eine Kraft von beliebiger Intensität , welche nach der Bich- 
tiu^ irgend einer Linie des Complexes ^irkt, so können mr den Ausdruck 
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{.v//' — .v'i/) als das doppelte Moment diesei' Kraft in Beziehmig anf die Axe 
des Complexes und {z — z') als die Proportion der Kraft aiif diese Axe be- 
trachten. Also: 

Wenn nach den Linien eines linearen Complexes beliebige 
Kräfte wirken, so ist das Verhältniss der Projection dieser 
Kräfte anf die Axe des Complexes zu dem Momente dieser Kraft 
in Beziehung auf dieselbe Axe constant und dem Parameter des 
Complexes gleich*). 

Wenn wh' insbesondere ftU' die beiden Puncto (.r, y, z) und {.v, y\ z'), 
diTreh welche die Linien des Complexes bestimmt werden, die beiden Punete 
-l und B nehmen, in welchen die Coordinaten- Ebenen von ihr geschnitten 
werden, so versehwinden die Werthe von .v und j/'. Dann kommt: 

.r> = /r(2-2'), (Ö4) 

Z 2 

1 







also mit Beziehung auf die Figur (Fig. 2, o):**) 

* - -EG-- (56) 

was eine unmittelbare Folge aus dem vorstehenden Satze ist, wie es auch 



' DieSLt Satz ■wird 1jei dei bpAteieu iusfuhiuttg det mech-auischeu Theils, in seiuem uatürliclutu 
Zti&anunenh'inge mit andeteu auftieteu 

**) Ea Ijietet für unsete Zwecke diejemge Piojection'.-wei&t einen besonderen Vortkeil, in -welohei' 
lie anf emandei senkrechten diel Coordinaten Ajsen Ol, Oy, OX in derselben Etene so dargestellt 
iveiclen, daBa etwi OZ und \ ihie iiiitiiilLLlie Liigt, lieliilten, diu positii-e EretreckriKg von OK nlier 
mit der nfgitnen Er^tietbnig vui n\ iUEammpiifällt 
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unmittelbar ans der Constaiitenbestimmung der geraden Lhiie folgt (vergleiche 
die 11. Nummer). Wir erhalten für jede beliebige Linie des Complexes: 
^y)=OJ.'^ =^ —OJmiimgBFX ^ OJ i-än^OJK = OK ^ k. (Ö6) 

— ri=OH-^~= OH cotang Af)Y^~OH tang H K' = - A" = k. (ö 7 ) 

Es ist hierbei JK senkrecht auf GF und HK' senla-echt anf ED gezogen. 
In dem Falle der ersten Figur ist k positiv, in dem Falle der zweiten Figur 
/- negativ. 

Wir haben nach der eben angezogenen Nummer (11.), wenn wir uns der 
Axen-Coordinaten einer gei'aden Linie statt ihrer Strahlen -Coordinaten be- 
dienen, und demnach die Gleichungen: 

ra = r ^ 0, {v — v) 4- k(tu—f'ii) = 



zu Grunde legen: 
1 OF-OJ 



-V)- 

— OF-tangOFA" = —OA" = A, (58) 
OD\?ai%BOZ= ODiBXi%ODK = OA' = k. (59) 
Es ist hierbei FÄ' senkrecht auf OA und J>K senkrecht auf OB gezogen. 

Aiich die folgende Construetion verdient noch angeführt zu werden 
(Figur 4, 5). 



'^^OF-ta.ngAOZ 
OD -OB 




""^ 



Kgui- i. Figiic 5. 

Wir können durch -Z>Ä' und -Ftf, die Projectionen einer gegebenen geraden 
Linie des Complexes, in einziger Weise ein System zweier unter sich paral- 
leler Ebenen legen: EDF' tmd GD' F, welche auf den Coordinaten -Axen 
OZ, Or, OX bezüglich in den Puncten E und G, D und D\ F' und /' ein- 
schneiden. Dann erhalten wir: 



KG ^ 



DD' = 



F'f = 



yGoosle 



I>B--F-F 
r, - —gg— (60) 

Um diesen Ausdrucli zu construii'en, legen wir dureli G eine mit XY paral- 
lele Ebene, welche DE in J und F' E in M schneidet. Dann ist: 

-—EG-- ■■ EG ■--'''' = ''^ «'^^^ 

wemi K in dem Dreiecke AME derjenige Punct ist, in welcliem die von 
den di-ei Winkelpuiicten auf die gegenüberliegenden Seiten gefällten Perpen- 
diltel sich schneiden. In der ersten der beiden Figuren ist k positiv, in der 
zweiten negativ. 

40. Weil, wenn die Axe des Complexes gegeben ist und als eine der 
drei Coordinaten-Axen genommen wird, die Gleichung desselben nur eine 
einzige Constante enthalt, so ist auch, wenn zugleich mit der Axe eine ein- 
zige gerade Linie des Complexes gegeben ist, dieser Complex vollkommen 
bestimmt. So wie in den letzten Entwickehmgen die Constante k bestimmt 
worden ist, sobald eine Linie des Complexes gegeben wai", so kömien auch 
imigekehrt, wenn k gegeben ist, alle Linien des Complexes eonstruirt werden. 
Wir können die Linie, welche wir bestimmen wollen, von vorneherein dreien 
linearen Bedingungen imtei'werfen, mid begegnen so einer Reihe von Auf- 
gaben, die ich hier nicht weiter berühre. 

41. Nehmen wir wieder: 

{xy -x>j)^k{z-z)^<) (33) 

für die Gleichung des Complexes; so ist, wenn wir x, ij , z als veränderlich 
betrachten, 

y' ■ X -x-y + k-z-k-z ^0 (G2) 

die Gleichung der Ebene , welche irgend einem Puncte {x, y, z) entspiicht. 
Nennen wir den Wmkel, welchen diese Eliene mit der Axe des Complexes 
bildet, A, so ist: 

0^' >■ - i/-f+^+P' (63) 

folglich: 

Die Deutmig der vorstehenden Gleichungen gibt die folgenden geome- 
trischen Beziehungen. 

Wenn irgend ein Punct i' gegeben ist, so geht die demselben 
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zngeortluete Ebene durch diejenige gerade Linie, welclie durch 
den Pnnct senkrecht zur Axe des Complexes gezogen werden 
kann. Die zugeordneten Ebenen aller Puncte, welche gleichen 
Abstand von der Axe des Complexes haben, bilden mit dieser 
Axe gleiche Winkel. Während der Punct, um die Axe sich dre- 
hend, einen Kreis beschreibt, umhüllt die zugeordnete Ebene 
einen Rotationskegel, welcher denjenigen Punct zum Mittel- 
puncte hat, in welchem die Ebene des Kreises die Axe schneidet. 
Wenn die Puncte des Kreises, parallel mit der Axe fortrückend, 
Durchmesser beschreiben, so verschiebt sich der Kegel parallel 
mit sich selbst, so dass sein Mittelpunct immer auf der Axe 
bleibt. Solche Durchmesser, welche gleichen Abstand von der 
Axe des Complexes haben, bilden mit ihren zugeordneten Ebenen 
gleiche Winkel. 

42. Wenn wir die von einem gegebenen Puncte i* senkrecht nach der 
Axe gezogene gerade Linie als Axe OXnelnmen, vei-schwinden die Coordinaten- 
Wei-the z und ij. Dann wird die Gleichung der zi^eordneten Ebene: 

.■.> = kz. (65) 

Für die Puncte derjenigen geraden Linie, in welcher diese die Ebene YZ 
schneidet, ist: 

^-=.tang2= ^;, ((56) 

für die Linie, welche senkrecht darauf steht, und durch den. Anfangspunct geht: 

.— - T "'•" , - -" «.'■ (6') 

Wenn k gegeben ist, Jiönnen wir hiemach sogleich die einem beliebigen 
Pnncte P zugeordnete Ebene bestimmen, und umgekehi-t, wenn irgend ein 
Punct und seine zugeordnete Ebene gegeben sind, den Parameter des Com- 
plexes, k. 

Es sei in der oben gewälilten Projectionsweise in dem auf O-i" angenom- 
menen Rmcte P ein Perpendikel PK auf diese Axe emchtet, und gleich k 
genommen. Dann ist diejenige Linie OL, welche senkrecht auf ÖÄ^ dm'ch 
gezogen ist, die Durchschnittslinie der dem Puncte P entsprechenden Ebene 
mit der Coordinaten-Ebene YZ. Damit ist die Ebene selbst gefunden. Ebenso 
ergibt sich, wenn die Ebene X C^ -^ und X' gegeben sind, unmittelbar der dieser 
Ebene zugeordnete Punct P. 
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Wemi dev Punet /' sich von der Axe entfernt , nimmt tang ;i im Ve]-- 
liältiiisse der Entfernung ab. 

Das Vorstehende erleichteii die Anschauung eines Complexes. Alle Linien, 
welche dm-ch den beliebigen Punct P gehen und die Linie OL schneiden, 
gehören dem Complexe an , und thun es dann noch , wenn der Punct /* mid 
die Linie OL parallel mit der Axe verschoben werden, auch dann noch, 
■wemi der Pmict mit OL um die Axe sich dreht. Dem Kreise, welchen der 
Praict bei dieser Umdrehung beschreibt, entspricht ein Umdrehungs- Kegel, 
dessen Axe durch den Mittelpunct des Kreises geht und auf der Ebene des- 
selben senkrecht steht: so, dass jede Linie des Complexes, welche dnrch 
einen Pmict des Kreises geht, diesen Kegel berührt. Bei der TJmkehiTing 
dieses Satzes ist zu bei-flcksiehtigen, da^ in Gemässheit der Gleichungen (63) 
(64) derselbe Kegel demselben Kreise in zwei verachiedenen Complexen ent- 
spricht, deren Parameter gleiche absolute Werthe, aber entgegengesetztes Vor- 
zeichen haben. Von den beiden Tangentialebenen, welche von einem Puncte 
des Kreises aus an den Kegel sich legen lassen, ist, wenn das Zeichen des 
Pai'ameters k gegeben ist, nur diejenige zu nehmen, deren Durchschnitts- 
linie mit der l'^- Ebene mit der Axe des Complexes einen Winkel bildet, 
dessen trigonometrische Tangente (66) gleich H — j ist. Dass der dem Kreise 

entsprechende Kegel, wemi der Kreis parallel mit sich selbst nach der Axe 
OZ fortrückend einen Eotationscyhnder beschreibt, in gleicher Weise parallel 
mit sich seihst fortrückt, wurde schon in der vorigen Nummer gesagt. 

43. Die Linien des Raumes ordnen sich mit Bezug auf einen gegebenen 
Complex paarweise zusammen, so dass jede Linie ihre zugeordnete hat und 
che Beziehung h'gend zweier zugeordneter Linien zu einander eine gegen- 
seitige ist, welche durch den Complex in linearer Weise vermittelt wird. 
Wir wollen l^ei den Erörteningen hierüliei' wiederum die einfachste Crlei'.'hnng 
des Complexes: 

^xy-xy)^k{z-z) ^ i), 
woljei die Axe des Complexes als Axe OZ genommen ist, zu Grunde legen. 

Es seien (.t',3/',z') und {x'\ y", z") irgend zwei Puncte im ilaume, die 
gerade Linie, welche sie verbindet, eine von zwei conjugirten Polaren. Die 
Gleichungen dieser geraden Linie sind: 

(j--:'V-(^'-.0=-(^'»"-.>^"='). .,.^. 
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und ihre fünf Strahlen-Coorclinaten, die wir diireh 
scheiden wollen : 






■^ü, Q(,, (»0, t/t, nnter- 

z — z" ' 
ijz" — y"z 



(69) 



Die zweiten iler beiden zugeordneten Polaren können wir uls den Dmxh- 
scimitt deijenigen beiden Ebenen constniiren, welche den beiden Puneteo 
{x',y',z') und {x",ij",z"), die auf der ersten liegen, entsprechen und die die 
folgenden sind: 

yx — xy + kz — kz = 0, ,r^^. 

y\r-:v";i + kz-kz" = 0. 
Aus diesen l>eideu Gleichungen ergibt sieh nach saecessiver Elimination von 
y und x: 

Wf -,r'V).r + ^-[-(.r'-.Oz + ixz'-j'-z)] - 0, 
U'f-y)')!! + k[-Uj-,j"y. + (//' -y-2-)] = 0, 
und liieiiiacb für die vier ereten der fünf Coordinaten der zweiten Linie, 
die wir z.ur Untei-scheidung mit r", ä", 9», ß", r(', bezeichnen wollen: 



-. k- 



V —y 

:y" — x"y" 



(72) 



' = — /t- 



— X y xy —x ij 

Aus der Zusammenstellung der vorstehenden vier Grleichungen mit den 
Gleichungen (69) ergibt sich eine Reihe von Relationen zwischen den fünf 
Coordinaten der beiden conjngirten Polaren: 



■?!< 



(73) 



(74) 



and liicraus, indem wii; berücksichtigen, das-s 
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folgt : 

r/.)/' = ^''- (7-'>) 

Wir können die sämmtlichen Relationen in die folgenden Gleichlingen zn.- 
sammenfassen : 

'■|j *'ri 9r> 0(1 'in !■ 

r" - .s" ~ p" = a'-' -~ k = V'" '''^' 

In diesen Grieieliungen ist zugleich die reciproke Beziehung der beiden zu- 
geordneten Lhiien zu einander ausgesprochen. Um von der zweiten der bei- 
den conjngirten Polaren zu der ersten zurückzugeben, erhalten wir: 

'"r"'' k~''" (77) 

p" p„ ö" _ ß„ ^ ' 

)/■ ~ A- ' if ~ I: ' 

Wenn wir Ijerücksicbtigen, dass irgend zwei auf einander senkrechte 
Ebenen, welche dui'ch die Äxe OZ gehen, zu Coordinaten- Ebenen XZ, FZ 
genommen werden können, olme dass die Grleiehmig des Compleses irgendwie 
sich ändert, so entnehmen wir aus den beiden ereten Uleiehmigen (73), dass 
jede durch die Axe des Complexes gelegte Eigene von je zwei zugeordneten 
Linien so geschnitten wird, dass die beiden Durchschnittspuucte auf einer 
geraden Linie hegen, v^elche auf der Axe senkrecht steht. 

Das Quadrat des Abstandes desjenigen Punctes, in welchem die eine der 
beiden zugeordneten geraden Linien die durch irgend einen "Wertti \-on ; 
bestimmte auf der Axe OZ senkrechte Ebene schneidet, ist: 

(s„; + 0.Y + {roz + Q,)K 
Der Werth ^'on z, für welclien dieser Abstand ein Miniiniun wird, ist: 

S„G„ -j- )'|(P„ 

' ~ ~ ^r + Q,r ■ ^'^> 

"\^'enn wir, wodurch die Gleichung des Complexes nicht geändert wird, die 
Ebene XV durch den kürzesten Al>stand legen, so erlialtcn wir die Be- 
dingimgsgleichung : 

,v„f;„ + r«!i, = 0, (70) 

und der kürzeste Alistand selbst wird: 

Die Bedingnngsgleielumg (79) liringt für ibe andere conjugvrte Polare die 
entsprechende: 

.^"ö" + ?<'()" ^ (80) 

mit sieh. 



y Google 



4<J 

Die kürzesten Abstände irgend zweier zugeordneter Polaren 
von der Axe des Complexes liegen in derselben anf dieser Axe 
senkrechten Ebene, und fallen in dieser Ebene in derselben ge- 
raden Linie zusammen. 

Der letzte Theil dieses Satzes tblgt unmittelbar aus dem \'orliergelienden 
Satze. Der directe Beweis liegt darin, dass, wenn wir die Axe ^>^ mit dem 
kürzesten Abstände der einen zugeordneten Linie zusammenfallen lassen, (f„ 
vei-seli windet, was mit sich Iningt, dass auch ö" vei-schmndet (74). In Folge 
der Gleichung (79) versch^nudet alsdann /■„ mid also, nach (74), auch ?■". Da 
die *jleichung fSO) hiernach l^efriedigt wird, ist der Beweis geführt. 

Die kürzesten Ab^tJUide selbst sind q„ und q'\ Es ist: 

iL K-~ gibt Uliendlich viele Coniplexe, welche eine gegebene gerade 
Linie zm- Axe lial.ien. Jede]." dei"selben ist durch eine seiner Linien vollkom- 
men l>estimmt. Jede von zwei conjugii'ten Lüiien li^timmt also einen Com- 
plex, der die Axe des gegebenen auch zu der seinigen hat, auf welchem sie 
selbst liegt. Der Parameter des gegebenen Complex&s ist mittlere Proportionale 
zwischen den lieiden Parametern der t>eiden neuen Complexe. Alle Linien 
eines desselben haben solche Linien zu conjugirten, die auf dem anderen 
liegen. Wir können die beiden Complexe zwei Polar-Coraplexe iii Bezug 
auf den gegebenen nennen. 

Das Yorstehende liefert in der von uns geljrauehten Darstelhmgs weise 
eine Reihe einfacher Constructionen. AVemi der Complex 

gegeben i^t. l;6unen wir iiiv jede gegel^ene gerade Linie die zugeordnete 
eonstruiren, und, wenn die Axe des Complexes und ein S^-stem von zwei 
eonji^irten Polaren gegeben ist, welches die Bedii^mgen erfallt, die es nach 
der vorigen Nummer bei gegebener Complex -Axe zti befriedigen hat, den 
Complex vollständig bestimmen. 

Es seien J)„E \\üA Fe/r die Puojeetioneu einer gegebenen geraden Linie 
auf J'2' und -t"^ (Fig. 6). Dami wissen wir, wenn (>Z die Axe des Complexes 
ist, dass die entsprechenden Pi'ojectionen der conjugirten geraden Linie elien- ' 
falls durch E und C gehen, und es bleiljt, zur Bestimmung dieser geraden 
Linie, nm' noch übrig, die beiden Puncte 7^^ und /^" zu suchen, in welchen 
ihre beiden Projectionen^J/' und <■>-!" schneiden. Wir wollen noch in analoger 
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Ol) 




Da^ 



Weise, wie früher, die 
Pnnete , in welclien die 
gegebene gerade Linie die 
Coordinaten - Ebenen Y Z 
vcaA XZ trifft, durch Jo 
nnd B„ imd deren Projeetio- 
nen auf OY, bezüglich OX 
-^^ durch /o und Ht, bezeich- 

;^ ^^^ .^ nen. Es sei endlieh der 

^ "* Complex- Parameter /■ = 

0Ä'= —O/i". 

Man fäUe in der Figur 
von A" ein Perpendikel auf 
erste Perpendikel schneidet OY in />", das 



//.,£, von /r auf ./",/;. 
zweite OÄ in F". 

ilan ziehe durch /i luid A" zwei gerade Linien nach Ju und ff^ «ud 
ifcllle auf diese beiden Linien bezüglich von G imd A' zwei Perpendikel. Diese 
beiden Pei-pendikel schneiden OX und OY in F" und ß". 

Die beiden voi^stehenden Constnictionen knüpfen sich unmittelliar an 
die Gleichungen (74). 

Es ist einei-seit.s in GemLisshcit der Constnittion [§ 1. (iH)]: 



%, taug A„OZ 

^ _ ^. ffy ^ A- _ 

»;„ taug BnOZ 

und anderei-seits [%1. (33)]: 

tangA''»'';r/ ^ - 

tanir />"ÄV/ = . 



OA' ■ fang A„ 0J,> = K taug A'F-> = OF", (82) 
(t/i" ■ tang ß.O/fo = <>A" fang 0A"/>" -= O/J' ; (8.3) 



- A- 



V.< 






O/r 



OG 
OD" 



(84) 



Aus den vorstehenden Constrnctionen Ivönuen wir andere sogleich ab- 
leiten, welche statt der Projectionen der zu bestimmenden geraden Linie 
mimittelbar die Pimcte geben, in welchen sie die Coordinaten-Ebenen sehneidet. 

Ebenso erhalten wir, wemi die beiden zugeordneten Polaren gegeben 
sind, unmittelbar den Complex-Parameter ^ = A" = — OIi'. Es sind A' nnd 
l\' die Kreuzungspunete der Perpendikel, welche in den Dreiecken JlGF" 
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und H^ED" von <len "W'inkelpuucteu auf die gc'genüijer liegenden Seiten ge- 
fällt werden können. 

Die Parameter der Iseiden Polarcomj)Iexe , die wir durch /-,, und /.■" 
unterscheiden wollen, ergeben sich unniittelljar nach der früheren Nmnmer. 
Man fälle durch 7>o und D" PeiiDendikel auf 0B>. und 0B\ weiche OZ in /i'n 
und Ä'" i?chneiden. Dann i^t {Isi: SU): 

/-„ = 0/r„. t> = (ilvK |S(;| 

wol)ei : 

O/i',-, . OK'' = <JÄ'"-. (87) 

4.5. Wenn der Parameter des Complexes /■ verschwindet, so parti- 
eulaiisirt sich der Coniplex. Die Gleichung desselben: 

xy ~x'y = (88) 

zeigt, dass alle Linien des Complexes seine Axe schneiden. Die allgemeine 
geometrische Definition eines Complexes ei-sten Grades, dass cUu'ch jeden Pmict 
des Eaimies miendlich viele Linien desselben gehen, die alle in derselben 
Ebene liegen, mid dass, entsprechend, jede den Kaum dureliziehende Ebene 
miendlich viele Lüiien desselben enthält, welche m demselben Puncte sieh 
sehneiden, behält, auch nach der Partieularlsation, ihre Geltmig. Nm* schnei- 
den sieh die Ebenen, welche beliebigen Puneten zugeordnet sind, alle in 
der Axe des Complexes, so wie die Puncte, welche beliebigen Ebenen zu- 
geordnet sind, alle auf dieser Axe liegen. AUe Durehmesser des Complexes 
fallen in seiner Axe zusammen. Jeder beliebigen geraden Linie ist die Axe 



Wenn wir den Complex diu-ch die allgemeine Gleichung: 
Ar J^Bs + C— J)a+EQ-\- Frt = 
darstellen, so 'erhalten wir, um auszudrilcken, dass er in der iraglicheu 
Weise sich pai-tlcularish't (vergl. auch Nr, 34), die Gleichung: 

J/> + ßE + CF = i)""). (89) 

tichzeitig yer-icliivinden iiml somit ^ 

^ +?£+ 

- D +£ + 
im E Comlilex mit uuendUcli gossem PlU-li- 

.1.» g U 
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Zur Bestimmung derjeuigen Linien des C'omplexeö , welche durch irgend einen 
gegebenen Punct {.r, y, z) gehen, können wii" zwischen der allgemeinen 
ffleiclnmg des Complexes imd den Gleichungen: 

.V = FZ + O. 
'J = ■'>-- -^ "■- 

ry — s.v = ij. 
welche ausdnicken, dass der gegebene Punct auf der ger.iden Linie (/■, \. o. u. >,) 
liegt, y, (T und t/ eliminiren. In der resultirendeu Gleichimg: 

(.1 + /•> - /i-z)r + (II - /-■..■ + «;), + ((• + !■:.<: - Ihß _ (I (il(l) 

bestimmen r und .v die Eiclitung der Ebene , welche dem Puncte {x . 'j . zi 
zugeordnet ist. AVenn die drei Cileiolrnngen: 

A + ffz-Bz^i), 

B — Fx -\- J)z = 0, (Ol) 

r-r Ex~ Dij = 

gleichzeitig befriedigt werden, was die Bedmgungsgleic-hung (89) voraussetzt, 
so wii'd die Eithtuiig der zugeordneten Ebene mibestimmt. Dann ist der 
Punct {x, //, z) auf einer geraden Linie angenommen worden, deren di'ei 
Projeetionen, wenn wir .-*■, )/, z als veränderlich betrachten, durch die drei 
letzten (xleichungen dargestellt werden. Diese gerade Linie ist die Axe des 
Complexes. 

Ohne die beschi'änkende Bedingxmgsgleiclimig (81)) stellen die vor.stehen- 
den drei Gleichungen einzeln genommen diejenigen Ebenen dar, welche 
Puncten entsprechen, die nach der Richtung der Koordinaten -Axen <tX, '>F, <)Z 
imendlich weit liegen. 

Auf ähnliche Weise stellen die drei Gieichnngeu: 
f) Ar C'i — P'f =-- I), 

Ä-— C( ^ Ar = I), (92) 

A'^k /;/ .._ Ah =- U 



Für einen solchen Coinple\ 1 11t 1 1 Begriff der Axe hIm ciiitr vollständig liestiiimiten gc'i':idi.n 
Linie fort, indem jede zi OZ la lleleLmie auf diesen Namen mit gleichem Heolite Aneiii-uch macht. 
Denselhen Comples kOm en \su 1er anch hetrftchten iilr- einen Com^ilex der besondereu Art, 
dessen Parameter gleich ^ 11 u 1 leb ei Axe in der Ebene XF unendlich weit liegt. Darin liegt 
die Berechtigung, sobald be Bei gi g 

AD + BS-'rCF= U 
erfüllt ist, allgemein von e Co ilexe besonderer Art. de-^-^cn i'iirumctei' gleich Xuli i-t. n 
sprechen (vergl. Gleiehiu g 1 le 1 t 6K 
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in den Coordinaten- Ebenen VZ, XZ, X¥ die Functe dar, weU;he diesen 
Ebenen zugeordnet sind. Diese drei Gleichui^en besteben gleichzeitig, wenn 
die Bedingmigsgleichung (89) befriedigt wird. Dann liegen die drei Pnncte 
in gerader Linie und sind diejenigen, in welchen die drei C!oordinaten-Ebenen 
von der Äxe des Complexes geschnitten werden. 

Die Bedingungsgleiehmig (89) besteht imge^ndert, wenn wir den Cömplex 
al^ einen Axen-Complex betrachten und dem entsprecliend durch dii^ Trleichung : 
Dp + Eq + /-' — Ay. + ÄJT + <^w = (I 

dai'stellen. Aber es ist zu bemerken, dass diese Gleichung indem besonderen 
Falle, den wir betrachten, dann illusorisch wird, wenn wir, wie wir es in 
dem Falle von Strahlen -Coordinaten gethan haben, die' Axe des Complexe« 
zu einer der drei Coottlinaten-Axen nehmen, 

"Wir kömien die Becüngungsgleichung (89) dadurch befriedigen, dass wir 
von den Coiistanten der allgemeinen Complex-(Tleich^mg drei gleich Null setzen, 
luid erhalten vier wesentlich verschiedene Falle, wenn wir nach einander für 
die verschwindenden Constanten: 

D. E, F, A, B, C, C\ B, E, J, B, F, 

^vahlen. Diesen vier Fällen entsprechen die folgenden Gleichimgen in Stralilen- 
imd Axen- Coordinaten: 

Ar ^ /y.v + C = li, ) 

_ ./;, + /y.T + 6v„ = 0, I ''^^' 

- Dn + En + /-'); ---= 0. | 

__.,,, + ^.-r+ // =0, ( (''■■'' 

€ — Da + El, = I', I 

Cfü + /fj> + AVy = 0, j '■*''* 

In dem Falle der Cxleichnngen (93) liegt- die Axe des Complexes, auf der 
alle Linien sich schneiden, maendlieh weit; sie ist, wie alle Linien des Com- 
plexes, der durch die Gleiehmig: 

-'-'■ + ^y + ('^ = (' (97) 

dargestellten Ebene pEU'allel [vergl. die Note zn (H',))]. 

In dem Falle der C-rleichnngen (94) steht die Axe des Complexes im 
Anfangspmicte auf der dm'ch che Clleichung: 

/).v + El/ + Fz= (98) 

darffestellteu Ebene senkrecht. 
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In dem If'iille iler Gleichungen (05) ist die Axo des C(>mplex(?s der Coor- 
dinateu-Äxe OZ parallel und schneidet die Ebene XV in einem Puncte, der 
in dieser Eigene durch die Grleichimg: 

B/— yl„ ^ Fv = (Ü9) 

dargestellt wird. 

In dem Ealle der Gleichungen (Üü) eudiieh liegt die tragliche Axe in der 
Elu;nc -\F und wird in dieser Ebene durch die Gleichung: 

C + Ex^ Dy = (lUU) 

dargestellt. 

46. Wir lia'jen im Vorstehenden, indem wir die Axe eines Complexes 
zu einer der drei Coordinaten-Axeu OZ, OY , >>X genommen, die Gleichung 
desselben auf die folgenden einfachen Formen znrftekgeführt : 

,j + X- = 0, 9 + ^-5 = 0, o — kr^ I), 

in welchen k den Parameter des Complexes bedeutet. Der Anfangspunct kami 
hierljei auf der Axe des Complexes eine beliebige Lage haben mid die beiden 
ülirigen Coordinaten-Axen, unter der Bedingmag, dass sie auf einander und 
aixf der Axe des Complexes senkrecht bleiben, beliebig ai:^enommen werden. 
Wir wollen numnehr statt der Axe einen Ijeliebigen der ihr parallelen Durch- 
messer des Complexes zm- Axe OZ nehmen. Unbeschadet der Allgemeinheit 
können mr die Ebene YZ durch den Durchmesser und die Axe legen. Den 
Abstand des Durchmessei-s von (iei' Axe wollen wir durch //" b(;zcichn(;ii. 
Dami wird, indem wir (Nr. 14) 

7/ mit Tj + '/'-r 
■^-ertausehen, derselbe Cr.mplex, welcher früher durch die Gleiehimg: 

^ + ^ = 
dargestellt \\"ur(le, nunmehr durch die Gleichung: 

n +y"?- + Ä = (101) 

dargestellt. Wenn wir hiernach, während die Axen fV^und OF miverilndert 
bleiben, die Axe OX in der Ebene XZ so drehen, dass sie, nach der 
Drehung, mit OZ einen Winkel 6 bildet, so geben die Verwandlungsfbrmehi 
(42) der 13. Nunnner. indem wir in denselben y ^ d , y ^ sehreiben, für 

r imd 1} 
die folgenden Ausdrücke: 

r sin S -jj sin d 

r coi ö + 1 r cos 6 4" 1 

Setzen wir diese Ausdrücke in die Gleichung des Complexes ein, so kommt: 
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^ sin fi + fi- sin d + k{r eos c) + 1) = (>. (102) 

Es becleiitet 6 die Neigung der Ebene XV gegen die Axe (>^, also gegen 
die DnrclmiessemchtiTng des Complexes. Bestimmen wir die Neigung dm-eli 
die Gleichung: 

i/" sin 6 + ^-cosrf = 0, (103) 

so vereinfacht sicli die Gleichung des Complexes in die Iblgendi,': 

'/ + sii% = 0, (104) 

o<Ier 

V + X-' = f), (1D5) 

indem wir 

„iilä- -f' (100) 

setzen. Wir haben die Constante /■ den Parameter des Complexes genannt, 
wir können sie auch den Pammeter der Axe des Complexes nennen xind in 
diesem Sinne überhaupt von dem Parameter eines beliebigen Durchmessers 
sprechen und k' insbesondere als den Parameter des als Axe <)Z genommenen 
Durchmessers bezeichnen. Unter allen Durchmessern eines Complexes hat 
die Axe den kleinsten Parameter. 

Indem wir den Complex dm'ch die voi-stehende (illeichuiig darstellen, 
beziehen wir ihn auf einen beüebigen seiner Durehmesser als Axe OZ mid 
nehmen eine beliebige zugeordnete Ebene dieses Dm'chmessers zur Ebene XF. 
Die beiden Axen OX und '^J^ in dieser Ebene sind auf einander, senkrecht 
geblieben, luid OF ist die Projection des Durt^hmessers aiif die ihm zu- 
geordnete Ebene. 

Um also von dem beliebigen Dm-chmesser zur Axe zuiUckzugehen, 
brauchen wir blos diesen Dm-chmesser nach derjenigen Linie innerhalb der 
conjugirten Ebene, die auf dem Diu-chmesser senkrecht steht , zu verschieben, 
und zwar um ein Stück: 

■ — y" = A' cos fi. 

Die Gleichung des Complexes, die wir aucli unl-.ei' der Fonn: 

Uy-,r» + /:'(:-2') = (l (107) 

schreiben können, bleibt unvei^ändert dieselbe, wenn wir innerhalb der Ebene 
XF die rechtwinkligen Coordinaten-Axen beliebig drehen. Drehen wii; sie 
aber von einander unabhängig so, dass sie nach der Drehung einen Winkel t 
mit einander machen, so haben wir: 
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{■r !/' — -v :/) und ,; 
mit 

{.VI/' — .1 u) sin (-. und 7^ sin t 
zu vertauschen. Die Fdrm der Complexgleichung lileiht also aneh dünn noeh 
dieselbe : 

,, + r_ii. ay«) 

wdbei wir: 

-.':!- -_ii,--,-/-- (IUI,, 

SU] E am £ am ö 
setzen. Das ist die (Heitlmng des Complext;>5 . wenn wir einen belieliigen 
Diu'ciinie3,ser, der mit seiner zugeordneten E].>ene einen \^'inl;el i) luldet, als 
Ase OZ nehmen und in der zugeordneten Eigene zwei lieheliige Axen OX 
und O V wählen , die den Winkel t einschliessen. 

Wir erhalten die entsprechenden ("lleichungsformen: 

5 + srÄ^-«- «-»„Jl.-"' ^1'"' 

wenn wir statt OZ nach einander OX und Ol' mit der Axe des Complexes 
zusammenfallen lassen. 

47. Wir haben bisher in der Discirssion der Oomplexe noch nneröitert 
gelassen, welchen Einfluss das Zeichen des Parameters anf die Natur der- 
selbi'n liat. Dem doppelten Zeichen dieses AVerthes entsprechend erhalten 
wir zwei wesentlich verschiedene Arten von Complexen ersten 
Grades. 

Wenn wir irgend eine gei'ade Linie, die wir imter den Linien eine^ 
Complexes auswiUalen , parallel mit der Axc dc^ Complexes )3eliel>ig versclnel^en 
und um diese Axe belieliig drehen, so föllt sie in allen ihren neuen Lagen 
mit andern Linien des Comi^lexes zusammen. Sie berülut hierbei fortwilhrend 
einen Eotationseylinder , dessen Axe die Axe des Complexes ist, land dessen 
Kreisschnitte the kürzeste Entfernung der geraden Linie von der Axe des 
Complexes ziim Radius haben. Die den Cylinder l>ei'ührende gerade Linie 
kama sich in Uebereiiistimmnng mit dem Gesagten um den Cylinder so be- 
wegen, dass sie eine Curve umhüllt. Diese Ourve ist dann eine auf 
dem Cylinder liegende Schraubenlinie. Wenn wir die Schraubenlinie 
um die Höhe eines Schranbenganges auf dein Cylinder verschieben, geben 
die Tangenten der Schraubenlinie in den verechiedenen Lagen dieser letzteren 
stlmnitliche Complexlinien, welche den Cylinder lierilhren. 
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Es sfi 

■)y + /.■ ■.--. iro ~.s<>) 4- A ^ 
die Cik'icliung des Complexes, 

r + -i'^ = ^- (111) 

die öleicliniig eines Kotationscylinders, der die Axe de^i Complexe.'^ zii dev 
seinigen, und dessen kreisförmige Basis 7? zum Eftdins hat. Dann ist eine 
gei-ade Linie, deren di-ei Coordinaten: 

/• = 0, (, = R, G = (112) 

sind, eine Tangente des Cylinders. Um auszudrücken, dass sie dem Coinplex 
angehört, erhalten wii'; 

Bs = k. (H3) 

Die gerade Linie liegt in einer der Coordinaten -Ebene VZ parallelen Ebene. 
Wenn ihre Projectlon auf .T^ mit OZ einen Winkel A bildet, der eine posi- 
tive trigonometrische Tangente hat, so ist sie die Tangente einer dem Cy- 
linder aufgeschriebenen, rechtsgewundenen Schraubenlinie. Dann' ist, in 
Folge der letzten Clleichung: 

V?.v = fitangA = k, (114) 

der Parameter des Complexes, /-, positiv. Wenn umgekehrt tang X 
negativ ist, ist die gerade Linie Tangente einer demselben Cylinder auf- 
geschriebenen linksgewundenen Schraubenlinie, und dann ist der Para- 
meter des Complexes, /' , negativ. Ans der letzten Gleichung folgt 
aber, wenn wir in ihr für R beliebige positive Werthe setzen, dass alle 
Linien eines Complexes Tangenten vechtsgewundener Sehraubeiüinien sind, 
wenn eine Linie desselben eine rechtsgewundene Schi'aubenlinie beruhigt, so 
wie, da.ss alle Linien eines Complexes. Tangenten linksgewundener Schrauben- 
linien 'sind, wemi eine Linie dessell^en eine linksgemindene Schraubenlinie 
berührt. Wir haben also zwei wesentlich verschiedene Ai-ten der Complexe 
ei'st en Grades , die wir als rechts g c w u n d e n e und 1 i n k s g o w u n d e n e 
Complexe unterscheiden wollen. 

Wir können eijnen Complex ersten Grades auffassen als die 
Gesammtheit der Tangenten von Schraubenlinien, welche Ro- 
tationscylindern aufgeschrieben sind, deren Axen mit der Axe 
des Complexes zusammenfallen und deren Kreisschnitte Radien 
haben, welche von bis oo wachsen. Für denselben Complex 
sind alle Schraubenlinien gleich gewunden. 

Die Höhe der Schraubeugänge. /(, ist für jeden Gründer durch die Gleichung : 
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bestimmt. Klüiiinii'eii wii' /. zwischen dieser G^leichmig und der vorhergehen- 
deii, sü kommt: 

h- k ^ -i:tn-', (11(1) 

das heisst: für jeden Cylinder ist das Protluet der Hölie des 
Schraubenganges in den Parameter des Complexes der doppel- 
ten Fläche seiner Kreissehnitte gleich. 

48. Wenn wir einen Complex dm-ch die allgemeine CTleioliiiiig : 
A7- + B s -\- C — Bg + Eq + F = 
darstellen , so halien wir für den Parameter desselben : 
. _ AD + BE-\- CF 
'' — - p J^ E^ J^ F' 

Der Complex ist also ein rechtsge wunden er, wenn: 

AD + BE+CF> 0, (117) 

er ist ein links gewunden er, wenn: 

AD + BE -\- CF < 0. (118) 

Dem Uebergangsfalle 

AD + ßE + CF = M {U\)) 

entspricht, dass die Axe des Complexes von allen Linien desselben 
geschnitten wird (vergl. Nr. 45.). 

In zwei conjngii'ten Complexen sind die AVerthe der Constanten /" gleich, 
aber von entgegei^esetztem Zeichen. Die Schraubenlinien beider Complexe 
sind entgegei^esetzt geinmden. Wii' können von zwei conjugirten Complexen, 
iTm der Anschanmig zu Hülfe zu kommen, jeden als das Spiegelbild des 
anderen betrachten , wobei wir uns die Ebene des Spiegels senki'echt auf der 
gemeinsamen Axe der Complexe denken. 

In jedem Puncte des Raumes selinelden sieh zwei den beiden conjugirten 
Complexen angehörige, demselben Cyhnder aufgeschriebene, entgegengesetzt 
gewimdene Schraubenlinien. Die Tangenten der beiden Schi-aubenlinien in 
diesem Pimete sind diu'ch denselben gehende Linien der beiden Complexe. 
Der Winkel, den sie mit einander bilden, ist 2(jr — X). Es ist über: 

tang(jr — ;.) = -|-.- (VIO) 

mithin die Tangente des Winkels, imter welcliem die Linien der i.ieidcn 
Complexe sich sehneiden: 
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taug 2(n- — ;.) = -^Srw ^^"l) 

Dieser Diirchödinittswinkel nimmt mit dem Aljstande des Punctes von der 
Axe des Complexes zu. Er geht, wenn 

/■ = R, 
dm'ch einen rechten Winkel hindurch, und wird, wenn li dann ferner nocli 
wachst, immer gi'össer, für Ä = oo der Grranze x sich annähernd. 

Durch jeden gegebenen Punct geht nur eine einzige Schraubenlmie eines 
Complexes. Die Tangente dieser Schraubenlinie in dem gegebenen Puncte 
ist eine Lhiie des Complexes und liegt demnach in der diesem Puncte ent- 
sprechenden Ebene. Durch eine zweite, dm-ch den gegebenen Punct gehende, 
dem Complex angehörige gerade Linie ist diese Ebene vollkommen bestimmt. 
Eine solche finden ^"ii' in der coiisecutiven Tangente derselben Schrauben- 
linie. Die Ebene, welche die beiden Tangenten enthalt, ist die Osculations- 
Ebene der Schraubenlinie in dem gegebenen Punete. . 

Die Oseulations-Ebene einer Complex-Scliraubenlinie in 
einem ihrer Piincte ist die diesem Puncte entsprechende Ebene. 

Die Bestätigung dieses Satzes finden wir darin, dass beide Ebenen 
einerseits dm-ch die Tangente der Seliraubenlinie in dem gegebenen Puncte, 
andererseits dm'ch dasjenige Pei-pendikel , welches von diesem Puncte aus 
auf die Axe gefällt wenleu kann, gehen. 

Wenn ein Punct auf emer von zwei zugeordneten Polaren fortrückt, 
so entspricht demselben in jeder Lage eine Schraubenhnie und eine Oscula- 
tions-Ebeue deraelben, die fortwährend durch die andere Polare geht. Ist 
die gerade Linie die Seite eines Cylindei"s, dem Schraubenliuien des Com- 
plexes aufgescln-ieben sind, mit andern Woi-ten, ein Durchmesser des Com- 
plexes, so werden die entsprechenden Osculations-ElDenen unter sieh parallel 
imd smd dem Durchm^ser zugeordnete Ebenen, in welchen die dem Durch- 
messer zugeordnete Polare unendlich weit liegt.*) 

49. Ich schliesse diese Untersuchungen ül>er Complexe ersten G-rades 
mit einigen allgemeinen Benierkmigen. 

So wie wir aus geraden Linien Polygone Ijilden können, deren "Winkel- 



'') Wir hnben die Coiistanteu in <ler allgemeinen Gleichiiiij; eines Complexes und deniuiidi 
aiick k immer reell genommen. Wenn wir aber mehrere Complese ziü^ammenstellen, verlangt die 
Allgemeinheit der Untersuchung, dass wir auch Complexe mit imaginären Constauten berfiek- 
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piuaote m einer gegebenen Ebene liegen, und köiperlielie Ecken, deren Ebe- 
nen dni'ch einen gegebenen Punct gehen, so können wir ancli aus Linien 
eines Compleses ersten Grades gleichzeitig ratuutiche Polygone und Polyeder 
bilden, welclie sich entsprechen. Die Seiten des räumHchen Polygons sind 
Kanten des Polyeders. In den "Winkelpuncten des Polygons sclmeiden sieh 
zwei auf einander folgende Seiten desselben, die Ebene, welche durch zwei 
solche Seiten geht, ist die in dem Complexe dem Winkelpimete entspre- 
chende Ebene und eine Flache des Polyeders. Die gegenseitigen Beziehungen 
zwischen Polygon und Polyeder sind die Ijereits in der Note znv 21). Xnmmer 
besprochenen. 

AVir wollen ein raumliches Polygon, dessen Seiten Linien des C'omplexes 
sind, ein C'omplex-Polygon, das entsprechende Polyeder ein Complex- 
Polyeder nennen. 

Um ein C'omplex-Polygon zu beschreiben, nehmen wü- eine Linie des 
Ooniplexes und auf ilu- einen ersten Winkelpnnct des Polygons an. Wie in 
der Ebene durch einen Punct unendlich viele Linien der Ebene gehen, so 
gehen auch im Complexe durch einen Pnnct unendlich viele Linien des 
Oomplexes. Auf einer clm-ch den ersten Winkelpnnct des Polygons gehenden 
Complex-Linie nehmen wir den zweiten Winkelpmict, auf einer durch diesen 
gehendenden Complexhnie den dritten an und so fort. Um das Polygon zn 
schliessen, legen wir durch den zuletzt bestimmten Pmict die diesem Pixnete 
in dem Complexe entsprechende Ebene. Dieselbe schneidet die erste Complex- 
Linie in einem Pnncte. Die Linie, welche beide Pnncte verbindet, ist eine 
Linie des Complexes und seliliesst das Polygon. Ein Complex-Polyeder kön- 
nen wir aus dem entsprechenden Comples-Polygon ableiten, oder auch, in 
analoger Weise wie dieses, dh-eet eonstniiren. Zu diesem Ende betrach- 
ten wir eine gegebene Complex-Linie als Kante des Polyeders und legen 
durch diese Kante che erete Fläche desselben, durch eine beliebige Complex- 
Linie in dieser Ebene legen wir die zweite Fläche, durch eine beliebige 
Complex-Linie in der letzteren die dritte, und so fort. In der zuletzt 
bestimmten Polyederfläehe bestimmen wir den, im Comidexe, derselben ent- 
sprechenden Punct. Diejenige Ebene, welche durch diesen Punct und die 
ei-ste Complex-Lüiie geht, schliesst das Polyeder. 

Die Seiten eines Complex-Polygons sind gleich orientirt — das heisst. 
sie sind Tangenten gleichgewundener Scln-anbenlinien und das hat eine 
charaeteristisehe Aufeinanderfolge der Eckpimcte desselben zur Folge. Die 
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ilächen eines Complex-Polyeders , durch zwei orientirte Kanten desselben 
gehend, sind in gleichem Sinne gedreht. Polygone imd Polyeder können 
wir, je nachdem sie rechts- oder linksgewnndenen C'omplexen angehören, 
für sieh selbst als rechts- oder linksgewnndene bezeichnen. Das Spiegelbild 
— wir bedienen uns der früheren Anschammgsweise imd nehmen wiedenim 
die spiegelnde Fläche anf der C'omplex-Axe senki-echt — emes Complex- 
Polygons oder Complex- Polyeders gehört dem conjugirten Complexe an und 
ist entgegengesetzt gewunden. 

50. Dm'ch eine in der Ebene eontinnirlich sich bewegende gerade Linie 
wird eine ebene Curve nmhnllt, d^n■ch eine gerade Linie, welche nm einen 
ihrer Puncte sich dreht, eine Kegelfläche besehrieben. Durch eine eonti- 
nnirlich sich bewegende gerade Linie, die in allen ihren Lagen einem gege- 
benen Complexe angehört, wird eine raumliche Cni-ve umhüllt, während von 
derselben gleichzeitig eine Abwickehmgsfläche beschiieben wird. Jene 
bezeichnen wir als eine Cnrve, diese als eine Abwicklungsfläche des 
Complexes ersten Grades. 

Wir köimen jeder gegebenen Flilthe iinendiiirh viele (.'nvven in einem 
gegebenen Complexe aufschreiben. Diu'ch jeden gegebenen Punct der 
gegebenen Eläche geht eine solche Complex-Curve. Die Tai^^ente der Complex- 
Curve in diesem Puncte ist diejenige gerade Linie, in welcher die in dem 
Complexe dem gegebenen Puncte entsprechende Ebene und die Tangential- 
Ebene der Fläche in diesem Puncte sieh schneiden.^") 

Es gibt, um in einem Worte Alles ziisammenzufassen, wie es eine 
Geometrie der Ebene gibt, auch eine Geometrie der Complexe 
ersten Grades. 



*1 Lm die illgeiieiiei Betnclitui g» i Ie= lexti's, lucli ein ■■ ili h." Bei'!!«! i ^ u I i 
ln-lien wollen wii alt, 0>eifli te eine ÜLugel nehmen tleren "Mitteli imtt in he ixe le roiitlexfö 
IWt lind deren Eadias R em belieljigei i't Die diesei Kngei aHtgestlineUiien ConplexLuien 
\ilden em 'ivBtpm lott Loxoili oiie i welche flie Mendiane dei Kugel intei em m W nkel i cliiiei 
den der d irch 1 e t lei h " 
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Die CoDgrueazea zweier linearer Complexe. 

51. Die zusamnienfiilk'nLlen Linien zweier Tjinien-Uomplexe des ersten 
Grades bilden eine Linien-Congruenz. Wir iiöimen die Linien einer 
Congruenz als StraHen und als Axen betrachten und, dem entsprechend, die 
Congraenz in zwiefacher Weise dai'steUen, einmal dui'ch das System zweier 
Gleichungen in Strahlen-Coordinaten: 

Si L^- Ä r + Bs -{- C — Da + Eq + /'*/ = 0. "j 
i3' = Ar + B's+ C — D'a + -£"y + F'tj = iL f '" 

(las andere Mal dnrch das System zweier Gleielumgen in Axen-Cooixlinaten : 
* = /)p + Eq -\- F — Äk + Bx + Ca = 0, ( 
fI>'—D'p + E'g^F' — Äk + B'7t + Cc>=0. \ '"^ 

52. In jedem der beiden Complexe, dm'ch welche die Congruenz l>e- 
.stimmt wird, gehen durch einen gegebenen Punct unendlich viele Linien, 
die in der dem Puncte entsprechenden Ebene liegen. Die Dnrehschnittslinie 
der iieiden dem gegebenen Puncte entsprechenden Ebenen ist die einzige 
Linie, welche dui'ch diesen Pmict geht nnd beiden Complexen zugleich, also 
der Congruenz angehört. Dm-ch jeden Punct des lilaumes geht eine ein- 
zige gerade Linie, von der wir sagen, dass sie, in der Congruenz, dem 
Puncte entspreche. 

Li jedem der beiden Complexe liegen innerhalb einer gegebenen Eljene 
unendlich \'iele Linien, die in dem der Ebene entsprechenden Puncte sieh 
schneiden. Diejenige gerade Linie, welche m der gegebenen Ebene die bei- 
den entsprechenden Puncte verlandet, ist die einzige, welche in dieser Ebene 
liegt und l^eiden Complexen zugleich, also der Congmenz angehört. In jeder 
den Raum durchziehenden Ebene liegt eine einzige gerade Linie, von 
der wir sagen, dass sie, in der Congraenz, der Ebene entspreche. 

Die beiden voi'Stehenden Eelationen, von welchen eine die nothwendige 
Folge der anderen ist, können wir als die geometrische Definition 
einer Congx'uenz linearer Complexe ansehen. 

53. Bei der Bestimmung einer Congruenz können wir die beiden /ge- 
gebenen Complexe : 

ß = 0. p: = 0, 

durch irgiiid zwti andere ersetzen, wciihe. bei lieliebiger Annahme des 
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nnbe-<tinimten Coefficienten ;(, durch die folgende Gleichung: 

ii + ;, PJ ^ (3) 

dargestellt werden, und dürfen dabei auch <i' imil 0' an die Stelle von ü 
und ß' setzen. Wir sagen, dass alle Complexe , welche durch die vorstehende 
Gleiehimg dargestellt werden, und von welchen je zwei die Congruenz be- 
stürmen, eine zweigliedrige Gruppe linearer Complexe bilden. 

54. "Wir erhalten nach der 31. Nummer für die durch den Anfangspunct 
der Coordinaten gehenden Hauptschnitte der Complexe (3) die Gleichung: 

J)x + £> + Fz -^ ,,(/>' .r + E'y + f z) = 0, (4) 

und diese CJleichung wird für beliebige Werthe von (t befriedigt, wenn 
gleichzeitig ; 

jj,r ^E>j ^Fz =0, 

D'x + E'x + F'z = 0. ^^' 

Da der Änl'angspimct der Coordinaten von vornherein willkürlich angenommen 
ist, so ist hiermit ausgesprochen, dass in allen Complexen einer zweigliedrigen 
Gruppe, welchen die Congmenz angehört, die durch irgend einen gegebenen 
Punct gehenden Hauptschnitte in derselben geraden Linie sich schneiden. 
Daraus ergibt sich, weil die Durchmesser eines Complexes auf den Haupt- 
sehnitten desselben senki'echt stehen, der folgende Satz; 

Die Durchmesser aller Complexe einer zweigliedrigen Gruppe 
sind der.selben Ebene parallel. 

öö. Zur Bestimnimig der Richtungen der Durchmesser erhalten wir die 
folgende Doppelgleichnng : 

(G) 



D + liÜ' E-j-fiE' F + l^J^' 

mul, wenn wir die Riehtungs - Constanten ?■ und s einftüu'en: 

_ :P +ßA. _ -^ + f*-?* 

'' ~ F + ^f" ^ — jr-f nr ' 

Eniiiiniren wir zwischen diesen Gleichungen ;(, so finden wir: 

{E'F—EF')r — {D'F~DF')s + [D'E—DE') = 0. 

Durch diese Gleiehimg ist die Richtung der Ebene bestimmt, welcher die 

Durchmesser aller Complexe parallel sind. Intlem wir für /■ und .v einsetzen 

— und — ' erhalte]! wir die Gleichung: 



(7 



(S) 



{F'F-^ EF'}.i- — iJ/F— Br)y + {f/E — l)E']z = (i, 
11 gewöhnlichen Punct -Coordinaten die ilurch den Anfang 



(II) 

ipunct 
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fieliende Eljeiie von clci' i lestimmtcn Richtung dsirstellt, und hiernach zur 
Bcstimniung der auf dieser Ebene .senkrechten ßielitung die Doppelgleichung: 

^ = _ - 'l = i (Kl) 

E'F—EF DF—DF' DE- DE' ' ' 

Wenn ivir der Axe OZ diese Kichtung geben, so verschwinden F und /-" und 
in rlen Complex- Gleichungen (1) wird: 

Sl £i- Ar + Bs + r - 1)0 + Ei^ = 0. ^^j 

ii' r- A'7- + B's -^ C — f)'r, + E'q = I), 
Dann sind die Durchmesser silmnitlicher Complexc der (."truppc (3) der Eiiene 
SV pHrallel. 

TjO. Wenn eine der l'olgenden drei Bedingungs-Grleichungen: 
///;— DE' ^ 0. DF~-Df = 0, E'F—EF' = (1-2) 

besteht, so liegt die gerade Linie, üi der die dui'ch den Anfangspunct gehen- 
den Hauptschnitte aller Complexe der Gnappe sieh sehneiden, bezüglich in 
einer der drei Coordiuaten- Ebenen XV, XZ, YZ. Die Darchiuesser sänimt- 
licher Complexe sind dann einer Ebene pai-allel, welche bezüglich durch OZ. 
OY , OX geht. Werden die drei Bedingimgsgleichungen (12) gleichzeitig be- 
friedigt-, so löst sich der Widersprach, dass eine Ebene gleichzeitig den drei 
Cooi-dinaten-Äxien parallel wird, dadurch, dass jede Bestimmung über diese 
Ebene fortfällt. Dann l)eflndet sich unter den Complexen der Gruppe {'6) 
einer, entsprechend: 

B E' F 

'■'- - ß- = -W--r' 

für dessen Gleichung wir die folgende nehmen können; 

{Ä/> — AD')r + {B'J} — BD'fs + (C/) — CD') = 0. (13) 

Alle Linien dieses Complexes sind der durch die Gleichung; 

{A'ß — AJ}').v + {B" D — BD')>j + {C'I) — CD')-. = (U) 

dargestellten Ebene parallel. Die Congiiienz ist in diesem Falle dadurch 
particularisirt , dass ihre Linien, weil sie sämmtlich auch di^em Complexe 
angehören, der eben bestimmten Ebene parallel sind. Dabei werden 
die Axen sänmitlieher Complexe der zweigliedrigen Gruppe einander parallel, 
wie aus der Doppelgleichmig (10) zn ersehen ist. Wir wollen solch eine 
Congi-uenz als eine parabolische bezeichnen. Von den folgenden Betmch- 
tmigen scliliessen wir sie aus und unterwe]:fen sie später (Nr. 75) einer be- 
sonderen Discussion. 
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Dieser Fall tritt insbesondere aneh dann ein, wenn /' imd /" yerschwin- 
deii, nnd überdies: 

J/E— DE' = 0. (15) 

57. Weim wir den Anfangspimct der Coordinaten in ii-gend einen Punet 
(.r", y«) verlegen, so wird das constante Glied iu der Grleiclimig der Complex- 
grappe (3): 

(f + Ex'> - Df) + j, {C + E-x'^ - D'r). 
Dieses Glied fallt also aus, wenn der neue Anfangspunct in der Ebene XY 
anf der dunrli die Gleichung: 

{fi + Ex — Dy) + j((r' + E'x — //i/) = "(10) 

dargestellten geraden Linie angenommen wird. jSTelnnen wir für diesen Punet 
den Durchschnitt der beiden geraden Linien: 

C + Ex - Dy = 0, 1 .^-■ 

r+ E'x — T/y = 0, J 
so verstliwindet ans der Gleichung aller Complexe der Gruppe das constante 
Glied. Dann kommt : 

" ■ ■ ' ' " ' •' ■ (Ib) 

ii =z Ar + B'h — D'a + J'J'q ^ 0. ) 

AVir haben Oberhaupt für die allgememe Gleiclmng deijenigen Ebenen, 
■welche in dou vei-schiedenen Complexen der Girippe (3) dem Anfangspuncte 
entsprechen (Nr. ;52.): 

J.r + öy + Cz -r ;,(.'■■'■ + ^> + ^" ^l = ": (19) 

xmd diese Gleichung wird, unabhängig von dem jedesnialiij{ni AA'evthe ^"on ;i, 
befriedigt, wenn gleiehzeitig: 

A,- + By + Cz = 0, ] 
A'.r + B'y-\-C'z = 0. / 
Alle dem Anfangspuncte entsprechenden Ebenen schneiden sich also iuif der 
chirch die beiden Gleichungen dargestellten geraden Linie, und da de): An- 
fangspunct ^ou vorneherein willküiüch angenommen ist, gelangen wir zu 
dem folgenden Satze : 

In den Complexen einer zweigliedrigen Gruppe entsprechen 
einem gegebenen Puncte Ebenen, welche in derselben Linie 
sieh schneiden. 

Dieser Satz ist nnmittelljar durch die Zusammenstellung der !')2. und 
Ö3. Ntmimer gegeben. 

Wemi C und C verschwinden, schneiden sich die l^lienen, welche in 

iniUkor.Gcomolri.. 9 
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den verschiedenen Complexen der zweigliedrigen Civuppe dem Anfangspunkte 
entsprechen, auf der Axe OZ. 

58. Wemi gleichzeitig FirndF', ^ und 6" verschwinden, wiixl OZ eine 
gemeinschaftliche Linie aller C'omplexe und also eme Linie der Congiiienz, 
welche von den Äxen aller Complexe geschnitten wird (vergl. Nr. 31.). 

In jeder Congruenz gibt es, im Allgemeinen, eine einzige 
nnd vollkommen bestimmte gerade Linie, welche von den Axen 
sämnitlieher Complexe der zweigliedrigen Gruppe, durch welche 
die Congruenz bestimmt ist, geschnitten wird. 

Diese gerade Linie , welche zur Congitienz eine ausschliessliche Beziehung 
hat, wollen wir die Axe der Congruenz nennen, hidem wir die Functions- 
Bestimmung der Gleichungen (18) zu Grunde legen, nehmen wir die Axe 
der Congiiienz zui' Axe OZ. 

Wenn die Bedingungs-Gleichmig 

D'E— DE' ^ 
besteht, kann die Coi^'uenz im Allgemeinen nicht mehr durch das System 
der beiden Gleichungen (18) dargestellt werden. Einmal kömien F und /" 
nicht ausfallen. Denn die durch den Anfangspimct gehenden Hauptsclmitte 
aller Complexe der zweigliedrigen Gru^spe schneiden sich, wenn die obige 
Bedingimgs-Gleichimg befriedigt wird, auf einer in der Coordinaten- Ebene 
liegenden geraden Linie, deren Gleichung die folgende ist; 
, /*,!,• , l/x 

Die Durchmesser luid insbesondere die Axen aller C^omplexe der Gruppe sind 
nach der 5-i. Nummer einer Ebene parallel, welche auf dieser Linie senk- 
recht steht. Hiemach kann die Ebene XY den Dui'chinessern, im Allgemeinen, 
nicht parallel sein, und daher die Unmöglichkeit des Verschwindens von F 
und F . Erst wenn 

B _ / _ _^ 

D'' ~ E ^ f ' 

das heisst, in dem Falle der parabolischen Congraenz, tritt diese Möglichkeit 
dadurch wieder ein, dass die Gleichungen (5) identisch werden und, dem 
entsprechend, aUe durch den Anfangspmict gehenden Hauptschnitte in der- 
selben Ebene zusammenfallen. Alle Complex-Axen stehen dann senki-echt 
auf dieser Ebene und sind demnach, in Uebereinstimmmig mit der 56, Num- 
mer, unter einander parallel. Es braucht also nur, damit i^und F' ausfallen, 
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die Ebene ÄF so genommen zu werden, dass sie seD^st auf der t'ragliclien 
Ebene senkrecht steht, oder was dasselbe heisst, die Axe OZ'mnss in di^er 
Ebene Hegen, kann aber in derselben jede beliebige Richtung haben. 

Aber auch C und C können, werni die obige Bedingungs-Gdeichung be- 
steht, im Allgemeinen nicht gleichzeitig ausfallen. Dann wird nämlich 
innerhalb XV die Verlegung des Änfangspunetes der Coordinaten, wodurch 
dieses Ausfallen bedingt wird, illusorisch und zwar dadurch, dass die beiden 
geraden Linien (17), in deren Durchsclmitt der neue Anfangspunct liegt, 
pai'allel werden. (Es kommen hierbei die Werthe von /' und F' nicht in 
Betracht.) Nur wenn gleichzeitig 

C _ D _ E 
'iy ~ n ~ PI' '■ 
und in Folge davon die beiden geraden Linien (17) in eine einzige zusammen- 
fallen , können C und C wiedenim durch Verlegung des Änfangspunetes fort- 
geschafft werden, und zwar kömien wir zu diesem Ende jeden beliebigen 
Puuct der geraden Linie 

zum neuen Anfangspunete der Coordinateii nehmen. Wir werden dem Falte, 
dass die beiden geraden Lünen (17) in eine einzige zusammenfallen, später 
(Nr. 75) begegnen und dann sehen, dass dieses Zasannnenfallen in einer 
liesonderen Lage der Congruenz gegen das Coordiuaten-System seinen Grund hat. 
59. Wenn eine einzelne der drei Bedii^ingen: 

SB — AB' = 0, ÄC~ AC = 0, B'C—BC = (21) 

befriedigt wird, so liegt diejenige gerade Linie, in welcher alle dem Anfangs- 
punete entsprechende Ebenen sich schneiden, bezüglich in den Coordinaten- 
Ebenen XY, XZ, ¥ Z. Wenn gleichzeitig zwei dieser Gleichungen und, in 
Folge davon, alle drei befriedigt werden, so gibt es untef den Cojnplexen 
der G-iiippe (3), entsprechend: 

___^__^__ c 

•" ~ Ä ^ B- ~ C' 

einen , dessen Linien sich sämmtUch auf seiner Axe schneiden , und diese 
Axe geht durch den Anfangspimet. Für die Gleichung desselben können wiv 
- (A'B - AJ)')G-\- {.I:E — ÄE')q + (A-F- AF)>j = (22) 

nehmen. Diesen Bedingungen wird entsprochen, wenn C und C verschwinden 
und gleichzeitig : 

A'JJ - AD' == 0. (23) 

9* 
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Dann lieyfc die Axe des Cumplexfri , wolclie iluveli don Antang.spunct p:ebt, in 
der Ebene Y Z. 

Wenn zugleich 6' und C, F und /'" vei'sch\\'inden luid zugleiuli die 
Bedingung (23) erfollt wird, fällt die Axe des Coniplexes mit der Coordinaten- 
Axe 0¥ zusammen. Die Diseiission dieser Ffllle wird ihre Erledigung später 
(in Nr. 76.) finden. 

öO. Die Complexe i2 und ß' sind irgend zwei, welche mr beliebig aus 
der C'omplex-Grrnppe (3) genommen haben. Unter den unendlich vielen 
Complexen der Gruppe iDefinden sieh aber im Allgemeinen solche, die von 
einer C'onstanten weniger abhangen und deren silmmtliche Linien die Axe 
schneiden (vergl, Nr. 45.}. Bei der Bestimmung dieser Complexe wollen wir 
die Functions-Bestimmung (18) zu Gnmde legen, was, nach dem Vorstehen- 
den, mit Ausnahme des Falles, dass die Bedingungsgleiehnngen (12) zu- 
gleich bestehen , immer gestattet ist. Dann schneiden alle Axen der Com- 
plexe, die nunmehr diu'ch die Gleichung : 

{Ar + Bx — 1)6 -j- E<j) -I- (( {Ar ^ //.v ~ T)' -l A"o) = n (2^1) 
dargestellt werden, Gunter rechtem Winkel. 

Wenn der einem beliebigen Werthe von \i entsprechende Complex von 
der bezeichneten Ai-t ist, erhalten wir nach der 45. Nummer für die Glei- 
chungen der drei Projectionen seiner Axe die folgenden: 

(./ -- /;--) + j, (_r - /:•'-) = (), (20) 

{ß + />.-) + » {B- + D-z) = 0, (2(j) 

{Ex- Dl/} -h !<■ (£'.r- />» = 0. (27) 

In einem solchen Complexe ist die einem. Puncto des Raumes entsprechende 
Ebene diejenige, welche dm'ch den Punct und die Axe des Complexes, in 
die alle Dm'chmesser desselben zusammenfallen (Nr. 45), sich legen iJlsst. 
Die Gleichung der dem Anfangspmicte entspreclienden Ebene ist bei unsere]* 
Annahme der Coordinaten-Axen die folgende: 

(J.r + ßi/l + !• (-'■■'■ + «» - «. {-'S) 

In dieser Ebene liegt also die Axe des Complexes. 

Wenn wir durch {.r, y, :) irgend einen Punct der Axe eines der zu 
bestimmenden Complexe, die wir auch dadm-eh definiren können, dass ihre 
Parameter gleich Null sind, ausdrücken, so bestehen zwischen diesen CooKli- 
naten gleichzeitig die voratehenden vier Gleichungen. Eliminiren "wir Z 
zwischen (25) und (26), so erhalten wir: 

(J + iiX){0 + ;.//) + (// + ;<A'')(/-' - !' 'O = "■ l"^i') 
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Dieselbe Gleichimg hätten wir diirfeh Elimination von . zwisclien (2i) 

nnd |2H) erhalten. Sie drückt aus, dass der Parameter des i'omplexe^f ver- 
schmndet (Nr, 38.). Wir hatten sie von vorneherein antl^teUen k()nnL'n. 

61. Die letzte Grleichnng wird, wenn wir entwickeln: 
{ÄJ}'-\-B'£:')n-^-^[(A'D-\-A/)'] + (ß'E-\-f;B')]<i-]-tJD-\- /':/}) = !). 0)0) 

Bezeichnen wir die beiden Wurzeln dieser (lieiirlnuiü: durch ii" und »„, so 
kommt: 

\4'D + AT/, + il'E^IlE-] 
H"^ u. = - -- - _j-;^.^'^../.' ■ 

_ r A'ß - AD' + [B'E - BJi-;f — i,.l'I! — AI!' ßE - DK 
IjC — ((„)-— - ÄD'-^'B'Ef" 

Es gibt also in der Complexgruppe: 

il + fiii' = 
zwei Complexe von dev besonderen AH, dass in jedem derselben die Liuieu 
auf einer festen Linie, der Axe, sieh sclmeiden. Je nachdem die beiden 
Werthe von jt" und ;(„ reell oder imagin&r sind, sind es anch die beiden 
Complexe und ihre Axen. Wir wollen die Axen der so bestimmten beiden 
Complexe die beiden Directricen der Congrnenz nennen. 

Alle Linien einer Congrnenz schneiden die Directricen, der- 
selben, 

62. Nach, dem in der vorigen Nummer gewonnenen Resultate iiömien 
wir nunmehr eine Congrnenz dadm'ch geometrisch deflnh-en, dass sie die 
Clesammtheit aller Linien ist, welche zwei gegebene feste gerade Linien 
schneiden. Die gerade Linie, welche in der Congrnenz einem gegebenen 
Pnncte entspricht, ist hiemach diejenige, welche durch den gegebenen 
Punct geht und die beiden Directricen schneidet, die gerade Luüe, welche 
einer gegebenen Ebene entspricht, diejenige, welche in der gegebenen 
Ebene die Durehschnittspuncte derselben mit den beiden Directi-icen ver- 
bindet. 

63. Wenn wir zwischen den beiden CUcichungen (20) und ("'ü) ;( elimi- 
niren, so kommt: 

D -\- Dz 



A — Ez 
~Ä — E'~z 



- Dz' 



und, wenn ^viv entwickeln: 

{D'E—DE')z' + [{A'D — A/)') + (B'B^ BA")]z ^ (I'B — Aff') 
Durch die beiden Wui^eln dieser Gleichimg sind die Ebenen be 



[^ 



= U. CU) 
■tiumit . in 
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welchen die Direetrieen der Coiigraenz liegen, und somit die Pnncie, in 
welchen OZ von den beiden Directricen geschnitten winl. 

Wenn wir zwischen den beiden Grleichnnp;en (27) und (28) ji eliniiniren, 
so kunmit; 

Ex-Dy _ Ax^By 

E'x — B'y A'x + B'y' ' ' 

Die })eiden "W'erthe, ^\■elche diese Gleichung füi' ^- giht, sind die trigono- 
metrischen Tangenten dei^enigen Winkel, welche die beiden Directricen der 
Gongruenz in den eljen bestimmten E]:)eneu mit der Richtung von ^^^Y machen. 
Setzen wir; 

'i '-^ tai.gl), 
indem wir diesen Winkel & nennen, so orgiljt sich, indem wir t'ntwickeln; 
(5'/>— ^/>') tang^*+ [{A'D—. l/J') — (B'ß—BE-)] taug» — {Ä'E—AE') = 0. (36) 
64. Diu-ch das Zusammenfallen der geraden Linie, welche die beiden Direc- 
tricen der durch (3) bestimmten Congi'uenz rechtwinklig schneidet, mit der Coor- 
dinaten-Axe OZ haben die Grleichungen der beiden Complexe ü und ii', die wir 
lieliebig aus der zweigliedrigen Grui^pe ausgewählt, die folgende Form orhnlten: 
Ar + B.1 ~ />(T + ßt> = 0, 1 ,,_ 

J-r + /?',v — ÖV + /-J'q -. 0. I ''""' 

Wir kömien noch neue IJonstunte ans dem System der lieiden (Üeichungen 
foi"tschaffen. 

Derjenige Pmiet, welcher auf tler Axe OZ in der Mitte zwischen den 
beiden Directricen liegt, soll der Mittelpunct der Congrnenz, der halbe 
Abstand der beiden Direetiicen von einander die Constante derselben 
heissen. Legen wii" dann die Ebene .YF durch den Mittelpunct der Con- 
grnenz, so gibt die Gleichung {34): 

lA' — AD') + {B'E — BW) = Ü, (3s) 

imd hiernach, wenn wir ilie Constante der Conginienz mit J Ix'zeicbuHi: 

--/^?^- ^^ 

Weil der Fall 

///;— DE' = 

A-on dei' Discussion ein^^tweilen ausgeschlossen ist, erhiüt J innnei' einen 
endlichen A\''ei-th. 

Die Richtung der lieiden Coordinaten-Axen ist bisher unbestimmt ge- 
blieben. Bestimmen wir noch nachträglich diese llichtmig so, dass sie den 
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Winkel halbiren, welchen die J liditnngen <ler beiden Direetrioen mit ein- 
ander bilden — was auf z^vießiebe Weise geselieheu Icann — ^o yibt die 
Gleiclinng (36): 

{A'P — AD') — iB'E~ BE-) = 0, (40) 

nnd für die trigonometrischen Tangenten der Winkel, welche die Kiehtungen 
der lieiden Directiicen mit ÜX bilden: 

tang it == ^ i/^^-AEZ. . (41) 

'^ —VBD — DTf ^ ' 

Wemi wir den Axen OS mid OF die eben bezeichnete Richtung geben 
nnd gleichzeitig den Anfangspnnct im Mittelpuncte der Congi-uenz annehmen, 
bestehen die beiden Bedingimgsgleichungen (38) mid (40) zugleich und können 
<lann durch die folgenden beiden ersetzt werden: 

ÄD — Aß' = 0, (42) 

/?'A'-- //£" = 0. (43) 

Die beiden Coordinaten-Axen in deir so bestimmten Lage wollen wir tlie 
beiden Nebenaxen der C'ongiiienz nemien, Sie liegen in der Central- 
ebene der Congraenz nnd halbiren die Winkel, welche die beiden Projectio- 
nen der Directricen auf diese Ebene mit einander bilden, 

65. Bei dieser Coordmatenbestimmnng ergibt sich: 



y DE- V HE ' ^ ' 

,u i> = + t/. '^Ä^: = + j/. .'^^^ . (45) 



tan! 



Eine Congiiienz ist durch ihi-e beiden Directricen in linearer Weise bestimmt, 
und hängt somit von acht von einander unabhängigen Constanten ab. Von 
diesen finden sich sechs in der Aimahme des Coordinateu-Systems wieder, 
welches dadurch, dass wir die Hauptaxe mid die beiden Nebenasen der 
Congruenz zu Coordinaten-Axen nehmen, vollkommen bestimmt ist. Die zur 
weiteren Bestimmung der Congioienz dienenden beiden Complexe (37) hängen 
noch von sechs unabhängigen Constanten, die in ihi'en Gleichungen auftreten, 
ab. Die Anzahl derselben reducirt sich in Gremässheit der beiden Bedingungs- 
gleichnngen (42) und (43) auf vier. Unter diesen vier Constanten sind noch 
zwei überzählige, was seine Erklärung darin findet, dass wir nuter den Com- 
plesen der zweigliedrigen Grui^pe: 

£i + aSi' = 
nicht zwei ausgezeichnete, sondern zwei willkürliche, entsprechend ii = 
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und (( = cc, ii vmd ii', ziu' ßestinunung der Coiigrueuz .lusgewälilt halx'ii. 
Zwei ausgezeichnete Complexe der Gtmppe sind aber diejenigen beiden, ivelcbe 
die beiden Directricen zu Axen liaben, das heisst, dei'en Parameter gleich 
Nall ist. Nehmen wii" diese beiden Complexe für Si mv\ il'. ^o ergeben sich 
<lie beiileii neuen Bedingimgs-Gleiehungen: 

AD + BE = (1. (4G) 

ÄD' + B'E' = 0. (47) 

Dann hknlien also zuv Bestimmung der Oongruenz neben den sechs Con- 
stanten der Lage noch zwei Constante übrig. Die Anzahl der Conslanten 
ist auf die nothwendige, auf acht, reducirt. 

6(). Die oben entwickelten AusdiTicke (31) und {'■VI) werden in der neut-n 
Cooixlinaten-Bestmnnung: ■ 






(4S) 



(,r - ,,„)^ ^ - 4. - • - -j^^. - --^,^, , - — . (49) 

Die beiden AVurzeln ;<" nnil jin smd reell, wenn: 

^JJ) — Aß'){D'E ~ J)E')<0. (50) 

und imagiiiür. wemi 

(./'/>' — Aß'){n'f'J — DI-:') > 0. |51) 

T)or vorstehende Ausdnick lässt sich in Gremiissheit der Bedmgungs-i;iei(.'liuiigen 
14:*| und (43) unter der folaenden Fonii schreiben: 

Die licalitilt der beiden "Wurzeln hängt also davon ab, ob die Produete 
X B' B' E' ^md ABBE, welche imter einander im Zeichen übereinstimmen, 
negativ oder positiv sind. Im ereten Falle sind iC> und [lo reell, mid mit 
ihnen, in Geniässheit von (44) imd (45), auch -/ und die beiden Weithe 
von tang #; im zweiten Falle sind ;i» und n,,, / mid die beiden Wertbe von 
tang %■ gleichzeitig imaginär. 

(;7. Die beiden Werthe von ;i'' und lu werden einander gleich, wenn 
eine der beiden Bedmgimgs-Grleichungen : 

AB — AB' = 0, DE — DE' = d (52) 

befiiedigt inrd. In diesem Falle aber ergil)t sich im Allgemeinen unter 
Bertcksiehtigung der (Tleichmigen (42) und (4i5). 
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Dann sind die beiden Complexe ii nnd ii! der zweigliediigen Grnppe und 
in Folge davon alle Complexe dieser Grnppe identiseli dieselben, ]>ie Be- 
stimmung der Congnienz wird illusoriscli. 

Dadm-cli werden scheinbare Widerspiilche gelöst. 

68, Es gibt aber auch besondere Fälle, wo die Gleichungsfonnen (18) 
ihi'e Bedeutung behalten , obgleich die . lieiden Werthe fc" uud f(o einander 
gleich werden. Im Allgemeinen liedingen die beiden Gleichmigen (42) und 
(43) in Verbindung mit einer der beiden Gleichungen (53) die zweite der 
letztgenannten Gleichungen. Sind alier eti\"a 

A und Ä 
gleich Null, so findet dies nicht mehr statt; dann halben wir es mit einer 
wirklichen Congraeuz zu thnn, die von besonderer Art ist. 

In diesem Falle vei'sehwinden nämlich nach (44) und (45) sowohl z/, 
als tang Ö-. Es fallen also die beiden Directrieen der Congrnenz 
in eine gerade Linie zusammen. In Uebereinstünmung hiermit ver- 
schwindet in dem Werthe (49) für (;<« — jio)-' der Zahler, wilhrend der Nemier 
einen endlichen Werth laehält. 

Wir können in unserem Falle für die Gleichung der zweigliedrigen 
Gruj)pe (37), unter Borücksichtigiuig der Gleichung (43): 

B'E — BE' = 0, 
die folgende nehmen: 

{Bs + >?(>) — /><?+ ;, [{lis + Juj) — //<>] = (53) 

und aus dei"selben als ausgezeichnete Complexe tlie folgenden beiden a\is- 
wählen, deren Gleichungen sind: 

Bs -^ Et}=0, a = 0, 

tmd diese Gleichungen in homogenen Coordinaten auch in folgender Weise 
schreiben: 

B {>j ~y) + E {x'z - xz') = 0, yz'->j'= = 0. (54) 

Pci.- (.Tste der beiden vorstehenden Complexe hat die Coordinaten -Axe OV 
zu seiner Axe. Sein Parameter ist -^r. Der zweite Complex ist von der 
besonderen Art, dass sein Parameter gleich Null ist. Seine Axe, die sonach 
von allen seinen Linien geschnitten wü-d, fällt in die Coordinaten- Axe OX. 
In Uebereinstimmnng mit (44) und (45) wird also OX Directrix der Con- 
gi'uenz. 

Während eine Congruenz im Allgemeinen dureli ihre beiden Directrieen 
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Tollkommen bestimmt ist, miis^i, in dem specielien Falle, dass die beiden 
Directricen in eine gerade Linie zusammenfallen , ausser dieser geraden Linie 
nocli ein neuer Comptex der die Congiiienz bestimmenden zweigliedrigen 
Gruppe gegeben sein.*) 

In dem C'omplexe, dessen Gleichung die folgende ist: 
B{ij-f) + E{x'z-xz')^ 0, 
entspricht irgend einem Puncte der Coordinaten-Axe OX die Ebene: 

Bij + Ex'z = 0, 
wobei .t den Abstand des Punetes von dem Anfangspunete bezeichnet. Für 
irgend einen anderen Complex der zweigliedrigen Gruppe (53) finden wir 
dieselbe Ebene, weü für alle auf OX li^ende Puncte y und z verschwin- 
den. Diese Ebene geht dm'ch OX. Sonach schliessen wir: 

Fallen in einer C'ongruenz die beiden Directricen in eine 
gerade Linie zusammen, so ist diese Linie selbst eine gemein- 
schaftliche Linie aller Complex e, das heisst, eine Linie der 
Congruenz. 

Wir erhalten also eine Congruenz der fraglichen Art, wenn wir in 
einem Complexe alle diejenigen Linien nehmen, die eine feste Linie desselben 
schneiden. Wenn ein Pmict auf einer Linie eines Complexes fortrückt, so 
dreht sich die üim entsprechende Ebene mn dieselbe (Nr. 28). Es gehen 
also durch jeden Punct deijenigen geraden Linie, in welche die beiden Di- 
rectricen zusammenfallen, unendlich viele Linien der Congruenz, die sammt- 
lich einer Ebene angehören, die ihrei-seits dm-ch diese gerade Linie geht. 
Rückt der Punct auf einer geraden Linie foi-t, so dreht sich die Ebene um 
dieselbe. Die Beziehung zwischen Punct und Ebene ist eine vollkommen 
gegenseitige. 

Indem wir weiter particiilarisiren, sei 

.(,. A\ B und W 
gleich Null. Dann vei.'sch\vindet nach (-U) J, wahrend lang i) nach (45) 
unter der l'omi ^'/o auftritt iui<l, weil zwischen den vevSL-hwindendcn Coef- 



*1 Der Grund davon liegt Uai'iu. duss eine gerade iiinie vier L'onstiinten repriSsentü't, während 
eine C'ongruenz, die, wie tlie vorliegende, durcii eine Bedingung particularisivt ist, von sieben alj- 
hiii^t. Die drei noch übrigen Constiinten finden wir in dem zweiten gegebenen Coiaples, der danam 
mu- YOn drei ifillkiirlichen Constanten abhängt, ■weil er an die zwei Bedingungen geknv'i|>ft ist, dass 
seine Axe die gerade Linie, in welche die beiden Dire et i'ice)i der Cougrnena zusammenfallen, sc li neidet, 
und zwar senkrecht schneidet. 
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fieienten keine Relation besteht, iiubestimnit mrd. Damit in Uebereinstim- 
miu^ nehmen in dem Ausdrucke (49) ftti* (tt*" — [t^y .Zählei" und Nenner 
zugleich den "Werth Niül an. 

Eine jede Linie, welche in der Coordinaten-Kbene .YT durch 
den Anfangspunet geht, ist eine Directrix der Congruenz. 

Tür die G-leichung der die Congruenz bestimmenden zweigliedrigen fimppe 
nehmen wir die folgende, in der nur von einander abhängige Coefficienten 
vorkommen : 

— /)o + /w> ^ ;, (— //a -f- h-Q) = 0. (r'5) 

Insbesondere können wii: aus dieser (Truppe die folgenden beiden Complexe 
auswählen : 

Q = 0, o = 0, 

die, in homogenen Coordinaten ausgedrückt, die nachstehenden Clleichmigen 
haben : 

.v'z — .vz = i), >jz - >jz - 0. (5G) 

Danach umfasst die Congi-uenz einmal alle Linien, ilie in der Coordinaten- 
Ebene XY liegen, sodann alle Linien, die dm'ch den Anfangspunet gehen. 

Eine jede Linie der Congruenz schneidet sammtliche Direc- 
tricen derselben. Die D irectricen sind selbst Linien der Con- 
gruenz. 

Diu'ch einen gegebenen Pmict geht im Allgememen eine einzige Linie 
der fraglichen Congruenz: die Verbindungslinie desselben mit dem Anfangs-' 
pimete. Liegt insbesondere der gegebene Punct in XY , so gehen durch 
denselben unendlich viele Linien der Congmenz, welche sämmtlich der ge- 
nannten Cooi-dinaten-Ebene angehören. Küekt der in der Eigene XY ange- 
nommene Punct insbesondere in den Anfangspunet, so gehört jede durch 
denselben gehende gerade Linie der Congruenz an. 

Andererseits liegt, im Allgemeinen, in jeder gegebenen Ebene eine 
Linie der Congruenz; die Durchschnittslinie derselben mit der Coordinaten- 
Ebene XY. Geht insbesondere die gegebene Ebene durch den Anfangspunet, 
so liegen in derselben unendlich viele Linien der Congi'uenz, welche sämmt- 
lich durch den genannten Punct laufen, FaUt die durch den Anfai^punet 
gelegte Ebene insbesondere mit der Cooi-dinaten-Ebene XY zusammen, so 
gehört jede in dei-selben liegende gerade Linie der Congi'uenz an, 

69. Wir haben im Voi-stehenden die Hauptaxe einer Congi-uenz und 

10* 
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die beiden Nebenaxeii dei'selbeii zn Coordinaten-Äxen genommen und hiiiT- 
nach die Congi'uenz. dm'ch die folgenden beiden Complex-Gleichmigen : 
a, — Ar + Bs — 0(7 + /iy = n, i 
i2' :.-.-. JV + ß'x - - //a -f E'q =0,1 
imtei' der Voranssetznng , class-: 

_(■/> _ ,!/)■ = 0, (4l>) 

//A'— ß/i' = 0, (43) 

dargestellt und ziir geometrischen Bostimmnng der (.'ongTuenz erhalten: 

t.ang^^= -4|- (^■'') 

Die letzten beitlen Gleiehnngen lassen unentschieden, ob diejenige Directi-ix 
der Congi'uenz, welcher + tang 0- entspricht, die Hauptaxe derselben m 
einem Puncte schneidet, für welchen z = -\- ^ oder z ^ — A ist, wonach 
die andere Direetrix, welcher — tang * entspriclat, die Axe bezüglich in dem 
Puncto schneidet, desseii z das entgegengesetzte Zeichen hat. Hieraiit va. 
Uebereinstimmung, gelangen wir zu denselben Gieichimgen (44) und (45), 
wenn wir in den Grleiehimgen (37) gleichzeitig das Vorzeichen von .1 und B 
und von M mid B' , oder, was dasselbe heisst, gleichzeitig das Vorzeichen 
und D und E imd von />' und E' ändern. Indem wir die dieser Vci-tan- 
.schimg entsprechenden Complexe durch die Symbole ili und ii ^ bezeichnen, 
treten die folgenden Gleichungen : 

.Qi Ei Ar + Bs -f /><f — E<, = 0, i 

ii^ ;- Ar + B'h + //(T — Ä'y = I ^'""^ 

an die Stelle der früheren. Die beiden Congiaxenzen, welche durch die 
beiden Gleichungen-Paare (37) und (57) dargestellt werden, haben denselben 
Jlittelpunct und cheselbe Centralebene, senkrecht auf dieser dieselbe Haupt- 
axe und in derselben dieselben beiden Nebenaxen, Auch der Abstand der 
beiden Directricen von einander luid die Winkel, welche ihre Richtungen 
mit einander bilden, sind in beideia Congi'uenzen gleich. Die Beziehung 
der beiden Congi'uenzen zu einander ist eine gegenseitige: es ist, wenn wir 
die frühere Anschauung einer Spiegelimg ivieder zu Hülfe nehmen und als 
spiegelnde Flache die Ebene XY (oder statt dei'selbeii eine andere Coordi- 
naten-Ebene) betrachten, die eine deraelben das Spiegelbild der anderen. 
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Zwei Congraenzeu, welclie in dieser Bezieliung zu eiiiaiiilev stehen, wollen 
wir zwei eonjugirte Congiiienzen nennen. 

70. Wir haben im Voi-stehenden nachgewiesen, dass eine Congrnenz 
gleichzeitig sammtlichen Complexen einer zweigliedrigen Grappe angehört, 
und dass imter diesen Complexen sich im Allgemeinen zwei von der beson- 
deren Art befinden, deren Parameter gleich Null sind. Die Axe jedes der 
beiden Complexe wird von sammthchen Linien desselben geschnitten, woraus 
folgt, dass alle Linien der Congruenz, weil sie auch diesen beiden Complexen 
angehören müssen, die beiden Axen derselben schneiden. Dem entsprechend 
haben wir diese Axen als die beiden Directricen einer Congruenz definirt. 
Wir können aber auch die beiden Directricen unter einem anderen Gesichts- 
puncte auffassen. 

71. Eine Congruenz Ist dadurch bestimmt, dass ihi'e Linien gleich- 
zeitig zweien beliebig aiis einer zweigliedrigen Complex-Gruppe genommenen 
Complexen angehören. Die Complexe werden durch die Gleichung: 

ß -j- iiSi' = 
dargestellt, wenn wir in dieselbe für (t nacheinander zwei beliebige Werthe 
setzen. Dadurch reducii-t sich aber die Anzahl der unabhängigen Constanten 
jeder dieser Gleichmigen um eine Einheit. Die Anzahl der Constanten, von 
welchen die Congruenz abhängt, betragt hiemach: 

2(5 — 1) = 8, 
die Summe der Constanten zweier Complexe, deren Constanten sich von fünf 
auf vier reducirt haben. Wenn eine der Congruenz angehörige Linie gegeben 
ist, so erhalten' wir eine lineare Bedingungsgleichung zwischen den vier Con- 
stanten jedes der beiden Complexe, durch welche die Congruenz gegeben ist. 
Vier gegebene gerade Linien der Congruenz sind zur Bestimmung der beiden 
Complexe und mithin der Congruenz nothwendig und him'eichend. Dm-eh 
vier gegebene gerade Linien der Congiiienz smd zwei der Congiaienz nicht 
angehörige gerade Linien, welche die vier gegebenen schneiden, bestimmt. 
Diese Linien hängen von acht Constanten ab; sie bestimmen gegenseitig die 
vier gegebenen Linien und alle Linieii der Congruenz. 

Je vier Lmien eines Complexes bestimmen eine Congruenz, die dem 
Complexe angehört. Ist die Congi'uenz durch vier ihrer Lüiien gegeben, 
so ist diu-ch jede fünfte Lmie ein Complex bestimmt, welchem die Con- 
giiienz angehört. Die beiden Linien, welche die vier gegebenen Linien 
schneiden , sind einei"seits die beiden Directricen der Congiiienz , anderer- 
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seits zwei zugeordnete Polaren jedes Complexes, dem die Congiiieiiz an- 
gehört. 

Je zwei zugeordnete Polaren eines gegebene]! Complexes 
sind die Ijeiden Directricen einer dem Comp lex angeliörigen 
Congruenz. 

Die beiden Directricen einer gegebenen Congruenz sind 
zwei zugeordnete Polaren jedes Complexes, dem die Congruenz 
angehört. 

Fallen die beiden Direetrieen in eine gerade Linie zusam- 
men, so ist die.^e gemeinschaftliche Linie aller Complexe, also 
selbst eine Linie der Congruenz (vergl. Nr. 68.)- 

72. Im Allgemeinen geht durch einen gegebenen Pnnct nur eine ein- 
zige Linie einer gegebenen Congi'uenz, so wie in jeder Ebene nur eine ein- 
zige Linie derselben hegt. Wir können die beiden Direetrieen als den Ort 
solcher Punete i^etrachten, durch welche nnendlich viele Linien der Con- 
gruenz gehen, so wie andererseits als den von solchen Ebenen umhüllten 
Ort, in welchem ^nlendlich viele Linien der Congruenz liegen. Wenn nämlich 
ein Punct auf einer von zwei zugeordneten Polaren eines Complexes der 
zweigliedi'igen Gnippe angenommen wird, so ist diejenige Ebene, welche 
dm'ch den Punct und die andere Polare geht, die in dem C!omplexe dem 
Pnncte entsprechende Eliene. Wenn also die beiden zugeordneten Polaren 
allen Complexen einer zweigliedrigen Gruppe gleichzeitig angehören, ent- 
spricht jedem Pmicte einer der beiden gemeinschaftlichen Polaren in allen 
Complexen der Gruppe (.lieselbe Ebene, welche dadurch bestimmt ist, dass 
sie durch die andere Polare geht. Die Beziehung der beiden Polaren zu den 
Complexen der Gn^ppe ist eine durchaus gegenseitige. Wir können auch, 
umgekehi-t, von einer Ebene, welche durch eine der lieiden Polaren gelegt 
ist, ausgehen; dann ist, in tülen Complexen der zweigliedrigen Gruppe, der 
dieser Ebene entsprechende Punct deraelbe \md zwai' der Durchschnitt dieser 
Eljene mit der anderen Polaren. Während also in einer Congruenz einem 
gegebenen Pmicte im Allgemeinen eine gerade Linie entspricht, entspricht 
demselben, wemi er insljesondere auf einer der beiden Direetrieen angenom- 
men wird, eine Ebene, die durch die andere Directrix geht, sowie Jeder 
Ebene, der im Allgememen eine einzige gerade Linie entspricht, dann, 
wenn sie dm'ch eine der beiden Direetricm gelil , ein Punct entspricht, 
welcher auf der anderen Directi-ix liegt. 



y Google 



— 79 — 

73. Die vorstehende Definition der Directricen können wir sonacli in 
folgender Weise umschreiben. Sie sind der geometrische Ort solcher Puncte, 
denen in den verschiedenen Complexen der bezüglichen zweigliedrigen Gruppe 
dieselbe Ebene entspricht, oder anch als den von solchen Ebenen um- 
hüllten Ort, denen in den verschiedenen Complexen derselbe Punet ent- 
spricht. Hieran knüpft sich unmittelbar eine neue analytische Bestimmung 
der beiden Directricen einer Congruenz, sei es, dass wir von Strahien- 
Coordinaten, sei es, dass wir von Axen-Coordinaten Gebrauch machen. 
Wir wollen , wie früher (3) : 

.<2 + iifi' = 
für die Gleichmig der Co]nplexgi'uppe nehmen, indem wir in all^acmeinster 
Weise 

Si ^ Ar + Bs J^ C ~ 1)6 + Eq + /■//, 
ß' r= A'r + B's + C" — D' G + E' q + /"v 
setzen. Dann ist die Gleichung deijenigen Ebene, welche in irgend einem 
diu'ch eine beliebige Annahme des unbestimmten Coeffleienten bezeichneten 
Complexe der Gruppe einem gegebenen Puncte x\ y, z' entspricht, die fol- 
gende (Nr. 27); 

{A + Fy'-Ez')x + {B-F.v^fJz')l/ + {C+E.v-~Dy)z ~- (,/.,■+ /^y+tV) 

= 0. (58) 

Diese Gleichung wird immer, welches auch der AVerth von ;( sein mag, be- 
friedigt, wemi gleichzeitig: 

{A+Fy-^Ezyv+{B-F.v+I>zyj^{C-{^Ex-D!/-)z-{Ax+By^Vz)==Q, (59) 
{A'-^F>/-E'z)xMB'-F\x+D-z)y+{C- + F\v---D'y)-'-i-^'-^'+f^'u' + C'^') 

= 0. (60) 

Die beiden, durch diese Gleichimg dargestellten Ebenen entsprechen in den 
Complexen ii und Ü' dem gegebenen Puncte; sie haben mit den, in alleu 
verschiedenen Complexen der Gruppe, demselben Puncte entsprechenden Ebenen 
eine gemeinschaftliche Durel^elmitMinie. Wenn insbesondere die beiden 
Ebenen (59) und (60) zusammenfallen, so fallen mit ihnen alle entsprechen- 
den Ebenen (58) zusammen. Damit dies stattfinde, müssen die beiden letz- 
ten Gleichungen identisch werden, was unmittelbar die folgenden sechs 
Relationen liefert: 

_A + Fy' — Ez'_ _ n — Fx' + Dz _ C-\-Ex —Dy _ Ax-^Bij^Cz 
Ä + F-'j'-E-z-' ~~ ~B'~-~F~c' + ff z ~ 'V'-fE-x'~-U-y- ~ A' x' + JJ' i/ + C z 



(Gl) 
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Die Pimcte {x',y',-), welche durch (Glj bestimmt suul, liegen auf den bei- 
den Dixectricen der Congraenz. Wir wollen ihi'e Coordinaten als veränderlich 
betrachten mid dem entsprechend fortan die denselben beigefügten Aeeente 
fortlassen. 

74. Um die Gleichungen (61) geometrisch zu deuten, wollen wir die- 
jenigen Ebenen, welche in den beiden Complexen ß imd ß' l>ez(lglich den 
Axen OX, OV, OZ zugeordnet sind, das heisst mit anderen Worten, Puncten 
entspreclien, welche auf diesen Axen unendlich weit liegen, durch 7' und /*', 
Q und Q', R und K und diejenigen Ebenen, welche in den beiden Com- 
plexen dem Anfangspimcte entsprechen, durch S und .S' bezeichnen. Dann 
sind die Gleichungen diesei" Elienen: 

A + fij — Ez j, = 0, Ä -\- F'y -■ E' z -- // =: 0, 



ß — f.r ^ Dz : q = 0, B' — F'x + D' z .:= q = 0, i .^.^ 

(' + /i'.r- /)>/ -. /■ = 0, r + Ä".r —/>>-:?■' = 0, ' 

A.f + /J>j ■\- Cz .: ,v = 0, Äx + B'y -f C z -_. .v' = 0. J 

Zwischen den linearen Functionen ;*, (/, r. ,s- und //, ij\ /, / bestehen die 
folgenden beiden ideutisclien Gleichungen: 

/'■r + '/// + rz --,v, » 

;/. + ,V-H/.- /. } (^^> 

Gegenseitig ist durch diese beiden identischen Gleichungen die besondere Form 
der acht linearen Functionen bestimmt. 

Die geraden Linien PP', QQ', RK, SS' sind solche vier gerade Linien, 
welche in der Congi-uenz denjenigen vier Pmicten entsprechen, welche, in 
Beziehmig auf das gewählte Coordinaten -System, eine aiisgezeichnete Lage 
halben, nämlich den drei Pimeten, welche nach der Eichtung der drei Coor- 
dinaten -Axen unendlich weit liegen, und dem Anfangspnncte. Die vier Linien 
gehören der Congruenz an. Die beiden Directricen der Congruenz sind so- 
nach dadurch vollkommen bestimmt , dass sie diese vier geraden Linien 
schneiden. Je nachdem diejenige Linienfläche, welche irgend drei der vier 
geraden Linien PP\ QQ\ RR', SS" zu Linien einer ihrer Erzeugungen hat, 
von der vierten dieser Linien geschnitten wird oder nicht, sind die beiden 
Directricen reell oder imaginär. 

Die liertheilige Gleichung (Gl) wird nach Einführung der acht )Symbole: 
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Sie ergibt sicii in Folge der Ijeideii identischen Gleichungen (G2} unniittelbar 
aus dei' dreitheiligen Gleichung; 

y - 7/ - / ■ (Co) 

Diese Grleichuug ist also zur Bestimmung der beiden Direetiicen hinreichend. 
Sie löst sich in die folgenden drei Gleichungen auf; 

pr =pr, \ (66) 

qr = qr, J 
welche drei Linienfläeheu zweiter Ordnung dai-stellen, die durch die beiden 
Directrieen gehen. lii Folge der viei-theiligen Gleichung (64) kommen zu 
diesen di'ei Liiüenfläclien noch drei neue, durch die Gleichungen: 

ps' = p's, ] 

f,d = q's, (G7) 

dargestellte Linienflächen hinzu , welche ebenfalls die beiden Directrieen ent- 
halten. Auf diese Weise sind die beiden Directrieen dadurch bestimmt, dass 
auf ihnen irgend zwei der sechs Hji^erboloide (66) iind (G7) sich schneiden.*) 



*; Es verdient Ijesonders hei*voi'gelio1)en ku n-erLlci 
System zweier reellen oder imaginären geraden 
wie die dreitheilige Gleichung; 

■•g — ■% _ y^yo_ _ 

fl b 

eine einzige gerade Linie darstellt. Die ^orstelieiide Gleichimg entMUt iiocli fimf u 
Staate, worunter eine überzählige, ivelche darauf kommt, dass {a:^, y^, :j} ein willkürlicher Piinet der 
dargestellten geraden Linie ist. Die Gleichimg (Gl) enthält, hei der gemachten Functdons-Bestiminung, 
zehn unabhängige Constante, darunter zwei überzählige, die dadurch bedingt sind, dass die beiden 
Complexe iß und Sl' durch irgend zwei andere der zweigliedrige» Gruiipe: 

J3 -f- (1 ß' = 
ersetzt werden kSuiieii. 

Es scheint angemessen, dieses Resultat auch direct abzuleiten. 
Die Gleichung (C5) wird befriedet, wenn gleieheeitig den drei Gleicliungen : 
p = Ip. 
q =. Xq. 

welche, entwickelt, in die folgenden übergehen: 

iA--lA') + {F—lF')y — {E — IE'}: = 0, l 

{n — lB'-) -^{F — \F')x+ {D + XD')z =. 0, \ (GS) 

{O — lC) -\-{E-~}.E')x— {D-\'lD')y = 0, ) 
Genüge geschieht. Diejenigen Puncie, welche zugleich in den durch diese Gleichungen dargestellten 
Ebenen liegen, gehören dem Ort an, der durch die Gleichung (6Ö) dargestellt wird. Aber für einen 
gegebenen Werth von i widersprechen sich im Allgemeinen die vorstehenden drei Gleichungen, Dieser 
Widerspruch wird mir dadurch gehoben, dass .r, y, z unendlich gross werden niid also der bezüg- 
PUekoi-, G^liwliis. 11 
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Wenn insbesondere C und F, C und I'" gleich INiill werden, so gibt die 

licte Punct imendlich iveit i'ilckt. Diinn iiLer ist es nicht gestattet, aus den vorstehenden di-ei 
Gleichungen die Tierte: 

s — i.s 
atzuleiten. 

Wenn inaljesoudere aber; 

{A — IA') (D — lD')-\'{ß — }.B') {E — }.E') + {C — XC') (F—Xf) = 0, (69) 

80 ist eine der drei fraglichen Gleichungen eine algebraische Folge der beiden anderen: es echneiden 
sich die drei bezüglichen Ebenen in einer geraden Linie. Da die letzte Gleichung im Allgemeinen 
zwei Werthe von 1 gibt, bo gibt es auch zwei solcher geraden Linien. Die Puncte dieser beiden 
geraden Linien sind die einzigen im Endlichen liegenden Puncte, deren Coordinaten die Gleichung (65) 
und damit (64) befriedigen. Durch die Gleichung (G4) werden also zwei gerade Linien, 
die beiden Directrieen, dargestellt. 

Wir wollen, um noch einige Erläuterungen hinzuzufügen, von dem Satze ausgehen, dass zwei 
Linienflächen zweiter Ordnung und Classe, welche durch zwei gerade Linien gehen, 
sich ausserdem noch in zwei anderen geraden Linien schneiden. Dieser Sata behält seine 
Bedeutung auch dann, iveim eine der beiden gegebenen geraden Linien in einer gegebenen Ebene 
unendbch weit hegt Die Flflchen sind dann mcht mein zwei emachalige Hyperboloide, sondern 
zwei hyperhohsL-he Paiaboloide deien Linien einer Erzei^ung der gegebenen Ebene paiailel sind 
Wenn also die seüie Flächen 6ü und (07) iv,ei feste geiade Lmien zi Lünen emei ihiei beiden Er 
Zeugungen hiben so haben sie paaaneise zusammengestellt aui Ptdem noch zwei andere Linien zu 
gemeinoimen Linien ihrei anderen Eizeugung Lmgekehrt also muss nachgewiesen weiden, dass 
irgend zwei dei sechs Limenflachen durch diesell en beiden gei iden Lmien gehen 

Die er=te dei drei G-Ieichungen 6(1 nimmt wenn Mir zu den lunctioneu, welche durth die in 
ihnen voikcmmenden Symbole daigestellt weiden wieder /iiuchgehen und dei Küize halbei 
[E F — EF )a. — {D F — BF y -{- D E — DEf)z = g, 
A B — AB\ — (A F — AFjx + ifft — ßF)i/+[(AD — AD)— B'E — BEf)']s = Äj 
'.etzen die folget de Poim an 

A +tf'- = (701 

wonach die 1 eidtn letzten Gleich uigen bo) m die folgenden ubeinChen 

Die Functionen ff sind die elben m den drei Gleichungen Die 4.1 sdiucke fi, und /; ergeben hich un 
mitteil at wenn wit m Ä, emmal B inä B mit C und C E und E mit f md F so iiie unter 
Zeichenw eehsel j mit • veitauschen und das Zeichen von a tlndei'n das andeie Mal A ind^ mit C 
und C D und D imt F und F '■o v-v: untei Zeichens ech&el v mit i vertauschen und das Zeichen 
■\on j mdem 

Die uapiingliche Form dei diei Gleichungen (6b zeigt dass die durch diese Gleichungen dai 
gestellten diei Limeniilchen paaiweise genommen PP QO RH zu tmei geniein^UiaftLicheu Ei 
zeugenden haben Die neue Form diesei Gleichungen zeigt da s diese diei Fliehen hjpeil obsche 
Paiaboloide smd und eme zw eite gememBchaftbehe Erze igende haben welche m det durch die 
Gleich mg 

E t — Ei ti~-{BF—BF\yA^\DE~BE - = Ä= ) 

iinendlii-h weit liegt Dieser Ebene smd die drei Lünen PP im f li \yi llel 
1 ^67j kömien wir zunächst in folgender 'Weise entwickeln: 
(pj— p'?)y + (p/ — p'rji = 0, -j 

(y/-5V)s + (p/-p»a^ = 0, \ (7-2) 

{pr- - p'r)x Jf- {gr' ~qr)y =0, ) 
ich dem Vorstehenden, auch folgendennaseen sclireiben: 

h--\-h'j =0, 1 

liy-\-h^x =-0. ] 
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Grleithsetzung der vier Ausdrücke ((Jl) di« beiden (ideiclmngen (34) und (jG), 
durch welche wir früher die beiden Dii-ectricen bestimmt haben.*) 

75. "Wir wollen an die Grleiehungen (61) nachträglich hier nur die Dis- 
cussion derjenigen beiden Falle knüpfen, die sich in Folge der besonderen 
Coordinaten- Bestimmung der früheren Discussion entzogen haben. Tn dem 
einen Falle ist: 

(75) 
(76) 



in dem andern: 



hl dem ei'sten Falle einhalten wir, %venn wir: 
ß E 1 



' jy E >■ 

setzen, einen Complex, ftii" dessen G-leielumg wir jede der folgenden drei 
unter sich identischen Gleichungen: 

S e st lle Ire ema habge Hyj e 1 olo de L welche n (. en a, 1 t le [ ngl chen Fo in 

die er Cle 1 ngen la utbcli SS z e ö h gen emsc! tb he E ze ge le hie Uebe die 
laben 1 e e 1 e Hjie 1 lo de n C mäs he t le Form 1 letzte Cle lug ia= -^re se z s nme 
geatellt eine zwe te gerne nschaftbohe E ze gen le Fiu. die In ch 1 e erst m 1 ttvc te die e -ste 
od d itte lie zwe te nnd ü tte Cle chn g 1 ge teilten 1 e len Hyi e 1 olo le e den 1 e e E ze ge 
len I ez "1 1 1 ch die f le hung n 

1=0 AB — Ar') — (ii — ÄFi>.— BF—BFj=^ 

j ~(\ {i C — 4C ^-{AF— AEx+Ch—Ob. = 

•c = h — BG —\ßD — BD)j—CD — CD = 

la ^ teilt D e Ir zw ten B zeuge le üecen 1 o 1 eziigbch m Je Ire Coo In te LI e e 
\y \Z J-Zud iohne den u 411gememen be lu h len Anf ing^i un t gel ende e te Erzeugende 
S5 ult Debe len gemein chaftbchen E ze ge len e z e er de 1 e Hti e 1 olo de gehd en 
also vie z arten a de elbe Ezegugled Fl chen 

Wen T z aa nn enfaeeen ^el ngen w r z d folgen len ln> h mg 

'^o ^e g nl zwe El e e 1 h hien E hschn tt e e ge-ad Lii e lestiane nl ne d 
1 b V ele El e en 1 b lie e ger wie Lu g ben iO werden 1 rch zwe eii s 1 alige Hj \ erbolo le 
eiche zwe fe te gerale L n en z Lin en e ne Erze ^ ng hal en zue eelle ode uuagm e 
Ln ea I 1 e ge neins baftli ben L en de ndere Erzeug u g le s 11 e 1 esti nn t D e eil e 
1 e len ge aden Lm en ind gerne ne hattl 1 e E zeugende u enlhel ele olche Hjperbolo de 
I gen 1 we "era le Lm en les Ranmea el he 1 1 e den gegeben n ecbi e lan 1 e b h a f d ese 
We ee geo netr a h bestin nen un 1 lern ent i ecl e 1 mte der gemachten Be timn n^ de 1 neare 
Fin t e 1 1 ]e zwe le ech tleclmge (bG) n 1(C m wel 1 be e -the lige (. le h ng 

s 1 nflü t inolytisch la stellen Nein n 1 e ondere z u Be tm nu g le 1 e de gealen 

L nie zwe le d e Cle chn g n 6CI so bete u der o ■stehen len Lo t uction be Stelle le 

be len H i e lol le zwe I jTJerl ol a he Pa al olo de de va Lm en eine E ze g g e e gegel en 
El ene \ a aUel s n 1 m 1 1 e eu e die e Ln en gen em bab 

I e a it hrb hen Det il eu zugehe st hie nicht 1 t 

"V e gl 1 New t eon efay of <^i a Pb 1 1 na 18 i 
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{A-D~AD-)r-\- {B' D ~ B D')s ^ [CD -CD') = 0, ) 

{A'E— AE')r-\r{B'E~ BE')s+ (CE ~CE'} = 0, J (77) 

(A'E— AF')r + {B'F— BF') s + {€' F — CF) = J 

nehmen können. Dann sind alle Linien der Congi'uenz einei" Ebene parallel, 

deren Gleichung wir erhalten, wenn wir in eine, beliebige-' der vorstehenden 

Gleichnngen ;■ und s durch — mid — ersetzen. In derselben Ebene liegt eine 

Directrix unendlich weit : die Durchsclinittslinie paralleler Ebenen. Wir haben 
eine Congiixenz, deren eine Directrix xniendlich weit liegt, eine parabo- 
lische genannt. Zur Bestimnnmg der nicht unendlich weit liegenden Directiix 
gibt die paarweise Gleichsetzung der drei ersten Ansdräcke (Ol): 
{ÄB~AB-)—{A'F~AF).v-{B'F—BF-)y+[iA'D~AD') + {B'E—BE)'\z=QA 
{^ÄC~AC')^{ÄE~AF/)x—[{ÄD—AD')+{C'F—CF')]!/^{€'E~CE')z=Q,\{'l^) 
{B'C—BC)-\-[{B'E—BF)-\-{CF-~CF)]x^{B'D—BD')tj—{CD^Cß')z=Q.\ 
Diese drei Gleichmigen stellen drei durch die Directrix gehende Ebenen dar. 
Wenn insbesondere /' und /" ^x'rschmnden , rednciren sich die fraglichen 
Bedingungen auf; 

D' E— Dt-: = 0. 
Dann erhalten wir für die Ebene, welcher die eine Directrix parallel ist, die 
unter sich identischen Gleichungen : 

{A'D~Aß').v + (BD — BD)// + (C'D~CD')z = 0, | ,-,|, 

(A'E—AE')x + {B'E — BE')>jAr{CE~CE-)z = 0, / 
und für die Gleichungen der anderen: 
iÄB — AB') + [{ÄD — AD') + (ß'E—BE-)]: = 0, | 

iA'C^AC')-i-(ÄB — AE').v — (A'D — Aü')>/ + {C'E-~CE-)z = 0, j- (80) 
(B'C—BC')-^(B'E^BE').i—{B'D — BD')i/^(C'D — CD')z =^ 0. J 
Die nicht imendlich weit liegende Directrix ist also der Ebene Ä'F parallel. 
Die fraglichen Bedii^^mgen werden insbesondere anch befriedigt, wenn 
gleichzeitig D und D', E und E' verschwinden. Dann liegt eine Dü'eetrix in 
der früheren Ebene unendlich weit, die nun durch die Gleichung: 

(A'F—AF).v + {B'F^BF')y + (C'E—CF"]z = (81) 

dargestellt wird. Pur die andere Directrix kommt: 

{.'KB—Aß) — {ÄF—AF-).v—{B'F—Ii'F)>j = 0,1 
ÄC—AC 
'J - ~lfF-CF^ ' \ (82) 

"' ~ CF—CF'' ' \ 
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Dieselbe ist also der Axe OZ psirallel und schneidet die Ebene XV in einem 

Panete, dessen Coordinaten dnreh die letzten beiden Gleichungen bestimmt 

werden. Wenn wir diese Coordinaten -Werthe in die erste der letzten 

drei Gleichungen einsetzen, so wird diese Gleichung in Folge der identischen 

Gleichung: 

[AB- AB-) {C'F-CF') + {B'C—BC) (ÄF-Af) — {A'C-Af) {B'F-Br).i. 

befriedigt. 

Wemi insbesondere: 

{ÄB — AIT) + (B'E-BF') + {C'F^CF') = 0, (83) 

so particidarisirt sich die parabolische Congmenz. Alsdann werden die drei 
Ebenen (78), durch deren Durchschnitt die im Endlichen liegende Directrix 
der Congnienz bestimmt wurde, iinter sieh und mit der Ebene parallel, in 
welcher die zweite Directrix unendlich weit liegt. 

Die beiden Directrieen der parabolischen Congvuenz fallen 
im Unendlichen in eine gerade Linie zusammen. 

Wii- gehen hier nicht weiter auf diese besondere Art von Congruenzen 
ein, da sie dem ei-sten in der 68. Nummer behandelten Falle vollkommeii 
analog ist. 

Die vorstehende Bedingungs-Gleichung (83) wird vermöge [ß'l) insbeson- 
dere befriedigt, wenn 

ÄD^ BE + CF =0, I , 

Ä O'+B'E'-^C'F- = 0. / 
Alsdann sind sämmtliche C'omplexe der die Congruenz bestimmenden zwei- 
gliedrigen Gruppe von der besonderen Art, dass Uire Parameter verschwin- 
den. In Uebereinstimmung hiermit fallen die drei Ebenen (78) in eine einzige 
zusammen. Da die Axen aller Complexe, denen eine parabolische Congi'uenz 
angehört, unter sich parallel sind, so schliessen wir: 

Die Congruenz hat unendlich viele, unter sich parallele 
Directrieen, die in derselben Ebene liegen. In dieser Ebene 
liegt auch die unendlich weit liegende Directrix. 

Dieser Fall entspricht dem zweiten Falle der 68. Nimnner. Es ist bloss 
der gemeinschaftliche Durchschnitt der Directrieen unendlich weit gerückt. 

76. Wenn die Bedingungs-Gleiehungen (63) erfüllt werden, ent.spricht dem 
besonderen Werthe des unbestimmten Coefficienten: 

ABC .^.. 
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ein Complex der zweigliedrigen Giiippe, welcher durch eine der drei folgen- 
den miter sieh identischen Grleiehimgen dargestellt wird: 

— (ÄD^AD'jo + (A'E~AE')(> + (A'F~ AF'Jtj = 0, ] 

— iB'/)^ßI}')<r-\-{B'B—B/'J')Q-\-{ß'F—BF')7j = i), |- (86) 

— {C'D — CD')G + {C'E—CE')q + {C'F—CF')vi = 0. j 

Die Axe des Complexes steht auf derjenigen Ebene, welche, wenn wir 
— 6, Q,i} mit X, >j, z vertauscheu, durch die letzte Grleiehung dargestellt wird, 
im Anfai^puncte senki'eeht. Da der Parameter des Complexes gleich Null 
ist, ist diese Axe eine der beiden Dii'ectricen der Congruenz. In Ueberein- 
stimmuug hiermit werden die Gleichungen (61) befriedigt, wenn :i', y, z 
gleichzeitig vei'schwinden. Diese Gleichungen rednciren sich im vorliegenden 
Falle auf: 

A^-Fy — Ez _ D-fx + ilz _ C-\-Ex-_Dy _A _. B^ _ C_ 
A'+F'y — E'z ~ y-F'x + ß'z '^ 'C'-^E'~x — ffy "" "ä " 'll' ~" C" '^'' 

Sie geben, wemi wir die drei ersten ihrer \'ier Glieder uacli einander dem 
vierten gleichsetzen : 

{C'F-'CF')!/ ~ {C'E-~CE')z = U, 

{C'F~CF')x~ {C'D~CD')z = 0, 

{C'E~CE")x~ {C'T)~€D')y = 0. 
Diese Gleichungen, in welchen wir 5 und J an die Stelle von V selu'eiben 
können, lassen sich in folgender Weise zusammenziehen: 

'C'D — OÜ' "^ C'E—CE' ^ C'T^'CF'' ' (^^) 

und stellen die durch den Anfangspuiict gehende Directrix dar. 

Die Bedmgmigs-Gleichungen (63) werden insbesondere befriedigt, wenn 
A mid Ä, B und B' vei'schwinden. Dann erhalten wir, wenn wir paai'weise 
die drei ersten Ausdi-ücke (61) einander gleich setzen: 

[{EF-~EF')x — {D'F~nF')ij + {D'E~DE')z]z = 0, 1 
{{C'F—CF') + {EF~EF')x — {I)'F—DF')y + {r/E—DE')z]y = 0, (89) 

[{CF—CF-) + {E-F—EF')x — {D'F~DF")y + (D'E^DE')z]x = 0. | 
Um die vorstehenden drei Gleichungen gleichzeitig zu befriedigen , genügt es, 

-' ^ " ! m 

{CF - VF') + {F'F— EF')x — {!)' F— 7)F')ij = J 
zu setzen. Die durch diese l>eiden Gleichungen dargestellte gerade Linie ist 
die zweite Directrix der Congi'uenz. Sie liegt in der Coordinaten-Ebene XY. 
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77. Wemi gleichzeitig 

A _ ß _ C ^ _ ^ _ ^' 

"ä ~^ B' ~' C ' l)' ~ E' ~ F' ' 

so ist die Congi-uenz eine parabolische, deren nicht unendlich weit liegende 
Directrix durch den Anfangspunct der Coordinaten geht. Dann wird die 
Grleiehung der durch den Anfangspunct gelegten Ebene, denen die Linien der 
Congi'uenz pai'allel sind, die folgende: 

Ä.i--Ar By + Cz = 0. 
Die durch den Anfangspunct gehende Directnx crhidt zn Gleit^hiingen : 

£ = ^ = 1 
D E F ' 

und die auf ihr senkrechte, durch den Anfangspunct gehende Ebene hat die 

Gleichung: 

J).i- + % + Fz = 0. 

78. "VVenu wir particularisiren und 

A-B-Aß-^O, |.-|-y (91) 

setzen, sind alle Linien der parabolischen Congruenz einer Ebene parallel, 
die auf der Coordinaten-Ebene A'V senkrecht steht, ^viihrend ihre Directrix 
durch den Anfangspimct geht. 
Wenn 

J, J', /?,/?■- 0, "t,--r~r' (92) 

sind alle Linien der parabolischen Congruenz der Ebene A'F parallel. 
Wenn 

//B -DE- = 0, F, F- = 0, 4- -^l'- ■^"- ' (^3) 

liegt die Directrix der parabolischen Congruenz in der Ebene XY. 
Wenn 

*, ry, E, f" -0, j, „|, = |,, (34) 

fällt die Directrix der parabolischen Congruenz in die Cooi'dinaten-Axe OZ. 
Wenn 

.(, A', B, B', D, ff, A', E — 0, (95) 

sind die Linien der parabolischen Congruenz der Coordinaten-Ebene XV 

parallel und ihre Directrix Mit mit der Coordinaten -Axe Oj? zusammen. Bei 

diesen Voraussetzmigen wii'd die Gleichung der zweigliedrigen C'oraplex-Gruppe : 

(C+/.-,,) + ..(r + /-,)^0, (86) 
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und alle Complexe der Gruppe ^verden, bei ^\"illküiiieher Annahuie von /■. 
durch die Gleichung: 

■,; + k '- (97) 

dargestellt.*) 
Wenn 

SO gibt 

die folgende Gleiclumg eines Complexes der zweigliedrigen Gnippe; 

{Ä'C— ÄC')r + {B'C—BC')s~{C'F—CF')ri = 0. 
Dieser Complex ist von der besondem Art, dass alle seine Linien die Äxe 
desselben sehneiden, und diese Axe, eine Directrix der Congi'uenz, ist hier 
der Coordinateu-Axe OZ parallel und schneidet die El jene -fJT in einem 
. Puncte, dessen Gleichung in Linien -Coordinaten dieser Ebene die folgende ist: 
{B-C— BC')(~[ÄC~ AC)u -^ {C'F— CF')/r = (I. 
(Vergl. Nr. 45. (95).) 
Wenn insbesondere 

4^^J^^^-^;„ aoo, 

so ffl.llt eme Du'ectrix der Congruenz mit der Axe 02 ziisammeti. 
Um noch ein letztes Beispiel zu geben, wollen wir: 

A ~ jy ~ f' ' 'c "" ff '~ K *^*'^) 

setzen. Wenn wir dann nach einander 

= _ -^ = '^ = - ^'' \ 
(' — ~Ä ~ ' ~ B' ~ ' /■" ' I 

_ c _ ^ ^ n \ («»2) 

nehmen, erhalten wir für die Gleichungen zweier Complexe der Gruppe: 
a + ;ii2' = 

*) Setzen ^i'ii' für ij den Aufitlviick ', , so gebt ilie Gleiehiiiig des Textes in die fol- 

geucle ■[Ibei': 

(iiid giljt, n-Oiiii U iiiibestiiiuHt ivii'tl, gleichzeitig 
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die folgenden: 

iA'C-AC") - (ÄD-AJ)-)o^(A'E~AE')Q = 0, ] 
{A'C—AC')r+ {B-C~BC")s ~ (C F —C F')-,) = 0. ) ' 

Diese Ijeiden Gleiehnngen i'edueiren sieli auf: 

Ar + Bs^Ffi^-O] 
und stellen zwei Complexe der besonderen Alt dar, deren Parameter ver- 
schwinden. Die Axen der Coniplexe sind die beiden Directrieen der Con- 
gmenz. Eine derselben liegt in der Ebene XV und wird in dieser Eigene 
durch die Grleichungi 

C + Ex — />// = (105) 

dargestellt. Die andere ist der Axe OZ parallel und sehneidet die Ebene XF 
in einem Pnncte, der, in dieser Ebene, durch die (rleiclumg: 

Hl — An + /'■-= (lüß) 

dargestellt wird (Nr. f>3.). 

79, Zur analytischen Darstellung einer zweigliedrigen Complex-Gruppe 
und der dadurch bestimmten Congruenz haben wir nns bisher rechtwinkliger 
Coordinaten - Axen bedient, und dabei den Mittelpmict der Congruenz zum 
Anfangspuncte der Coordinaten und zur Axe OZ diejenige Linie genomnaen, 
welche die beiden Directrieen rechtwinklig achneidet. Indem wir alsdann 
die beiden Axen OX und OY mit den beiden Nebenaxen der Congruenz zu- 
sammenfallen Hessen, haben wir auf dem einfachsten Wege die allgemeine 
Bestimmung derselben in der 69. Nummer erhalten. 

Wir können aber auch jede beliebige gerade Linie der Congruenz als 
Axe OZ imd den Punct, in welchem sie die Central -Ebene schneidet, zmn 
Anfangspnnct nehmen. Wenn wir dann die beiden Nebenaxen in dieser 
Ebene parallel mit sich selbst so verschieben, dass sie in dem neuen Anfangs- 
puncte sich schneiden, so halbiren sie, nach wie vor, die Winkel, welche die 
beiden Directrieen, projicirt nach OZ auf die Central -Ebene, mit einander 
bilden. Es ist klar, dass in der neuen Coordinaten-Bestimmung die Grleichung 
der Complex-Gruppe die fnütere Form behält. Ist der Neigungswinkel der 
Axe OZ gegen die Ebene XY y, so tritt an die Stelle von z/ nunmehr 

-■ — ■, das heisst, der Abstand der Durchschnittspuncte der Axe OZ mit den 
beiden Directrieen vom Anfangspuncte der Coordinaten. 

Wir können endlich auch, ohne die Fomi der oliigen Gleichung zu 



y Google 



— 90 - 

ändern, die beiden Axen OÄ' und OF in der Centrtü - Kbene beliebig so an- 
nehmen, dass sie mit den Projectionen beider SDirectiicen Yiev Hannonicalen 
bUden. Die Axe OZ können wir als einen Haiiptdurehmessei', die Axen O.Y 
imd OF als zwei conjugii-te Nebendnrehmessei' der Congi'nen"z bezi^iclmen. 
Die conjugirten Nebendm'chmesser bleiben ancli dann veell, wenn die lieiden 
Direetricen imaginär werden. 

Wir haben fi-flher zwei conjugirte Congruenzen dadurch definiii, dass 
in denselben Axen und Nebenaxen dieselben sind, nnr die durch den Scheitel 
der Axe gehenden Direetricen ün'e Rielitimgen gegenseitig vertauschen. Wir 
können an die Stelle der Axe der Congnienz in dieser Defuiition einen be- 
liebigen Durchmesser setzen. Daiin hat eine Cougiaiens unendlich viele con- 
jughte: jedem Durehmesser derselben entspricht eine solche. 

80. Das Vorstehende enthalt die voUständ^e Diseussion der durch zwei- 
gliedrige Complex- Gruppen bestimmten Congi'uenzen. Wir wollen in dem 
Folgenden an diese Discussion neue Betrachtiingeu anknüpfen, welche be- 
stimmt sind, von der Natur solclier Congi'ucnzcn ein itnsr:hanlicht.'P Bild 
zu geben. 

Im Anschiuss an die ßi». Nummer stelle imter der Voraussetzung recht- 
winküger Coordinaten 

///■ + //*■ — Do + Eq = (107) 

einen derjenigen beiden Complexe besonderer Art dar, welche eine der beiden 
Direetricen der Congi'uenz zu Axen haben. Dann erhalten wir zur Bestim- 
mung der Constanten dieser Gleichung neben den beiden Gleiclumgen (-14) 
und (45) die folgende: 

A/J -i- BE =-. 0. (lOS) 

Aus den beiden ersten Bedingungsgleichuugen ergilit sich: 

~ =-■ .-/ätang.S4-, (30U) 

■AWh (44) und (inS): 

^; - '^'- (V^) 

Dividiren wir die beiden letzten Gleiclmugen in einander und beriu-ksich- 
tigeii (108), so ergibt sidi 

i'^ -% =tau-^lK (111) 

Setzen wir ./> = 1, wonach ei-st .(, B, E absolute Werthe erhalten, uikI 
berücksichtigen wir, dass für den Fall reeller Direetricen das Produet: 
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ABC ^ ^n.ang^it 
nach dei- 66. Nxinimer einen positiven Werth erhalten muss. so ergeben sich 
die folgenden vier möglichen Constanten-Bestimmiingen: 

A = — z^ tangö-, ß = ^ J. E =-- — tungit, (112) 

A =- — A tang iJ, B -- — A, K --= + tang %, {W.'A 

A= + A tang i^, B ^- + J. E = -\- tang %, (lU) 

/i = + z/ taugJ^, B ^- ~ zj, E =^ — tang 9-. (115) 

Die beiden ersten Combinationen, und ebenso die lieiden letzten, lassen sich 

aus einander dadurch ableiten,, dass man gleichzeitig die Vorzeichen von J 

und tang %■ ändert. Die beiden ersten Comliinationen bestimmen also die ■ 

fragliehen Complexe der einen, die beiden letzten der anderen von zwei con- 

jngirten Congiiienzen. Wir können also, indem wir: 

£ HIE ö — //tangH- /• — tang O' ■ <> + .Jv = o, 'I 
r.- (7-- Jtangi^.;- + tangi> ■!> — //,s- = ) ' '*' 

setzen, durch 

^^i,r = (117) 

die Compk'x - Gruppe der einen Congruenz, indem wir; 

Z, = a + J tang i^ ■ /■ -4- tang iJ - o + Js — , | 
r/ =- ff + -J tang {>■ r ~ tang &q — As -= d f ^^ 

setzen, durch 

^1 + ;tS; = (119) 

die Complex-Orruppe der coiijngirten Congruenü darstellen. 

81. Es möchte vielleicht nicht impassend sein, auch noch auf direetem 
Wege die voi'steheuden Gleichmigen abzuleiten. Unter Beibehaltung der bis- 
herigen Coordinaten-Bestimmmig seien die Gleichungen der beiden, als ge- 
geben Ijetrachteten Directricen emer Congi'uenz; 

y = tang %■ ■ x. r = z/ . ) 

Ij = — tang iJ ■ .r, z = — zl. \ 

Es htmdelt sich darum, die beiden Complexe liesonderer Art zu liestimmen, 
deren Axen mit den beiden Directricen zusammenfallen. Yerschie))en wir 
die beiden Complexe mit ihren Axen so, dass diese letztem üi die mit der 
Central-Ebene der Congi'uenz znsamnaenfallende Coordinaten-Ebene XF rucken, 
so erhalten wir die Gleichungen der beiden Complexe in der neuen Lagt; 
immittelbar, wenn wir in den Gleiclmngen der gegebenen Directricen ,i' und // 
mit p imd a vertiinschen. Auf diese Weise koinmt: 
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o = — tang y- ■ £>. J 
Wenn wir die Complexe wieder in ihre ursprtmgliehe Lage zurückfilhren, 
haben wir in der Gleichimg des ersten q und a mit 
Q -\- zl ■ r und a -\- J ■ .1, 
in der Gleichung des zweiten mit 

Q ■ — J ■ r und — z/ ■ s 
zu vertauschen (Nr. 12.). Nach dieser Vertauschuug ergibt sich: 
6 — z/ tang d' ■ ?■ — tang '9'-e-f-z/-s = 0, "l 
a — z/tang*-/- + t.aug^-ß — ^..9 = 0. | ^^^^^ 

Diese Gleichungen sind dieselben, die wir eben für die erste der beiden con- 
jugii'ten Congruenzen gefunden haben; die Gleichungen der zweiten erhalten 
wir durch Aenderung des Vorzeichens von tang * (116), (118). 

82, Zur Bestimmung der Congmenz können wir an die Stelle der beiden 
Complexe £i und ß' die beiden Complexe ,S und iHT nehmen, und demnacli 
dieselbe Complex- Gruppe, die wir früher durch die Gleichung: 

ß + ((ß' = (3) 

dargestellt haben, nunmehr durch die Gleichung: 

e + i.s'-o (117) 

darstellen. Diese Gleichung' wird, wenn wir entwickeln und der Kürze wegen 

1 + ,« '• (!-'-') 

setzen;. 

(i — J tang H -r — 1 (tang » ■ q — J ■ s) = 0. (12?.) 

Sie stellt, wemi wir fdr X nach einander alle möglichen Werthe einsetzen, 
die sammtlichen Complexe der zweigliedrigen Gruppe dar, durch welche die 
Cougruenz bestimmt ist. 

Zu diesen Complexen gehören insbesondere zwei, den "Wei-then J. = 
und J. = 5c entsprechend, welche, wenn wir der Kürze wegen: 
zl tang 1^ ^^ /■'*, 

zt ^. (124) 

setzen, durch die beiden Gleiehimgeu: 

dargestellt werden. Die Parameter der beiden Complexe sind /■" und ^0 . Die 
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Axen derselben tVülen mit den beiden Nebenaxeu der Coiigi'iieuz zusammen. 
Ihi- Durchschnitt ist der Mittelpunet der Congiiienz. Wir wollen sie, ihi'er 
ausgezeichneten Beziehung zur Congruenz wegen, besonders hervorheben und 
die beiden Central-Complexe derselben nennen. 

Wenn die eonjiigirte Congruenz an die Stelle der gegebenen tritt , bleiben 
die Axen der beiden Central-Complexe, die mit den gemeinschaftliehen Neben- 
axen der beiden Congnxenzen zusammenfallen, dieselben. Auch die absoluten 
Werthe ihrer beiden Parameter ändern sieh nicht, nur ändert sich, in Folge 
der Zeichenänderung von tai^ #, gleichzeitig das Vorzeichen beider Parameter. 

Die Grleichung der Complexgruppe nimmt hiernach, wenn wir überdies 
noch der Kürze wegen: 

;. tang » — ;.„ 
setzen, die folgende einfache Form an: 

Si" + }.„£i, - (<,--/."/•) + ;.o(o + /,'.-v) = 0. (l->(i) 



Es ist: 



und hiernach: 





k 


•h 


— -- j', 








= — tang< 


/,'■ 


— & 


= 


sin # cos"# " 




— k„ 


" 


-2^ 
taug" 2» ' 

— cos 2 *. 



(127) 



*" + *. -^"=°'^*- I 

Hier erhalten wir, zur Bestimmung der Congruenz, ausser den sechs (.'on- 
stanten der Lage die beiden Parameter ihrer Central- Compk'xe. 
83. Wenn wir von den beiden Gleiehungen ; 

il ,... Ar + B. -Oc, + ^i> = 0, 

£i' :.-■_ Ar + B's — J)'c, + E'q = 0, ^ '' 

dm'ch welche wir früher die Congruenz bestimmt haben, imd zwischen deren 
Coefficienten, wenn die Nehenaxen der Congruenz zu Coordinaten-Axen OX 
und OF genommen werden, die Relationen: 
Aß— A/y = 0, 
BE— BE' = 
bestehen, ausgehen, so können wir leicht daraus die Gleichung der beiden 
Central-Complexe ableiten. Zu diesem Ende brauchen wir bloss die beiden 
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Lrieiehuiigen von einander al jzuzielieu , nachdem ^vir zuvor eiumal die erste 
dersell-ien mit B\ die zweite mit B, das andere Mal die erste derselben mit 
Ä. die zweite mit A multiplicirt haben. Auf diese Weise kommt, wemi wir 
die Yor.*tehenden Bedingimgs-Gleiehungeu beitieksichtigen: 
{B'J)~Bn')ü + {ÄB~AB')r = 0, 
(.J'A'— .(/-"ipH- {.X ß- .IB')s -. 0. 
wonaoiii 

. _ _ÄB--Air \ 
'- B-D~BÜ' \ 

, _ AB- AU- ''-■^* 

A'E—ÄL"' I 

84. Um miter den Complexen der zweigliedrigen Urnppe einen einzelnen 
zu l>e>tinnnen. den wir dm-cb die Gleichung: 

j;+ B.s~ Da + Eq ^ 
i-larstellen \-\-ollen, müssen wir den Parameter deH,sel]jen, /-, das - desjenigen 
Pmictes, m welchem seine Axe die Axe <>^ einschneidet, imd denWiiikel ro 
kemieu, den die Riehtimg dieser Axe mit der Richtung der Axe OX bildet. 
Wir können, bei der Bestimmung dieser Constanten, in gleich einfacher 
Weise einmal von den ))eiden Central -Complexen, das andere Mal von den 
beiden Directricen der Cougraenz, als bekannt, ausgehen. Indem väx, dem 
entsprechend, die letzte Gleichung einmal der Gleieimng (12G), das andere 
Mal der Gleichung (123) identisch setzen, ergeben sieh die folgenden Relationen: 

,-/ ..-. ^- /■» = — ^taDgi>, j 

B .^- h,A-„ --= ?./J, \ 

I) =- - 1, I 

E ■=. ;.„ == - i fang \). i 

Die allgemeinen t-deieliungen des vorigen Paragraphen (15), (16) i\nd (öo) er- 
geben fClr den fraglichen Complex, indem wir t' imd jF gleich Kuli setzen: 

tang r„ --= ^ , 

AE-IlD 



Führen wir /■'■. /,■ und /.,i ein, so kommt: 

taug 0, - - ;.„, (1^2) 



(i:!0) 
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^--TTXt(^'-«, (133) 

und hieraus, wenn wir J.,, eliminiren : 

: = (/.-" — /o) sin r.j cos t.j, |i;>'0 

X- == ^**' cos- 0} -\- /,"' sin- c.j, (!-'''') 

und sehliesslieli , niu-li Elimination von or. 

j2 + (^._^..)(^._^.,) _o. (l-iT) 

Wenn wir die Constanten der beiden Divectricen einlidji'en. o'eh«n die 
Gleicliungen (135) und (1^6) in die folgenden ttbev: 

^--""/■'^""■+*:;«'""""- (i«ö) 

Jedem Wertlie von m entspricht ein emziger Werth von z 11.^5), (138) und 
ein Weith des Complex-Parametei-s (IBü), (139). Da aber jedem Wertlie 
von z zwei Eichtnngeu der C'omplex-Axe und zwei Weiihe voix A-, die reell 
und imaginäi' sein können, entsprechen, so gibt es ein Maxiimun der Ent- 
femimg der Coniplex-Äxen von der Central -Ebene. Für dieses ITaximnm gibt 

die GHeichmig (138) unmittelbar, dem AVinkel f.i = , entsprechend: 
und gleichzeitig Avird nach (131)): 

*--fi„ga» -*''■" + *''• ('-") 

85. Die Discussion der vorstehenden analytischen Entwickclungen liefert 
eine Reihe von geometiisehen Resultaten. 

Wir haben nach der 64. Niunmer der Axe OA' eine beliebige dei^jenigen 
beiden Riehtmigen gegeben, welche die von den beiden Directricen einer ge- 
gebenen CongiTienz gebildeten spitzen und stumpfen Scheitelwinkel halbiren, 
und die positive Erstreckimg dieser Axe beliebig angenommen. Den "Winkel 
reclonen wir von der positiven Ei-streckung der Axe (hY nach der positiven 
Erstreckung' der Axe OK Indem wir durch $■ die Richtung derjenigen der 
beiden Directricen bezeichnen, die einem positiven Z entspricht, ist hiernach 
die positive Er-streckung von OF bestimmt. In der zwiefachen Cooi'dinaten- 
Bestimmung tritt (i:i — &) an die Stelle von &, und demnach (1'24) vertauschen 
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sich die "Werthe von k" uiid kn gegenseitig unter Zeiclieuweeli?eL Wir wollen 
das Coordinatensystem so annehmen, dass OX die spitzen Scheitelwinkel, 
die in dei- Central -Ebene der Congi-uenz von den Projectionen der beiden 
Directrieen gebildet werden, halbirt. Dann ist (128) k° jx^itiv, /'o negativ, 
nnd, weU tai'^ 2iJ- > 0: 

/■" + /5-0 < 0. 
Der Parameter de;i Central- Complexes, dessen Axe in OX filllt, ist A" und 
jwsitiv, der Parameter des Central -Oomplexes, dessen Axe in OF fällt, ist 
kn und negativ. Absolut genommen ist der Wei"th des zweiten Parametei"« 
gi'össer als der Werth der ersten. 

Wir halben fi-tiher bereits neben die gegebene Congrnenz eine zweite 
gestellt, die wir die ihr eonjugirte genannt haben (Nr. 69.), und die wir 
erhalten, wemi die beiden Parameter der Central -Complexe der gegebenen, 
^•"xmd-^'o, gleichzeitig ihr Zeichen ändern, oder, was dasselbe heisst, wenn 
J dasselbe bleibt nnd 8- sein Zeichen wechselt. Neben die gegebene Con- 
giTienz stellt sich noch eine dritte, welche wir die ihr adjungirte nennen 
wollen, und die man erhält, wenn k'^ und X-o sich gegenseit^ vertauschen 
und zugleich ihr Zeichen ändern. Dies kommt nach- (124) darauf hinaus, 

\\i — *) ^n die Stelle von % treten zu lassen. Endlich erhalten wir noch 
eine viei'te Congraenz, welche von der gegebenen unmittelbar abhängt, wenn 
wir von der gegebenen einmal die conjugirte, dann von dieser die adjungirte 
nelunen, was darauf lunauskommt, k" und kt, ohne Zeichen Wechsel zu ver- 
tauschen, oder, was dasselbe heisst, {%■ — g) an die Stelle von ■0' zusetzen. 

In unserer Ämiahme ist fflr die gegebene Congruenz 2iJ- ein spitzer 
Winkel ; ftlr die adjungiiie Congruenz ist der entsprechende Winkel {x — 2 9-) 
ein stumpfer. Bezeichnen wir zur Unterscheidung die Parameter der beiden 
Central - Complexe der adjiuigirten Congi'uenz durch {k"') und (Xn), so ist: 

(¥) + («■.) > 0, 
und da \k") po>:iti\-, (/(,) negativ ist, hat {k") absolut einen grösseren Werth 
als (/■„). 

Die Axe, die Central -Ebene und in ihr die beiden Nelienaxen, so wie 
der Abstand der beiden Directrieen von einander Ijleiben für sämmtliche 
vier Congi'uenzen dieseliien. 

86. Wenn wir die Coordinaten irgend eines Punctes auf der Axe irgend 
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eines Complexes der zweigliedrigen Gruppe durch .v,y,z bezeichnen, so ist: 

WS- f.) = -J\ ., • Sin^ ft) = - — -: :r> 

wonach die Gleiclinng (13ö) in die folgende iibergelit: 

(.r2-f-)z + {X-o-Xc).ry = 0. (14-2) 

Diese Gleichung stellt diejenige Linienflaehe dar, die ^oll den Axen der 
Complexe der zweigliedrigen Gruppe, darch welche die Congi-uenz bestimmt 
ist, gebildet wird. 

Je nachdem wir in der voi-stelienden Gleichung das eine oder das andere 
der beiden Vorzeichen nehmen, bezieht sie sich auf die gegebene oder die 
dieser conjugii'te Congmeuz. Soll sie sich auf die gegebene beziehen, so 
muss, der gemachten Coordinaten-Bestimmmig gemäss, nach welcher (X" — /o) 

positiv ist, wenn ^vir - gleich der Tangente des Winkels d-, also positiv, 
nehmen, auch der "Wcrth von ; positiv, ^ + z/, werden. Wir müssen also 
das untere Zeichen wählen und erhalten: 

(,rH-r%--(^-^-'!-o).v^ = 0. (143) 

Die einzige Constante, welche in dieser Gleichung vorkommt, (A-" — /■„), ist 
die Summe der absoluten Werthe der Parameter der Central -Complexe. Diese 
Sunmie ist aber auch (140) das DopjJelte des Maximum von z, also gleich 
der Höhe /^ der Fläche, die von zwei Ebenen eingeschlossen ist, in deren 
Mitte die Central-Ebene hindurchgeht. Die Fläche wird von jeder zwischen- 
liegenden Ebene in zwei geraden Linien geschnitten, welche in der Central- 
Ebene, indem sie mit den beiden Äxen der Central-Complexe zusammen- 
fallen , auf einander senkrecht stehen. Wenn sich die sehneidende Ebene von 
der Central-Ebene nach der ^»sitiven Seite entfernt, wird der Wiiikel, wel- 
chen sie mit einander bilden, immer kleiner, bis er, in der einen Gränz- 

Ebene, fü]- r.j = V , verschwindet, und demnach die ]:ieiden Linien in eine 

einzige zusammenfallen. Wenn sich die schneidende Ebene von der Central- 
Ebene nach der negativen Seite entfernt, wird der Winkel, den die beiden 
Durchschnittslinien mit einander bilden, ein stumpfer, bis derselbe in der 

anderen Gränz-Ebene, oj = — j entsprechend, gleich ;r wird und demnach 

die beiden Durclischnittslinien wieder zusammenfallen. Die Gleichung (135) 
zeigt, dass die Linien, welche den Winkel der beiden Du fhsehnittslinien 

Piilckcr, Ceonn^liig. 

13 
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m einer beliebigen, der Central -Eigene parallelen, Ebene halbiren, in den- 
jenigen toeiclen Ebenen liegen, welche mit den Coordinaten-Ebenen A'Z, Y Z 
gleidie Winkel bilden,*) 

Da die gegebene Congmenz von zwei Constanten A-" und ^o, die frag- 
liehö Fläche aber nur von einer Constanten, der Differenz jener beiden, 
abhängt, so steht diese Fläche zu unendlich vielen Congruenzen in der glei- 
chen Beziehung, dass sie der geometrische Ort der bezüglichen Complex- 
Axen ist. Unter diesen Congruenzen befindet sich auch die der gegebenen 
adjungirte; denn wir können ^ und k^ miter Zeiehenwechsel vertauschen, 
ohne dass die Gleichung der Fläclie sich ändert.. Die^e Fläche steht also 
in derselben Beziehung zu der gegebenen Congi-uenz und der ihr adjun- 
girten. 

87. Wir wollen die Complexe der zweigliedrigen Gruppe dadurch geo- 
metrisch bestimmen, dass wir auf den Axen derselben, welche sämmtlieh 
OZ schneiden, von dieser Axe aus die entsprechenden Parameter luiter Be- 
räcksichtigung des Vorzeichens, auftragen. Dann erhalten wir eine der in 
der vorigen Nummer betrachteten Linienfläche aufgeschriebene Curve, durch 
welche die ganze zweigliedrige Complexgruppe bestimmt wird. Wir wollen 
diese Curve die characteris tische Curve der Congmenz nennen. 
Es genügt, die Projection dieser Curve auf die Coordinaten-Ebene XY zu 
kennen; jedem Puncte der Projection entspricht ein einziger reeller Punct 
der Fläche. 

Die Gleichung (136) ist, in Polar -Coordinaten, die Gleichung dieser 
Projection, wenn wir in ihr k als Leitstrahl und gleichzeitig mit m als 
veränderlich betrachten. Diese Gleichung geht, wenn wir: 



/■ = + // .r^ 4- Iß, cos 0) = —jT' sin o) = -,-r 
setzen, in die folgende ül^er: 

(x' + ff-{k>x'-Yk,.tf, (144) 

und stellt dann die projieirte Cm-ve in gewöhnlichen Pmict- Coordinaten 
dar. Diese Gleichung bleibt dieselbe, wenn wir die Zeichen von k^ und ku 
gleichzeitig ändern. Die durch die Gleichung dargestellte Curve steht also 
in gleicher Beziehung zu der gegebenen Congnienz und der ikr conjugirten. 



*) Für die geometrische Anschaniuig bieten Moilello, 
Jta'w finfei'tigen lassen, grosse Erleictteriing. 
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Sie besteht , (Figur 7) , aus vier paarweise gleiclieu 
Schleifen, die innerhalb der vier von den Projectionen der 
beiden Direetrieen gebildeten Scheitelwinkel liegen. 

88. Die Grleichung (137) liefert, wenn wir sie in 
derselben Weise behandeln, wie in der vorigen Fummer 
die G-leichung (136), eine neue Fläche, welche durch die 
eben bestimmte Curve doppelter Krümmung geht. Diese 
Gleichung formt sich in die folgende um: 

(.r^ + y^ + 2^ + /C/c,)-^ = (/co + /c<,r (.f* + ?/'), (145) 
und stellt eine Fläche vierter Oi-dmmg dar. Diese Fläche ^'^'■' '^■■ 

ist eine Umdrehungsfläche, deren Axe OZ ist. Für die Meridian-Cun* der- 
selben in der Ebene A'^Z erhalten wir, indem wir y verschwinden lassen: 

(,^-. + ^.^_A-M■„)^ = (yf■o + ,t„)^.^■^ 
und, wenn wir entwickeln: 

- + (^ + ^--+-^1'-}' - (*^'^)'. 

Diese Gleichung stellt ein System zweier Kreise dar, deren beiderseitiger 
Kadius : 

i (/t" — /-o) ^ /* (146) 

ist, lind deren Mittelpuncte auf der Axe OÄ' von der Axe OZ nach ent- 
gegengesetzter Seite den Abstand: 

-^ i (/,• + /,„) -^ r (147) 

haben. Die beiden Kreise schneiden sich auf OZ iu denjenigen beiden 
Puncten, in welchen diese Axe von den beiden Direetrieen geschnitten 
wird.*) 

Die neue Fläche wird also durch Umdrehen eines Kreises um die Axe 
der Congruenz erzeugt. Der Radius desselben ist gleich der halben Höhe 
der Linienfläche (142). Sein Mittelpunct liegt in der Central-Ebene imd 
dessen Abstand von der Axe OZ ist dem Parameter desjenigen Complexes 
gleich, de^en Axe in die Begränzungs-Ebene der Linienfläche (142) föUt. 
Die Rotationsfläche Uegt ganz zwischen denselben Ebenen und wird voi^ 
jeder derselben nach dem Umfai^^e eines ■Krei'^e*! berührt 

'") Wir können beilanflg Ijemerken, Ji"> diP Dinchsi-hintt&pnncte dei Leiden Direetrieen mit der 
Axe An Loiigrnenz che lieidea Brennpuncte eines Kotations Elbp'^oid'i sind, dessen Jlittelpnnct mit 
dem llittelpniicte dei Congiuenz iUBiumfleiiTallt dessen Rnt itinn» ixe m OZ liegt cmd gleich k ist, 
wälu'en 1 dfi E idiiis »miet ^.eqiiLtonxlkiei'tes den Weith c hat 

13* 
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Die Gleichung (14,0) bleibt ungeändert dieselbe, sowolil wenn A** und A-^ 
sieh gegenseitig vertauschen, als auch, wenn beide Constanten gleichzeitig 
ihr Zeichen ändern. Die Rotationsfläche bezieht sich also gleichzeitig auf 
die gegebene Congmenz, die ihr conjugirte, die ihr adjimgirte und diejenige, 
welche der ihr conjugiiten adjungirt ist. 

89. Wir erhalten, wenn wir zusammenfassen, die folgende Bestimmung 
der Axen der zweigliedrigen Complexgruppe, diu'ch welche die gegebene 

Congruenz bestimmt wird. Wir haben vorausgesetzt, dass -O- < ^- Wir 

wollen von dem Werthe oj = ausgehen, wo die Complexaxe in der Central- 
ebene hegt und der C'omplex-Parameter sein positives Maximum Jf" eiTeieht. 
Wenn a von bis + iJ' wächst, entfernt sich die Complexaxe von der Central- 
ebene auf der positiven Seite derselben, während der Complex-Parameter ab- 
nimmt. Wenn to durch 9- hindurch bis -g- wächst, wächst z, der Abstand 

von der Centralebene , durch ^ hindurchgehend, wo die Complexaxe mit einer 
D irectrix der Congruenz zusammenfällt , bis er sein Maximiun i (A-" — A,) = /; 
erreicht, während der Complex-Parameter, durch iNuli hindurchgehend, ne- 
gative Werthe erhält und an der Gränze gleich 1 (X-" + AC(,)eec wird. Fährt 

die Complexaxe fort, sich um OZ zu. drehen, von o = -j- bis oi = ^ , so 
nähert sich dieselbe wieder der Centralebene, während der negative Werth 
des Complex-Parametera wächst, bis er in dieser Ebene das Maximum A-„ 
erreicht. Dauert die Drehimg von w = -^y bis oj = -^- fort, so entfernt 
sich die Axe wieder von der Centralebene auf der negativen Seite derselben, 
bis an der Grenze z sein negatives Maximiim { — ä) einreicht , während der 
negative Werth des Complex-Parametei^ abnimmt und an der Gränze den 
Werth c erhält. Bei der Drehung von w = — ^ bis ro = z — i> nähert sich 
die Axe wieder der Centralebene, bis sie, 2 = — J entsprechend, mit der 
zweiten Directrix der Congi-uenz zusammenfällt, während der negative 
Complex-Parameter bis zum Verschwinden abnimmt. Vollendet die Axe ihre 
Drehung um OZ, indem w von (z — &) bis z wächst, so nähert sie sich 
wieder der Centralebene, bis sie wieder die Lage annimmt, von der wir 
ausgegangen sind, während der Complex-Parameter, der sein Zeichen geän- 
dert, wächst und in der Centralebene wiederum sein positives Maximum 
erreicht. 
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(149) 



(150) 



90. Um vollständige Symmetrie in diesen Untersuehimgen zn erzielen, 
m.tissen wir die gegebene Congruenz gleichzeitig mit den genannten drei 
anderen betrachten, die unmittelbar von ihr abhängen. Das fordert zunächst, 
dass wir auf die beiden Linienflächen Rücksicht nehmen, welche, bei dem 
doppelten Vorzeichen, durch die Gleichung (142) bestimmt werden. Das 
System dieser beiden Flächen können wir durch die einzige Grleichimg: 

(,,. + ^.).,. = (X-o„^,)..r.^ä (1481 

darstellen. 

Der vollständige Durchschnitt der Rotationsfläche (145) mit den beiden 
Linienflächen zerfUUt in zwei algebraische Eaumcurven, von denen eine auf 
jeder dieser beiden Flächen liegt. Die ' Projectionen der beiden räumlichen 
Durchschnitts-Curven auf die Centralebene decken sich und lösen sich dabei 
in zwei Curven sechsten Grades auf, von welchen eine durch die frühere 
Gleichung : 

die andere dni-eh die folgende: 

(^■^ + ^/=)3 = (^„,r^ + X.o^.). 

dargestellt wird. In der bisherigen Voraussetzung 
reeller Directricen besteht jede der beiden Cm-- 
ven (Figiu- 8) aus vier Schleifen, die im Anfangs- 
puncte der Coordinaten einen vierfachen Punct 
bilden. Wenn man eine der beiden Curven in 
ihrer Ebene um den Anfangspunct durch einen 
Winkel —^ dreht, so erhält man die andere. 

Die charaeteristische Curve der gegebenen 
Congruenz liegt auf der ersten Linienfläche (142), 
bildet aber auf derselben keinen vollständigen, in 
sich abgeschlossenen Zug. Die Projection derselben auf die Centralebene der 
Congruenz bildet nur die eme Hälfte AOBOC der Curve (149). Sie ist 
durch zwei Puncte begränzt, die auf OX auf beiden Seiten des Anfangs- 
punctes in gleichem Abstände von demselben liegen. 

Die charaeteristische Cm-ve der adjungirten Congruenz liegt auf der- 
selben Linienfläcbe, ihre Projection ist die eine Hälfbe ÄOB'OC der Curve 
(150). Sie bricht, analog wie die vorige, in zwei Puneten von OX ab. 

Die charaeteristische Curve der conjugirten Congmenz liegt auf der 
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zweiten LiiiieuHäche (U2). Ihre Projeetion bildet die eine Hälfte CODOA 
der Ciu-ve '{149), welche die Projeetion der charaeteristischen Cui-ve der ge- 
gebenen Congnienz zn der vollständigen Cnrve (149) ergänzt. Die beiden 
characteristischen C'uiTen brechen auf OX in donsellien Ijeiden Puncten Ä 
lind D ab. 

Die characteristische Cnrve der c o n j ii g i r t - a dj u ngi r t en Congruenz 
liegt auf der zweiten Linieufläche und ihre Projeetion bildet die zweite 
Hälfte C'OD'OÄ der Cnrve (150), welche die Projeetion der chai-acteristi- 
schen C'urve der adjiuigirten Congraenz zu der vollständigen algebraischen 
Gurve ergänzt. 

Der projieirende Cylinder, der die Centralebene in der Ourve (149) 
schneidet, sehneidet die erste Linienliäche in einer in sich gescblossenen 
Curve, die aus zwei Tlieilen besteht, der characteristisehen Cm^e der ge- 
gebenen Congnienz und dem Spiegelbilde der chai'aeteristischen Cnr^T der 
conjugirten Congi-uenz, genommen in Beziehung auf die Centralebene. 

Ebenso bilden auf der zweiten Linienfläcbe die characteristische Cnn'e 
der eonjugirten Congi-uenz xmd das Spiegelbild der characteristisehen Cui-ve 
der gegebenen Congiiienz eine in sich geschlossene Ciin-e, ivelche, wie die 
vorbeigehende, die C'urve (149) zur Pi-ojection hat. 

Der zweite projieirende Cylinder, weleher die Centralebene in der CuiTe 
(150). schneidet, sehneidet die erate Linienfläehe in einer in sich geselilosse- 
nen Cuiwe, die aus zwei Theüen besteht, der characteiistisehen Curve der 
adjnngirten Congi-uenz und dem Spiegelbilde der eharacteristiselien CuiTe 
der conjugirt-adjungirten. 

Ebenso bilden auf der zweiten Linicntlticbe die characteristische Cmwe 
der conjugirt-adjungii'ten Congruenz und das Spiegelbild der characteristisehen 
CniTe der adjungirten Congnienz eine in sieh geschlossene CiiiTe, welche, 
wie die vorhergehende, die Curve (löO) zur Projeetion hat. 

Die so bestimniteu vier in sieh gesclilossenen C'in'\'en büden den voll- 
ständigen reellen Theil algebraischer Kaumcun'en. Jede dereelben hat zwei 
Doppelpuncte , die auf der gemeinschaftlichen Axe der vier Congmenzen in 
diejenigen Ijeiden Pimcte fallen, in welchen diese Axe von den Dii'eetrieen 
der Congiiienzen geschnitten werden. In diesen beiden Puncten wird jede 
PtanmcniTe in vier Zweige getheilt , sodass wir im Ganzen seehszehn solcher 
Cnrvenzweige erhalten, welche silmjntlieh in den beiden Puncten der Axe 
auslaufen. Die acJit l'urvenzweige auf der einen LinieiiMche haben mit 
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den acht Ciirvenzweigen auf clei- zweiten Linienflache die acht Schleifen der 
heiden Curven (149) und (150) zm- gemeinschaftliehen Projection. Diejenigen 
Curvenz weige , welche die grossen Schleifen zur Projection haben, schneiden 
die Gränzlinien der beiden Linienflachen in Puncten, die gleichen Abstand 
von der Axe haben; diejenigen Curvenzweige , deren Projectionen die kleine- 
ren Ovale sind, sehneideB die Äse nicht. 

Die vier in sich geschlossenen Curven liegen vollständig auf der durch 
die Grleichung (145) dargestellten Eotationsfläehe. 

91. Gehen wir von einer gegebenen Linienflache (14y) aus, so können 
wüi" auf ihr die eharaeteiistischen Curven miendlich vieler Congraenzen anf- 
ti-agen. Jede dieser CiUTen ist durch den Durchschnitt mit eiiaer Rotations- 
fläche bestimmt, welche mit der Linienflache zwischen denselben Gränz- 
ebenen eingeschlossen ist. Diese Clränzebenen beriihi-en die Linienflache je 
in einer geraden Linie, die Rotationsfläche je in einem Kreise. Die Rich- 
tungen der beiden Beialhrungslinien, welclie die Axe OZ sehneiden, stehen 
w\t einander senlirecht; die beiden Bei-ührungski-eise haben ihren Mittelpmiet 
auf der Axe und ihre Radien sind einander gleich. Die einzelne Rotations- 
flaehe ist durch diesen Radira vollkommen bestimmt. Dieser Radius ist 
gleich dem Abstände des Slittelpunctes desjenigen Ki-eises, welcher durch 
seine Umdrehung \m\OZ die Rotationsfladie ei'zeugt, von dieser Axe. Geben 
wir dem Mittelpuncte dieses Kreises, dessen Radius sich ünmer gleich bleibt, 
in der Centralebene nach einander alle möglichen Abstände von der Axe OZ, 
so erhalten wir alle möglichen Rotationsflachen nnd, jeder derselben ent- 
sprechend, eine Congiiienz. 

Weim wir die fi-üliere Bezeichnung Ijeüiehaltcn , ilndert sich die Dift'cri.'n/. 
der Parameter der beiden Central-Complexe nicht, es ist: 

k^ — h = 2h, (151) 

wS\hi-end die Summe dieser Constanten von einer Congraenz ziii' andcra sich 
so ändert, das.s 

,,. + /.; _ - ■>,: (15ä) 

Hiernach ist; 

X- -/'-<■• h- --(« + -■), (U)3) 

J' - — .'fh — li' — <■', (134) 

*=»«=»-- I - j^-^ (155) 

Wenn wir also für die Constante c, durch welche die jedesmalige liotations- 
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fläche bestimmt ist, nach einander alle möglichen ijositiven Werthe nehmen, 
so entspiieht jedem Werthe dieser Constanten auf der gegebenen Linienfläche 
eine eharacteristische Cm-ve. Die den jedesmaligen adjungiiten Congi'nenzen 
entsprechenden CmTen liesitzen dieselben absoluten , alier mit dem entgegen- 
gesetzten Zeichen genommenen Werthe von c 

')2. Wenn c - 0, so kommt: 

/■ü ,■-■ — /.-, = // = J, fang- ih = 1. (lüG) 

Dann liegen, die lieiden Directricen in den Ebenen, welche die Linienfläche 
begi'änzen nnd haben den gi'össtmöglichsten Abstand von der Centralebene. 
Ilire beiden Riehtmigen stehen auf einander senkrecht nnd sind für die beiden 
adjirngh-ten Conginienzen dieselben. Die Clleichnng der Rotationsfläche wird 
in diesem Fnlle: 

:,'+!/' + :'-/,'. (ir,7) 

Wenn I- wächst, nimmt der absolute Werth des negativen /.;, zu, des 
positiven /■" ab. Dann nimmt der Abstand der lieiden Directricen A-on der 
■Centralebene ab mid der Winkel, welchen die beiden Eichtungen derselben 
mit einander l>i[den, entfernen sich immer mehr von rechten Winkeln, In- 
nerhalb der Gränzen 2/i nnd kömien \vü' den Abstand der beiden Direc- 
tricen einer Congruenz von einander beliebig annehmen. Der die Rotations- 
fläche erzeugende Kreis schneidet alsdann die Rotationsaxe in zwxn reellen 
Pimeten. 

An der Gränze r = /i ist ; 

/■'■ = n, /■. = ■- l>/^ z/ -- 0, tang it = 0. (158) 

Der Parameter eines der beiden Central-Complexe ist gleich Null. Die beiden 
Directricen der Congi'uenz fallen in der Axe OJC zusammen. Der die Rota- 
tionsfläclie ei-zeugende lü'eis berührt, die Rotationsaxe OZ in dem Anfangs- 
pnncte der Coordinaten 0. Die G-leichung der Rotationsfläclie wird: 

(,,. 4- ^. + ^2y = /,. (.^.2 + y.). ^59) 

Die chai'aeteristisehe Cnri'e bestimmt nach vde vor die Parameter nnd die 
Axenlagen unendlich vieler Complexe. Dies ist der erste in Nr. GS. behan- 
delte Fall. 

Wenn r > //, wird />" negativ, wie es /o ist. Die beiden Directricen 
der Congruenz, wie ihrer adjtmgii-ten , werden imaginär; weder ihre Richtung, 
noch ihr Dnrchscimitt mit OZ bleibt reell. Die Rotationsfläche bildet, wäh- 
rend der erzeugende Kreis die Axe OZ nicht sehneidet, einen vollständigen 
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Ring, ihre Duri:hs(:hnitts(:iii-\'e mit der Linienfläche zieht sich um diese Axe, 
ohne dieselbe zu schneiden. 

Wenn der absolute Weith des negativ gewordenen X-" wächst, nimmt 
c, die Entfernung des Mittelpunctes des erzeugenden Kreises, immer mehr 
zu, während das VerhäJtniss der beiden Parameter der Central-Complexe der 
Congruenz sich der Einheit nähert. An der Gränze ist: 

tang^i^ = — 1. (160) 

93. Ein ungemein einfaches Verfahren, die charaeteristisehen Curvcn 
der sämmtlichen Conginienzen auf die gegebene Lini(;nfläche aufzutragen, 
können wir der Gleichung: 

z^ + (A- — k>) [k — X-o) = (li)7) 

entnehmen. Beim Uebergange von einer characteristisehen Curve zur an- 
deren wachsen die beiden Constanten k'^ und k^ um dieselbe Grösse. Hierbei 
wird, welches auch der Werth von z sein mag, die vorstehende Gleichung 
Immer befriedigt, wenn die Veränderliche k denselben Zuwachs erhält. 

Es sei hiernach ü-gend eine der Linieiifläche aufgeschriebene, characte- 
ristische Curve gegeben; und für diese kömien wir insbesondere diejenige 
nehmen, nach welcher die Linienfläche von emer Kugel geschnitten wird, 
die die Höhe derselben zu ihrem Durchmesser und den Mittelpunct derselben 
auch zu dem ihrigen hat. Dann erhalten wir nach einander aUe eharacte- 
ristischen Curven, wenn wir alle Dnrclischnittspiinete der gegebenen Curve 
mit den Ei-zeugenden der Linienfläche auf diesen Erzeugenden der Axe um 
ein eonstautes Stück sich nähern oder von ihr sich entfernen lassen. 

Zu derselben Construction gelangen wir auf geometrischem Wege, wenn 
wir erwägen, dass eine characteristische Curve der geometrische Ort der- 
jenigen Pnncte ist, in welchen die Erzeugenden der Fläche von dem die 
Rotationsfläche beschreibenden Kreise geschnitten werden, und dass von 
einer characteristischen Cm-ve zur anderen der Mittelpunct dieses Kreises, 
dessen Ebene durch OZ geht, iler Axe OZ sich nähert oder von ihr sich 
entfernt. 

!)4. Wenn wir die characteristische Curve zweier conjugii-ten Congruenzen 
fitr den Fall, dass die Rotationsfläche mit einer Kugeloberfläche zusammen- 
fällt, auf die Central-Ebene projiciren, so erhalten wir für die Projection die 
Gleichung : 

(,,ä + y.). _/,.(.,.. _y!).. (ICD 

Die projicirte Ciu've hat, wie die allgemeinen Curven (14!)) oder (150), im 

PU.k..r,Ge™fli-i.. 14 



yGoosle 



106 



Anfangspuncte einen vierfachen Punct; die vier Schleifen, ans denen sie be- 
steht, sind gleich. Bei unserer Äiuiahme fallen die beiden Cm-ven (149) und 
(150) in die eine (161) zusammen (Figur E)).. 

^ An dem zweiten Uebergange (Figur 10), wo 

die beiden Directrieen in ÖX zusammenfallen, gehen 
die beiden üleichiingen (1.49) und (150) in die fol- 
genden über: 

(.r^ + y.). _4A^^S (1G2) 

{x"- + y'f = AhKvK {WS) 

Wenn der "Werth von %■ , dem entsiireehend, 

Y 

Tigui- 9. dass c bis + h wachst, .sieh ülhnählich von -,- ent- 

fernt, indem er einmal bis zum Verschvrinden abnimmt, das andere Mal 




dem die Pitnete, in wel(:hen einmal die Axe OX, das andere Mal die Axe 
oy- von denselben geschnitten wird, 
dem Pmicte immer näher rücken, 
während zugleich ihre in sieh schnei- 
denden Tangenten immer mehr sich 
der bezüglichen Coordinaten-Axe nähern 
und an der Gränze mit derselben zu- 
sammenfallen. Dann besteht die Curve 
ans zwei gleichen Ovalen, welche, eine 
der beiden Nebenasen auf entgegen- 
gesetzter Seite berühren. 

Wenn endlieh c über /* hinaus- 
wächst und %■ imaginär wird, zieht 
sieh dieselbe um den Anfangspunct 
hermn, in welchem nuiimehr 4 iso- 
lirte Pmikte derselben zusanunen- 
Pigm- 11. fallen (Figur 11). 

Die Curven, welche überhaupt durch jede der beiden Grleichungen (149) 
und (150) bei verschiedener Annahme der Constanten dargestellt werden, er- 
geben sich, wie die räumlichen CmTCn, deren Projectionen sie sind, sammt- 
lich, wenn eine derselben gegeben ist. Wenn wir in der Gleichung; 
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k = ;(-ocosV,) + /•(, sin'^Gj (13G) 

^ als Leitsti"ahl betrachten, so ist diese Grleichung die Grieichimg in Polar- 
Coordinaten derselben Cnrve, die wir friiher dui'ch die Gleichung (149) dar- 
gestellt haben. Durch bestimmte Werthe von k" und /Cn ist eine dieser 
Cm-ven gegeben, und wir erhalten alle übrigen, wenn wir diese Constanten 
um dieselbe Grösse d wachsen lassen. Dann aber kommt; 

k + d = {k'^ + 6) cos^o» -\- {h + d) sinäo), i\U) 

d. h. von einer Cnrve zur andern wachsen aUe Leitstrahlen um 6'. 
Die Gleichung der Cnrve (102) wird in Polar-Coordinaten : 

X- = 2/isin^o), (165) 

wonach diese Cnrve auf ausserordentlich einfache "Weise mit HiÜfe eines 
Ki'eises mit dem Durchmesser 2 /( construirff werden kann. Damit ist also 
die Construction aller CniTen (14:9) und (150) gegeben. 

9ü. Es ist die Discussion der Complexe einer zweigliedrigen Gruppe: 
iß + J^iQ' = 
für denjenigen Fall noch rückständig, dass durch diese Gruppe eine parabo- 
lische Congruenz bestimmt wird. Zur Bestimmmig einer solchen Congnienz 
ist es hinreichend, ihre einzige Directrix und euie Ebene zu kennen, welcher 
alle Linien derselben parallel sind. Wir wollen die Directrix als Coordinaten- 
Axe ÖX nehmen. Dann befindet sich unter den Complexen der Gmppe einer, 
dessen Gleichmig ist: 

<?=0. (16ß) 

"Wir woUen femer die Coordinaten-Ebene ZX durch OX so legen, dass sie 
auf der Ebene, der aUe Linien der Congruenz parallel sind, senkrecht steht. 
Daim kömien wir der Gleichung dieser Ebene die folgende Form geben: 

.V -\- Xz = 0, (167) 

wobei /. eine gegebene Constante bedeutet. Hiemaeh erhalten wir: 

?■+ A = 0, (1G8) 

um einen Complex auszudrücken, der aus Linien besteht, die alle der irag- 
lichen Ebene parallel sind, dem also ebenfalls die Congruenz angehört. 

Indem wir die beiden so bestimmten Complexe für Si und £i' nehmen, 
erhalten wir für die Gleichimg der Gruppe: 

<r + (*(;- + A) = 0. (IGD) 

Diese Gleichung sagt aus, dass aUe Linien der parabolischen Congruenz die 
Axe OX schneiden und der Ebene (167) parallel sind. 

Die Axen der verschiedenen Complexe, welche die parabolische Con- 
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gi-Lieuz bilden, liegen ,-siim}ntli(.:h in der Ebene AI' und ^L-luieiden in dieser 
Ebene (Nr. 51.) von der Axe }' ein Stüdv 

// = - ,i>. (170) 

ai). Der liezüiilicbe i'aranjeter i>t; 

/:=—fi, (171) 

und hiernach: 

// = ;./■ (17l>) 

die Gileichnug der charatteristiscben i'nvw dei' paraboli.seben Congrueiiz. 
Diese Gleichung stellt, wemi wir /■ vuu oy ans anf die Comples-Axen, also 
als .r, auftragen, eine gerade Linie iu AT dar, welche mit OA' denselben 
"Winkel bildet, wie die Ebene (IGT) mit der Coordinaten-Ebeue yz. 

96. Im Aiischluss an die geometi-ischen Betrachtungen der 711. A'unmier 
lassen wir, analog wie es in der 46. Nummer für einen einzehien Coniplex 
geschehen ist, noch einige analytische Entwiekelmigen folgen, die bezwecken, 
die Grleiclimig einer Congi'uenz auch in schiefwinkligen Coüixlinaten iuif ihren 
einfachsten Ausdruck zu führen. Es seien: 

o — /-"r = Ü, y + /-„,v = n n7;i) 

die beiden Central-Complexe, dm-eh welche eine Congrvienz in rechtwinkligen 
Coordinaten bestimmt wii'd. Wir wollen den Änfangspnnct in der Central- 
Ebene in einen beliebigen Pimet (.(■*", y") verlegen. Vei"schieben wir zu die- 
sem Ende das Coordinaten-System parallel mit sich selbst zuerst in der 
Hichtung von OF um ein Stück y*, so bleibt die Gleichung des zweiten 
Complexes, der OF zur Axe hat, unverändert, wülircnd. die Oleiebinm- des 
ersten Complexes in die folgende übergeht: 

«-i;, •-■-0, (174) 

wobei 

//"■^md" -- /-"i;os<)" -- il. (ITrii 

Durch diese Yei-schiebung ist die Axe OA ein Diut-lmiesser der ersten (_un- 
gruenz geblieben. Dadurch, dass wir die Axe OZ in der Ebene A^Z um F 
so drehen, dass OX mit OZ in der neuen Lage den Winkel d'* bildet, ^\Ti'd 
FZ die dem Dirrchmesser OX zugeordnete Eliene und rt" ist der Neigungs- 
winkel des Durchmessers gegen seine zugeordnet(.' ]-]iieni-.>. Der AVinlvcl J'dZ 
ist ein rechter gel)lieben. 

Wenn wir Iherjiach das Axen-System i^arallel mit OA' mn eine Strecke 
.t'n verschieben, so l}lei))t i:lie Grleiehnug des ersten Complexes (173) unver- 
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ändert, wälireml die Gleiclmiig des zweiten Complexe^ in die folgende 
übergeht : 

^+-.inV"'^ 0, (170) 

wobei 

,ro sin (fo + /■-(. eos rf, = 0. (177) 

Der Winkel rfo ist hier der Neigungs-Winkel von OV gegen XZ, also des in 
OV fallenden Dm'chmessers des Complexes gegen seine zugeordnete Ebene. 
Dex' Winkel Ä'OZ ist ein rechter geblieben. 

Die Gleichungen der beiden Ebenen, welche in den beiden Complexen 
OX, dem Durchmesser des ersten, und OF, dem Durchmesser des zweiten 
Complexes, zugeordnet sind, haben zu Grleichungen : 
.r = cotg,jo.z, I 

y = cotg d-o ■ Z- J 

Nehmen wir endlieh für die Ase OZ die Durehselinittslinie der beiden zu- 
geordneten Ebenen , so sind in der analytischen Darstellung die beiden Axen 
in den OX und OF conjugii-ten Ebenen FZ und XZ nicht mehr auf ein- 
ander senkrecht. Bezeichnen wir die Winkel FOZ und XOZ durch e" und 
t„, so ist: 

sin 6" sin t" = sin 6,, sin f« = sin d, (1 ' ^') 

indem wir durch 6 den Neigungs-Winkel der neuen Axe OZ gegen XV 
bezeichnen. 

Nehmen wir also für OX und OF, indem wir die iirsprilnglichen Coor- 
dinaten-Axen parallel mit sich verschieben , statt der beiden Axen der Central- 
C'omplexe irgend zwei Durchmesser dei"selben und für OZ den Durchschnitt 
zweier Ebenen, die diesen Din'ehmessern zugeordnet sind, so werden die 
G-leichimgen dieser Complexe; 

ff — -^ ■ r ^ , 9 -f- -h-^ . ,v =- 0, (180) 

sin o ' • ' siu ' • ' 

lind dieselbe Congi'uenz. die früher durch die Gleichung: 

(a - f,-) + ,„ (s + /■„») = 
bestimmt wurde, bestimmt sich nun durch die Gleichung von ganz gleicher 
Form: 

(,; jl . r) + [i{q-\- —"-^ ■ s) =- (181) 

in dem neuen Coordinaten-Systeme. 
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!)(. Eliminiren wir mittelst (liö) und (1.(0 aus (178) eotg ri" und 
cotg du, so kommt: 

oder 

tang a ■ taug rc' = — -p, (1^2) 

wenn « und a' die "Winkel sind, welche einerseits die Linie, welche den 
neiren Aufangspunct lait dem alten verbindet, und andererseits die Pro- 
jection des neuen Hauptdurchmessers der Congruenz mit der Äxe OÄ bilden. 
Wemi insbesondere ^^ = h, steheu die beiden Linien für jede Aenderung 
des Anfangspunetes auf einander senkrecht. 
Wir haben: 

. _ _ _ _1 

sm- ri f_|:-cotgi"d"+ cotg""d, ' 

mithin : 

sm'S = 1 + eotg^ do + cotg^ (fo, 
und ]iach Berücksichtigung von (175) imd (177): 

oder: 

Es folgt hieraus, dass d constant ist, wenn der neiie Aufangspunct in der 
Central-Ebene auf einer Ellipse angenommen wird, deren in C^f und Ol' 
fallende Axen sich wie /cn zu A-° verhalten. 

Diejenigen Hauptdurchmesser, einer Congruenz, welche gleich 
gegen die Central-Ebene geneigt sind, schneiden diese Ebene in 
den Puncten einer Ellipse. 

98. Dm"ch zwei imaginäre Complexe ist eine imaginäre Congruenz 
g^eben. Wir wollen, miter der Voraussetzung i'echtwinkliger Coordinateia- 
Axen, die flleiclmng: 

(ö — /vV '- 1 ) + H (o + /.-..s V - 1) = (1S5) 

füi" das Symbol einer solchen Congruenz nehmen. Diese Gleichung geht, 
wenn wir gleichzeitig das Zeichen von /■, und /c.^ ändern, in die folgende 
über: 

(ö-f /-,/■/- l)']-ii(s ~/t,s]/ -1)=Ü. (18ß) 
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Sie bezieht sich dann noch auf eine zweite imniaginiu'e Congnienz, \)\e 
beiden Congruenzen bezeichnen wir, nach Analogie mit dem Früheren, als 
zwei conjugirte imaginäre Congrnenzen. Die Gleichungen der beiden Congruen- 
zen können in die folgende CLUadmtisehe Gleichung zusammengezogen werden: 
(ö + {iqY + {A\7' ~ iU-^sy- = 0. (1S7) 

Die beiden Central-Coraplexe beider Congruenzen sind: 

0- = k^rV — 1 = 0, Q + k^sV — 1 -^- 0. 

Die ))eiden Congruenzen haben eine reelle gemeinschaftliche Hauptaxe und 
zwei gemeinschaftliche reelle Nebenaxen. Für beide ist der Abstand der 
beiden Directrieen von einander und der Winkel, den die beiden Directricen 
bilden, gleich. Wenn wir jenen Abstand J unt? diesen AVinkel d- nennen, 
so haben wir nach der 82. Nummer: 

kj;., = A^ 

- = — tang-i')- 
Wenn k^ und /*:. im Zeichen übereinstünmen, ist zf reell i;nd tang !)■ 
imaginäi-. Dann schneiden die beiden Dii'ectricen der einen Congninenz die 
beiden Directrieen der andern in zwei reellen Puncten der Axe OZ. Die 
Richtungen der beiden Directrieen sind imaginär. Projicirt auf .\ V werden 
sie durch die beiden Gleichungen: 

V'kr'x + y — 4-y - 0, 

die in die folgende sieh zusammenziehen lassen: 

dargestellt. 

Wenn k^ und k^ entgegengesetzte Zeichen haben, wird .</ imaginär und 
tang iJ- bleibt reell. Dann ist die Projection der beiden Directrieen auf XF 
reell, aber die Puncte, in welchen die Axe OZ von denselben geschnitten 
wird, sind imaginär. 

Wenn wir zusammenfassen, sind wir einer vicrfiu-lu'n Untei 'Scheidung 
von CongiTienzen begegnet: 

1. Die beiden Directrieen sind reell; 

2. die beiden Directrieen sind imaginär mul zwar ,sü, dass sie weder 
durch einen reellen Punet gehen, noch eine reelle Richtmig haben; 

3. die beiden Directrieen sind imaginär, schneiden aber die Axe der 
Congruenz in zwei reellen Puncten, durch welche auch <lie beiden Directrieen 
der conjugirten Congruenz gehen; 
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4. die beiden Directiicen sind imaginär und gelien durch keinen reellen 
Puüct der Axe der Congruenz, haben aber eine reelle Richtung. 

In den beiden ersten Fällen sind die Complexe der zweigliedrigen Gruppe, 
welche die Congruenz bestimmen, reell, in den beiden letzten Fällen iniaginilr. 



«3- 

Congruenzen dreier linearer Complexe. Linieufläclieii. 

DD. Es seien: 

a -- ■ Ar + Hs -f V — Dg -H Kq + Fij = 0, ] 

Si" -- A"/- + ß"s + C" — /)"o + ^"ö + /'"■»/ = 1 
die allgemeinen Gleichungen dreier gegebener Complexe des ersten Grades. 
Die geraden Linien, deren Coordinaten diese drei Gleichungen befriedigen, 
gehören gleichzeitig den drei gegebenen Complexen an. Sie gehören gleich- 
zeitig allen Complexen der dreigliedrigen Gruppe an, welche, indem wir 
durch fi und ((' zwei unbestimmte Coefficienten bezeichnen, durch die fol- 
gende Gleichung dai^estellt wird: 

Si + {i£i' + it'Si" = 0. (2) 

Solche Linien bilden nach der 22, Nummer eine Fläche der zweiten Ord- 
nung und Classe, also, wenn wir zunächst nm- reelle gerade Linien in's 
Auge fassen, ein einschaliges Hyperboloid, das auch in ein hyperbolisches 
Paraboloid ausarten kann. Wir müssen hierbei indess nicht übersehen, dass 
nur die Linien der einen der beiden Erzeugungen desselben durch die Com- 
plex-Gruppe bestimmt werden. Diese Erzeugung wollen wir als die erste 
Erzeugung der Fläche bezeichnen. 

100. Drei ans der dreigliedrigen Gruppe beliebig auszuwählende Com- 
plexe £i, a', a" bilden, paarweise genommen, drei Congruenzen {Süi'), (iiii") 
und(ß'i^"). Die Linien der Fläche gehören also auch diesen drei Congruenzen 
an und sehneiden folglich die beiden Direetrieen jeder der drei Congmenzen, 
Zm- Bestimmung der Fläche sind drei der sechs Direetrieen hinreichend, 
wonach wir die gewöhnliche Construction des Hyperboloids erhalten. Aber 
zugleich begegnen wir neben dieser ersten Erzeugimg der Fläche ihrer zweiten 
Erzeugung, Die Linien der ersten Erzeugung sind diejenigen, welche sämmt- 
lichen Complexen der di-eigliedrigen Gruppe angehören, die Linien der zweiten 
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Erzeugung sind die Direetricen aller Congrucnzen , die wir erhalten . wenn 
wir die Complexe der Gruppe paarweise zusammenstellen. 

101. "Wir können auch, um die Linienfläche zu construiron, zu den 
Complexen der dreigliedr^en Gruppe zurückgehen, und zu diesem Behnfe 
■wiedemm die drei Complexe ß, il', Si" auswählen. Es sei jPB^ irgend eine 
gegebene gerade Linie und J/l, ÄJf, A" B" seien die drei zugeordneten 
Polaren dieser Linie in Beziehung auf die drei Complexe. Diejenigen Lmien, 
welche bezüglich A^B" imd AB, A'B-' und AB', A^B'^ m\d A" B" sehneiden, 
gehören den Complexen Si, £1' und ü" an. Es gibt im Ällgememen zwei 
gerade Linien, welche vier gegebene schneiden. Die beiden geraden Linien 
also, welche A'^ß'» und gleichzeitig AB, A'B', J"^" schneiden, gehören sämmt- 
lichen di'ei Complexen, also der Strahlenflache an. Wir erhalten dieselben 
beiden Strahlen der Fläche , wenn wir an die Stelle der Complexe £i , ß', ii" 
irgend andere Complexe der Gruppe (2) treten lassen. Die Polaren der ge- 
gebenen geraden Linie, in Beziehung auf alle Complexe der Gruppe, liilden 
eme Congraenz, welche die beiden Strahlen der Fläche zu ihren Direetricen bat 

Die beiden Puncte, in welchen die gegebene gerade Linie von den bei- 
den Stx"ahlen der Fläche getroffen wii-d, können reell und imaginär sein und 
zusammenfallen. Im letzten Falle wird die Fläche von dieser Linie bei-ühi-t. 

Wh- können insbesondere die gerade Linie .>j5« so wählen, dass sie eiue 
der beiden Direetricen der Congi-uenz ist, welche den Complexen ß und ß'. 
angehört', wonach die Polare A' B" mit AB zusammenftlllt. Dann schneidet 
jeder Strahl der Fläche die beiden Linien A^B-^ und AB: diese Linien ge- 
hören ihrer zweiten Erzeugung an. Zugleich aber schneiden die Strahlen 
der Fläche auch A"B", so wie die Polaren von A^B"», in Beziehung auf alle 
Complexe der Gnippe. 

Wir gelangen, indem kiv zusammenfassen, zu folgenden allgemenieu 
Sätzen : 

Ein einsclialiges Hyperboloid gehört gleichzeitig dreien von 
einander im abhäng igen Complexen und in Folge davon allen 
Complexen einer dreigliedrigen Gruppe an. Die allen Complexen 
gemeinschaftlichen geraden Linien sind die Strahlen seiner 
ersten Erzeugung, während die Direetricen der Gongruenzen je 
zweier dieser Complexe die Linien seiner zweiten Erzeugung 
bilden. 

Die Polaren einer gegelienen geraileii Linie in Beziehung 

Plü.k... G^raoi™. ' '" '" 15 
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auf alle Compiexe einer dreigliedrigen Gruppe bilden eine Con- 
gruenz, deren beide Directricen diejenigen beiden Strahlen der 
Flache sind, welche die gegebene gerade Linie schneiden. Die 
Polaren einer beliebigen Linie der zweiten Erzeugung der Fläche 
in Beziehung auf sämmtliche Complexe der Gruppe sind Linien 
derselben Erzeugung. 

102, Die Central -Eigene irgend dreier Congruenzen, denen die Fläche 
angehört, schneiden sich in einem Pmicte, in welchem drei Durchmesser der 
Congruenzen — diejenigen drei geraden Linien, welche durch diesen Punet 
gehen und die beiden Direetiieen der drei Congi'uenzen schneiden — sich 
gegenseitig halbii'en. Diese Durchmesser sind zugleich drei Durchmesser 
der Fläche. Ihre Scheitel sind die Durchschnitte dei-selben mit den Directi-i- 
cen, die Linien der zweiten Erzeugamg der Fläche sind. 

Die Central-Ebenen aller Congruenzen einer dreiglj cdritjen 
Gruppe; 

£1 + {i£l' + uii" = 
schneiden sich in demselben Tuncte: in dem Mittelpuncte dev 
Fläche, welche durch die Gruppe gegeben ist.'''| 



*) Da ein ilii'ecter Beweis tüeäe» Satzes wüii!,cheiiawerth er^tlieiiuii mOtlite, (so füge ich Folgen- 
des hinzu: 

Dei" Ausdruck; 

vei'waudelt sich, wenn wir iiii die Stelle der beiden Coniplese D. und il' ii-gcnd zwei andciT dci- 
zweigliedrigen Gruppe: 

etwa die den Wertteil V und l^ entspre elenden nehmen, in den folgenden: 

iA + la^) (-If+ifiS') — iA + X''A') (ß-\-l^B'} = (Ij — i") {AB — AB'). 
Der vorstehende Ausdruck — und dasselbe gilt gleiclimassig frä- alle Austlrüeke, A'C—AC\ ll'C—BC', 
. . . . , welche iu gleicher Weise aus zwei Paaren sich entsprechender Coefficieaten der Gleichtmgeu der 
beiden Complese St, und. Si.' gebüdet sind — äadert also iia<^li der Tertaiischung der Complexe seinen 
Werth nur dadurch, dass ein Factor (lo—i") hinzutritt, welcher lediglich von der Auswahl der beiden 
Complexe aiis der zweigliedrigen Cjrappe ahhBngt. 

Die CentraJ-Ebene der der zweigliedrigen Gruppe entsprechenden Congruena, für deren Glei- 
chung wir die folgende nehmen wollen; 

;/■ =■ 0, 
ist unabhängig von der Auswahl der beiden Complese, die wir zur Bestimmung der Congruenz an- 
wenden. In Folge davon müsse» die Coefflcienten ihrer Gleichung homogene Functionen desselben, 
Grades von {AB — AB') und entsprechend gebildeter Ausdi-ücke: {ÄC—A Cf), {B'C — BC'), . . ., sein. 
Aehnliches gilt für die beiden Congruenzen; 

Sl-i-XSl" ~0, a' + ISi" = 0, 

dci'üii Central-Ebenen die folgenden Gleichungen haben wögen; 
/ = 0, /j = 0. 
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Zwei Ijeliebige Linien der ziveiteu Erzeugung der FlacJie können wir 
als Direetricen einer CongTiienz betrachten, welcher die Lmieu üirer ersten 
Erzeugung angehören, luid ebenso zwei Ijeliebige Linien ihrer ersten Er- 
zeugung als Direetricen einer Coiigruenz, der die Linien ihrer zweiten Er- 
zeugung angehören. 

Jede Ebene, welche irgend zweien Tj i n i e n d e r s e ] 1) e n Er- 
zeugung eines Hyperboloids parallel ist und den Abstand der- 
selben lialbirt, geht durch den Mittelpunct der Fläche. 

Der Oi-t der Mittelpuncte aller Flächen, die durch zwei sich nicht schnei- 
dende Linien gehen, ist eme Ebene. Der Ort der Mittelpuncte aller Flächen, 
die dni'ch ein räumliches Viereck gehen, ist eine ger-ade Linie. 

Wenn zu den beiden Liuien einer Erzeugung noch eine dritte Linie der- 
selben Erzeugimg hinzukommt, so ergeben sieh diu'ch paarweise Zusammen- 
st-ellung der drei Linien drei Congrueuzen, welche diese Linien-Paare zu 
Direetricen haben. Die Fläche ist durch diese Congnienzen vollkommen be- 
stimmt. Der Durchschuittspunct der drei Central - Ebenen der Congiiienzen 
ist der Mittelpunct der Fläche; die drei geraden Linien, welche durch den 
Mittelpunct gehen und die l^eiden Direetricen seimeiden, sind drei Durch- 
messer dei-selben. 

103. Eiue Ebene, welche uine Flilche zweiten Grades in einer geraden 



In unserem speciellen Falle si^ul Jii? Ausdrücke von dor fraglttlicii Form niif in lineiirei' Wei^o in 
den drei Gleieliiiugen enthalten, 

Kelnuen wir irgentl eine Congriienz der dreigliedrigen Coniples-Gruppe nnd stellen diesellje dnrcli : 
(fl -I- UaÜ' + «'o ß") -1- Uii + ,""ß' -I- fi''^") = 
und ihre Ceuh'al-Ebene diu-eh; 

q = 
dai', so ergiht sich nach dem. Vorstehenden leicht, indeiil wir: 

q ZI jzp + ic'p +}r"p". 
■womit der Beweis gefiihrf ist, dass sämnitliche Central -Ebenen in deniselhen Pinnte -leli --chneidin 
Wir können diesen Satz in folgender Weise ausdrücken; 

Die Central-Ehenen der Cougruenzen einer dreigliedrigen t oniplei-Cnniiiie hil 
den ihrerseits eine dreigliedrige Gruppe von Ehenen. 

Wie die Gleichung der Comples-Grujjpe das Symbol einer Strahlenfl.iL.h0 lat, i-t die letzte 
Gleichung das '^jmljol eines Pnictps de JXittelpuncte lei Flilcl e in Gleichem luiendlich viele 
Lenhal Eljenen sich schneiden 

Ich muBS iiucli hier damit begnügen UIukIi dasij ich dan "^itz de Textes unter dei neuen 
Fjnii lUHBiieehe eme entfernte 4nleihmg dai u zn geben wie dei=,ell e einem, aligemeuien, veit 
len-henden iTeti''ht6praicte 1 h. miteuidnet ^\ emi es mn veigömit lUi sollte die Eiitivickelungen, 
die 6ii,h hier \uf geiide Linien bestliiiakeu spitei tif Kiifte Petitionen D3nanien aii'^zudelinen, 
wude diesei Sitz ^eiie be cheidei e stelle ui euiein ystemiitL cliei t nzen fiiden 

15« 
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Linie schneidet, selmeidet sie ausserdem noch in einer z\veiten. Die beiden 
Dni'chschuittslimen gehören den beiden verseliiedeneu Erzeugungen der Flüche 
an. ■ Jede solche Ebene ist eine Tangential -Ebene mid der Punct, in -wel- 
chem die beiden Erzeugenden in ilu- sich schneiden, der Berülirnngspimet. 
■Jede Linie, welche durch den Dnrehsehnitt zweier Linien verschiedener Er- 
zeugung geht und in der durch diese Linien gehenden Ebene liegt, ist eine 
Tangente der Fläche. Eine Ebene, welche d\u'ch eine gegebene Erzeugende 
und den Mittelp^nlct der Plilche geht, i,st eine Tangential -Ebene, in welcher 
der BertÜirungspnnct nach der Kichtung der gegebenen Erzeugenden unendlich 
weit liegt,, indem die zweite Erzeugende der gegebenen parallel wird. 

Die Ebenen, welche man in jeder von drei Congi-uenzen, denen die 
Linien der ersten Erzeugung einer FUlehe angehören, durch jede der l>eiden 
Directrieen, parallel mit der Centi'al- Ebene legen kann, sind Tangeutial- 
Ebenen in den Scheiteln des bezüglichen Durchmessers. Die Central-El)ene 
ist, in Beziehung auf die Flitehe, dem Durclunesser zugeoi-dnet. Die beiden 
Direetiicen sind Linien der zweiten Erzeugung in den Tangential -Ebenen; 
die Linien der eraten Erzeugung in denselben erhält man, wenn man durch 
den Scheitel des 1.) uriin nes^scr^ hi jeder Tangential-Ebeue eine gerüde T,inii' 
/iflit. Avelche der Direclrix in der anderen parallel ist. 

H)4. Nach dein A'orstehenden geht eine Ebene, welche irgend zwei 
Linien dersell>en Erzeugung parallel ist und ihren Älistand halbirt, durch 
den ilittelpunct der Flache. Lassen wü' die beiden Linien zusammenfallen, 
so geht die fragliche Eigene durch diese Linie selbst und wh-d dadm-ch zu 
einer durch den Mittelpunct gehenden Tangential -Ebene. Der Bei-fllnimgs- 
pmact rtlckt miendlich weit. Wenn die gerade Linie dm'ch eine continuir- 
liche Bewegung die Fläche erzeugt, umhi:illt die fragliche Ebene eine Kegel- 
flilche, welche zugleich von einer geraden Lniie besehrieben wird, die durch 
den Mittelpunct geht und der die Fläche erzeugenden geraden Linie in 
allen Lagen dei'selben parallel bleibt. Dieselbe Kegelfiäche erhalten wir, 
wemi die die Flache beschreibende gerade Linie der anderen Erzeugung 
angehöi-t. Diese Kegelflache, die hiernach von jeder Ebene berfllii-t wird, 
die dxu'ch den Mittelpunct und irgend eine Linie einer der beiden Erzeugungen 
geht, und die jede Linie, welche irgend einer Linie einer der beiden Er- 
zeugungen parallel durch den Mittelpunct gelegt wii'd, zu emer ihrer Seiten 
hat, heisst der Asymptoten-Kegel der Fläche. Die Seiten des Asymptoten- 
Kegels sind nicht die emz^en geraden Linien, welche die Fläche in uneud- 
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lichei' Eiihoriiung I lerühren. Jede geviule Liiiit', wek-lif in eintr Tangentiiil- 
Ebeiie des Asymptoten -Kegels liegt und derjenigen Seite pai'allel ist, nach 
welcher dieser Kegel berührt wird, ist eine Asymptote der Fliiclie. 
Durch jeden Pimct ausserhalb des Kegels lassen sich zwei solchfr As.>'inptoteu 
legen, die zweien Seiten desselben parallel sind. 

105. Die beiden Linien der zweiten Erzeugiuig einer Flilche, welche 
diu'ch die beiden Scheitel irgend eines Durchmessers dei-selben gehen, sind 
die beiden Direetricen einer Congi-nenz , der die Flache angehört. Die C'entral- 
Ebene der Congraenz ist die dem Diirchmesser, in Beziehung auf die Fläche, 
zugeordnete Diametral-Ebene. Wenn wir die beiden Direetricen nach dem 
Dm'chmesser auf die Central -Ebene projieh-en, erhalten vnv die Asyraptoten 
der Durchschnitts-Cm've der Flache mit der Central-Ebene. Je zwei zugeord- 
nete Durclimesser der Dm-chschnitts-Curve fallen in zwei zugeordnete l^Jehen- 
durchmesser der C'ongiaienz. Irgend ein Durchmesser der Congi-uenz und 
zwei zugeordnete Nebendurchmesser in ihrer Central-Ebene sollen drei zu- 
geordnete Durchmesser der Flache heissen. 

Je nachdem der Durchmesser der Fläche begegnet oder nicht, sind (he 
Directncen der bezüglichen Congraenz reell oder imaginilr, dem entsprechend 
sind auch die beiden Asymptoten der Dm-chschnitts-Cui-^'e in ilev Ccntriil- 
Ebene reell oder imaginär. Diese CuiTe ist m dem einen Falle (.'ine Hy- 
perbel, in dem anderen eine Ellipse. Die Dnrchschnitts-C\irven in Ebenen, 
welche der Central-Ebene parallel sind, sind gleich orientirte Hyperbeln 
oder Ellipsen. Die Hyperbeln arten in den Ebenen, welche durch die End- 
pmicte des Dm'chmessers gehen und Tangential -Ebenen sind, in Sj'steme 
von geraden Linien aus. Die Ellipsen behalten humer endliehe Dimensionen, 
weü die entsprechenden Tai^ential- Ebenen imaginär sind. Wenn wü* eme 
Seite des Asymptoten-Kegels als Durchmesser betrachten, fallen die Direetricen 
der bezüglichen Congmenz zusammen (vergl. Nr. 68.), und die Ebene, welche 
nacli dieser Seite den Asymptoten -Kegel berührt, wird Central-Ebene der- 
selben. Die Durchschnitts- Cur\-e der Fläche mit der Central-Ebene artet in 
ein System von zwei paraUelen Linien aus, deren Durchmesser die Kegelseite 
ist. Die Durchschnitts- Curven in parallelen Ebenen sind Parabeln, deren 
Durchmesser der Kegelseite parallel sind. 

106. Jedem Durchmesser der Flache entsprechen zwei verschiedene 
Congi-uenzen, deren Direetricen in den Endpuncten des Durchmessers sich 
schneiden und Linien der beiden verschiede]ien Erzeugungen der Fläche sind. 
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Solche zwei Congi'uenzen lialieii wir (Nr. 71).) zwei in Beziehung auf den 
Diu'clmiesser conjugirte genannt. Derjenigen dieser zwei Congi'uenzen, welche 
zwei Linien der zweiten Erzeugung zu Directric^n hat, gehören die Linien 
der ersten Erzeugimg an; der anderen, die zwei Linien der ersten Erzeugung 
zxi Direetricen hat, gehören die Linien der zweiten Erzeugung an, 

107. Die zugeordneten Polaren einer gegebenen Linie des Kaumes, J,)j9„, 
in B(>zug auf die verschiedenen Complexe der dreigliedrigen G-mppe: 

si + (tß' + ii'a" = 0, 

durch welche eine Linienfläche bestimmt ist, bilden eine Congruenz, deren 
lieide Direetricen Linien der ersten Erzeugung der ersten Fläche sind {Nr. 101.). 
Die gegeliene gerade Linie schneidet die beiden Direetricen in zwei Puncten. 
Diese Ijeiden Dnrchschnittspuucte seien A^ und ßa', sie sind zugleich die 
beiden Dm'chschuittspuncte der gegebenen Linie mit der Fläche. Die beiden 
Dii"ectricen seien AiA" uud BaB". Die Ebene, welche durch A„Bn und A-^" 
geht, l^erthrt, weil A^A» eine Linie erster Erzeugung ist, die Fläche; der 
Berüluimgspmict, der auf dieser Linie liegt, sei /i". Ebenso berührt eine 
Ebene, die durch /i,iJ9o nnd B„B' geht, die Fläche in einem Puncte von 
B„B'^; dieser Punct sei 5". Wir wollen die beiden Berührimgspunete vi" nnd 
.^", welche auf den beiden Direetricen nnd also auf der Fläche liegen , dui'ch 
eine gerade Linie A'^B" verbinden. 

Wemi eine Tangential -Ebene der Fläche durch eine Linie erster Er- 
zeugmig derselben, bezüglich durch A^i" oder B(,B'^ gelegt wird, so ist die 
Linie zweiter Erzeugung, welche diu'ch den BerühiTuigspunct, bezüglich dm-ch 
J" oder B-' geht, dadurch bestimmt, dass sie irgend eine andere Linie erster 
Erzeugimg, bezüglich ^n/^" oder A^J", sehneidet. In der obigen Constniction 
sind also A^^B'^ luid A^Bn Lhiien der zweiten Ei-zengimg, . A^A^B'^Br, ist em 
der Fläche aiiigeschriebenes Viereck, d^sen beide Paare gegenüberliegender 
Seiten der zwiefachen Erzeugung der Fläche angehören. Die beiden Diago- 
nalen des Vierecks sind A„Ba und A^B". Die Seiten des Vierecks smd zu- 
gleich vier von den sechs Kanten eines Tetraeders; die Flächen dessellsen, 
deren jede zwei, auf einander folgende Seiten enthält, berühren die Linien- 
fläche in den vier Wiiikelpuneten des Vierecks. AnBt,vcü.A. A'B'* siud die bei- 
den ttbi-igen, einander gegenüberstehenden Kanten des Tetraeders. 

108. Aus dem Vorstehenden folgt mimittelbar, dass die Beziehung der 
beiden Linien AnB,y und A'B'^'' zui* Fläche eine vollkommen gegenseitige ist. 
Die lieiden Tai:^ential- Ebenen, welche durch jede derselben an die Fläche 
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s^ich k'gen lassen, benihren diesdln; in den beiden Durclischnittspimcten der 
jedesmaligen anderen; die Tangeutial-Ebenen in den Durelisclinittspimcten 
jeder derselben mit der Fläche sehneiden sich anf der jedesmal anderen. Wir 
nennen die beiden Linien zwei zugeordnete Polaren in Bezieliang 
auf die Fläche. Zn jeder Linie des Raumes gehÖit eine zweite als zu- 
geordnete Polai-e. 

Wenn wir eine Congi-nenz dadurch bestimmen, dass wir irgend zwei 
Linien einer Fläche als Directricen derselben nehmen, so ordnen sich die 
der Congmenz angehörigen Linien paarweise so zusammen, dass jeder dieser 
Linien eine andere entspricht, mit der sie, in Beziehimg anf die Ilälche, 
zwei zxigeordnete Polaren bUdet. Diejenigen dieser Linien, die mit ihren 
zugeoi-dneten Polaren zusammenfallen, gehören der Fläche an. 

Je zwei Linien der einen Erzeugung bilden mit je zwei Linien der 
anderen ein der Fläche aufgeschriebenes Viereck, so wie die vier Kanten 
eines ihr umschriebenen Tetraeders; die beiden Diagonalen dieses Vierecks, 
oder, was dasselbe heisst, zwei gegenüberliegende Kanten des Tetraeders, 
sind, in Beziehung anf die Fläche, zwei conjngh'te Polaren. 

109. Drei Linien der einen und drei Lmien der anderen Erzeugung einei' 
Linienfläehe schneiden einander in neun Pimcten, welche der Flriche an- 
gehören. Diese Puncte lassen sich in drei (rnippen: 

^, 0, R, P', Q', R', P", Q", R" (^'>) 

,so vcrtheilen, dass in den drei Puneten derselben Gnippe die (b;ei Linio]i der 
einen Ei'zeugung die drei Linien der anderen Erzeugimg sehneiden. Den 
neun Puneten entsprechen nemi Ebenen, welche die Fläche in diesen Pnncten 
bei-nhren; 

J>, >J, r, p, q\ r\ //; y", /■". {4t 

Die cb'ei Linien der einen Erzeugung enthalten die Puncte: 

p, Q", R', M, P", Q', 0, rr. />', 

die Linien der anderen Erzeugung die Pmicte: 

''. R", Q', Q, P", R', R, 0", P'. 

Die neini Puncte bestimmen drei der Fläche aufgeschriebene yeciiseeke: 

F Q" K P" Q' IT', I 

P Q" R P" R", \ (■">) 

/* (/ R P' Q K. I 
In ähnlicher Weise erhalten mr drei sechsfläcliige Köiiier, gebildet von den 
Tangential -Ebenen in den Eckpuneten der drei Sechsecke. Das ganze geo- 
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metrische (iebilde ist gleichmässig bestimmt, gleichviel, ob mi- von den 
drei Pmicteii einer der drei tTnipiien (8), oder den drei Tangential -Kbenen 
in solchen drei Puncten, oder, endlich von einem der di'ei Sechsecke (Ö) tins- 
gehen nnd, dem entsprechend, drei Puucte derPtElche, oder drei Taiigential- 
Ebenen deraelben oder ein der Tläehe anfgesclu'iebenes Sechseck von vonie 
herein wÜlkttrlich annehmen. 

Gehen ivir von di-ei Puncten der Fläche /', Q, R aus, so ist durch diese 
drei Puncte eine Ebene {P,Q,R} und durch die tU-ei Taiigential-Ebeuen in 
diesen Pimcten ein Pmict {p, q, r) bestimmt. Die drei Durchschnittslinien 
der drei Tangential -Ebenen sind die drei Diagonalen des dritten Seclisecks: 

Die 'drei Diagonalen 'eines der Linienfläche aufgeschriebe- 
nen Sechsecks sehneiden sich in demselben Puncte. 

Das erste aufgeschi'iebene Sechseck hat P' und P" , Q' und Q", M' und R" 
zu gegenübei-stehenden Winkelpuneten; die Taugential-Ebenen iu den drei 
Paaren gegenflbei'steheuder Winkelpmicte schneiden sich in den drei Linien 
(/* (J), {P, R), (0, R), ^velche die gegebenen Puncte P, {>, R paarweise mit 
einander verbinden mid also iu derselben Ebene liegen. 

Die Tangential-Ebenen in je zwei gegenüberliegenden Win- 
kelpuneten eines der Linienfläche aufgeschriebenen Sechsecks 
schneiden sich in drei geraden Linien, welche in derselben 
Kl)ciie liegen. 

110. l'^iii aufguschriebeues Sechseck, iür wek-lies wir das erste nehuien 
wollen, bestimmt drei aufgeschriebene Vierecke. Die Seiten jedes Vierecks 
sind solche ■vier Seiten des Sechsecks, welche, paarweise genommen, in zwei 
gegemlberhegenden Winkelpuneten desselben zusammenstossen. Die drei Dia- 
gonalen des Sechsecks: {R\ R"), {()', Q"), (/*', P"), welche in dem Puncte 
{/>, q, ?■) sich sehneiden, sind di'ei Diagonalen der drei Vierecke; die drei 
zweiten Diagonalen dieser Vierecke sind {/*, <J), {P, R), (0, R), welche iu der 
Ebene (/', 0, R) liegen. In G-emässheit der Nummer 104. halben hiernach 
di'ci gerade Linien, welche durch denselben Punct gehen, solche drei gerade 
Linien zu zugeordneten Polaren, die in derselben Ebene liegen. Also: 

Die zugeordneten Polaren aller Linien, die in demselben 
Puncte sich schneiden, liegen in derselben Ebene. 

Es entspricht liiemach jedem Pmicte des Raumes eine Ebene nml jedi.;r 
Ebene ein Pimet. Die El)ene ist in Beziehung auf die Fläche die PoUir- 
Ebene des Punctes, der Punct der Pol der Ebene. Nach dem Vor- 
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stehenden umhüllen die Tangential-Ebeiien der Fläche in den Puueten einer 
ehenen Diirchsehnitts-CmTe eine Kegelfläche , die durch diese Cui've geht und 
den Pol der sehneidenden Ebene zu ihrem Mittelpuncte hat. Umgekehrt 
berühren alle Tangential-Ebenen der Fläche, welche durch einen Punct gehen, 
die Fläche in einer ebenen Curve. deren Eigene die Polar-Ebene des gegelte- 
nen Punctes ist.*) 

111. Wir lassen noch einige anal}'tische Entwicklungen folgen, die 
Ijerttimmt sind, die vorstehenden geometrischen Anschauungen , die weiter zu 
verfolgen hier nicht der Ort ist, zu unterstützen und zu erweitern. Wir 
wollen eine Strahlenfläche, welche durch die Gleichungen di-eier Complexe 
des ersten Grrades, die ivir aus einer (U'eigliedrigen Gruppe 

Si + ;(ß' + >/Si" = 
willkürlich auswählen können, gegeben ist.'dnrcli eine Gleiclnmg in gewöhn- 
lichen Pimct-Coordinaten darstellen. 

Wir werden zunächst für die drei Complexe der Gruppe di'ci solche 
Complexe nehmen, deren sänimtliche Linien die Axe derselben schneiden. 
Bestimmen wir den Anfangspunet willkürlich und legen die drei Coordinaten- 
Ebenen durch die drei Axen der Complexe, so erhalten wir für die Glei- 
chungen dei- drei Complexe die folgenden; 

Si -7 C — Da + J'Jq = 0, (6) 

.Q' — ß'.^ — ß'a + fri = 0, (7) 

/>■■ /)";■ ^ E"n + r'y) = 0. (8) 

Wir haben zwischen den Coordinaten irgend eines Punctes .v, y, z. welcher 

auf ii'gend emem Strahle liegt, und den vier Coordinaten r, s, q und ö des 

Strahles die beiden Relationen: 

.r ^ rz -\- Q, >/ = sz -{- <), 

woraus zur Bestimmung der fünften Coordinate folgt: 

,■// — S.V = yj. 

"Wenn wir zwischen den vorstehenden seclis Gleichungen die fünf Strahlen- 
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Cooriünaten eliminiveu , so stellt die resiütirende Gleiehmig in .v, y, z die 
Sfcrahlenfläehe in Pmiet-Coordinaten dar. 

Eliminiren mr zuerst tj, so erhalten wir statt der beiden letzten Coni- 
plex -Gleichungen (7) und (S) : 

(// - y",i) ,, + /•■>■/■- //n -- u, 

(.i" + i-',/)r -./':,■■ . -^ !■:"«- (I, 

und wenn wir diinn q imd o" eliminiren, liomnit: 

E: -r — ßzx — C — Ei: J- Dij — 0, 
I'fj . )■ T- IS' — /".i- + ttz) s - I/ij — 0, 
(.1" + l'"ij — R"z) r — F".r ■ .< + E".r — 0. 
Bestimmen ivii' die Werthe von x nnd r aus den beiden letzten der vor- 
stehenden drei CTleichungen inid setzen sie in die erste dieser Grleiclmngen 
ein, so Ivommt: 

ILv:[K"{rf — r.r + ffz) — D' I'" ,,\ 
+ l>,jz [D- U' + l'"!l-E"z) + i"7.-,,] 
+ (C + li.v - Du) [{A~ + r,j ~ E"i) (fi- - F., + //:) + /.•■/-,,//] » 0. 
Ans dieser Gleicliring verschA\Tnden die höheren Potenzen von ,r, y, ; und 
wir erhalten: 

Ä'B'C^ A"(B'E ~ CF'j.r 4- B' (CT" — J'V^J // + C {.l"// — B'£") : 

~ A"E1" - x* — B'BF" if- — Cini"z' 

+ (CD'F' + B'DE")yz + {CE"F + Ä'B-E)xt + {B'Ef + A"J)F'):c!i = 0. 

Dividiren wir diese Gleichung durch A" B' C und sehreiben für: 

E_ _^ D _ F' 1/ F" __ E" 

~C"' ~ "c'' ~ b' 'ß' ^ A" ' "^ A" ' 

bezüglich: 

/', h", t" , v , u, v", 
so ergibt sich die folgende Gleichung: 

! + (/' + /") .r + [ii + «")-y + (i'' + n - 
+ /'/",(■- + u ii' y- -\- V r" z' 
+ {li'v + irv']yz + {t-v + t"v")xz + (fn + /">,"} xy = 0. (9) 

Diese Gleichung stellt diesellie Fläche in Pmiet-Coordinaten dar, welche ur- 
sprünglich dm"ch die drei Complex- Gleichungen (6), (7) und (8) dargestellt 
wurde. Diese drei Gleichungen werden, wenn wir die f^echs neuen Constan- 
ten einführen: 

t'Q -f- ii'o + .1 = 0, ) 
„,V_r>y + ,v ==^0, (10) 
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Tind folglich ist, -wenn ;< und u zwei unbestimmte Coefficienten Ijezcichnen, 
die allgemeine Gleichung der dreigliedrigen Complex-Cxruppe , durch welche 
die Strahlenfläche bestimmt wird, die folgende: 

(i'q + ifa + 1) + !i(t>'G ^ /"^ — s) + ii (u'fj — >'"() + r) = 0. (11) 
112. Setzen wir in der Cxleichimg (9) nach einander r, i/ imd ,r gleich 
Xull, so erhalten wir: 

{/'.t + (/> ^ 1) - {/■■.>■ + «V -1- 1) = 0. 1 
(,/. +r.r+ l}-\i-': +?'.f + l) = 0, 
(«> + r"r + l)-(V>+«>'z + l) = ü. J 
Die Durelisehnitts-Curven der Fiilche mit den ckei Coordinaten-Eliencn arten 
also in Systeme von zwei geraden Linien aus. Die Fläche wird von den 
drei Cooi-dinaten-Ebenen XT, XZ, FZ berühi't; die Linien der zweiten Er- 
zeugung d<;v Flilelie in diesen Ebenen sind: 

('.r + H"y + 1 = 0, 1 

rz+(".r+\ ^0, (12) 

»■f/ + i"z + 1=0, J 
die Linien der ersten Erzeugung: 

/".r + «>+ 1 = 0, 1 

,/■; +/■,.- 1 = 0, > (13) 

«'> + ^-^ + i = 0. J 
Die Berüliiaings-Puncte in den drei Coordinaten-Ebenen sind die Durchschnitte 
der Linien erster und zweiter Erzeugimg in jeder der drei Eigenen. Die drei 
Linien zweiter Erzeugung sind die Axen solcher drei Complexe der drei- 
gliedrigen Gruppe, auf denen alle Linien der Complexe sieh schneiden, oder 
mit anderen Worten, drei Directricen di'eier Congruenzen der Gruppe. Wenn 
■wir die di'ei Linien zweiter Erzeugung mit den drei Linien erster Erzeugung 
vertauschen, so treten an die Stelle der drei Complexe (10) die folgende]!: 
t"o + uo +1=0, 1 
— ?"ö ~ /■')-/ + s = 0, \ (U) 

ii'tj — VQ -j- r = ü, J 
und zur Bestimmung derselben Strahlenfläche erhalten wir die neue drei- 
gliedrige Complex-GiTippe : 

(/"q + «V + 1) + ((., {v"a + /'(^ — ,v| + (i; U/'ij — r'o + ;■) = 0. (15) 
Jeder Congruenz einer der beiden dreigliedrigen Complex-Gruppen (11) und 
(15) entspricht in der andern eine conjugirte Congruenz. 
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115. Wenn insbesondere: 

/' 4- r = 0, u + u" = 0, ;-■ + v" = 0, (IG) 

nimmt die Gleichung der Fläche die folgende einfachere Foiin an: 

"L — r^.r' — u'-if — v'^z^ -I- 2 UV -yz -\-2 t'v'xz + 2 t' ii xy = 0. (iT) 
Dann sind die beiden Linien verschiedener Erzeugimgen in jeder der drei 
Coordhiaten-Ebenen einander parallel inid stehen gleich weit vom Änfajigs- 
pnncte der Coordinaten ab. Dieser ist der Mittelpimet der Fläche. Die drei 
Coordinaten-Ebenen berflliren den Asymptoten-Kegel der Fläche. 

114. Wenn die Fläche insbesondere ein hyperbolisches Paraboloid 
ist, bleiben die drei geraden Linien (12) Linien derselben Erzeugung des- 
selben, sind aber der Bedingimg unterworfen, dass sie einer gegebenen Eigene 
parallel sind. Nehmen wir für die Gleichimg dieser Ebene: 

äx-^b!/ + ^z = 0, (18) 

so kommt: 

4=4- — = -i, — = ■"'... (10) 

b rt c V a t ^ ' 

woraiis ^icli die folgende Bedingiings-Gleichung zwischen den sechs Constan- 
ten, von welchen die Fläche abhängt, ei^ibt: 

l'u'v = i"n"v". (20) 

In Folge derselben Bedinginigs-Gleichung sind die Linien der zweiten Er- 
zeugung einer zweiten gegebenen Ebene parallel. Xebmeu \\ir: 

u.v + b'>/ + cz = I) (21) 

für die (jleichimg dieser Ebene, so kommt: 

Entwickeln wir die Gleichungen (18) und (21), so kommt: 

t"v'.>: + u'c'i/ + ;;■;■•'; = 0. 1 

t' v' .V -\- u"e"y -]- >/v"z = 0. / 
Die Durchscbnittslinie dieser beiden Ebenen, denen die Linien der ersten 
und zweiten Erzeugiing des Paraboloids parallel sind, bestinunen die Rich- 
tmig der Durchmesser desselben. 

Wir finden für dieselbe unter Berücksichtigung der Bedingungs-Glei- 
chung (20): 

l' — l" «' — u" v' — (,'" ' "" ' 

Uij. AVir haben bisher gerade Linien vorzugsweise als Strahlen be- 
traclitet, weil diese Vorstellungsart unserer Auffassimg näher liegt imd Kürze 
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m'\s geboten ist. Die Auffassung einer geraden Linie als Axe ist aber eine 
gleichberechtigte. Die Strahlen-Congiiienzen treten dann als Axen-Congi'uen- 
zen, die Strahlen -Fachen als Äxen-Fläehen auf. Wir wollen hier dieselbe 
Fläche, welche wir eben als Strahlen-Fläche betrachtet haben, nunmehr als 
Asen-Fläche betrachten und durch die früheren Complexe Ü, ii', Si", welche 
nun nach Einführung der fünf Axen-Coordinaten p, y, n-, k, n durch die 
folgenden Gleichungen: 

fj» .r^ Co + ß/> + Ä'y = 0, (25) 

*' e:^ B'n: + /)'p + F' =^0, (26) 

il>" '^ — A"y. -\~ E'\/ ^ F" =0 (-27) 

dargestellt wei"den, bestimmen. Wir erhalten die Gleichung dieser Flüche 
in Plan-Coordinaten t, u, v, wenn wir zwischen den voi-stehenden drei Glei- 
chungen imd den Gleichungen: 

" = '/*■ + ■■'■< 

die füuf Axen-Coordinaten eliminiren, Eliminiren wir znnilehst zwischen der 
ersten und sechsten, der zweiten imd vierten, der dritten unil fünften der 
vorstehenden sechs Gleichxmgen bezüglich m, x und x, m l^oninit: 
(Cm -i- D)p ={Cl - E)q. 
iß'/^F') ^{B'i>-B')i>, 
{_.rv+E")q = {A"H-F'-), 
und hieraus, wenn wir diese drei Gleichungen mit einandev uiultipliciren: 
{Ct — E) [J'u — F ") [B'v — D ') _ 
iB't+ F'] {Cu +1)] {A% -j- r') - ^■ 
Dividiren wu' Zähler und Nenner des Bi-uches auf der ersten Seite dieser 
Gleichung dm"ch Ä'-B'-C, so kommt, wenn wir wiederum der Kilrze wegen 
die firüheren Constanten l' und t", u und u", v und if einführen: 

( t-t'){u^u -){ v~v') _ ,.,^, 

(i^t")iu^u"){v-v") '■ '-■-' 

In dieser Gleichung fallt, wenn sie entwickelt wird, das Pi'oduct der drei 

Veränderlichen ans. Sie stellt dieselbe Fläche in Plan-Cooixlinaten dar, die 

wir früher durch die Gleichung (9) in Punct-Coordinaten dai'gestellt haben. 

IIG. Die vorstehende Gleichung wird befriechgt, wenn gleichzeitig: 

i—t'^0, u — u" = 0, 1 

u — u =0, v~ v" = 0, ! (20) 

v — v' = (}, t — (" ^ 0, J 
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und ebenso, wenn gleichzeitig: 

t— r = 0, i' — ;"-- 0, j 

„-.„■ = 0, ( — /." = 0, ■ (30) 

(' — V ^ , H — «" = 0. J 

Die GrleicLmngen (29) und (30), welche sich auf sechs verschiedene redn- 
ciren, stellen, einzeln genommen, sechs Pnncte dar, von denen zwei auf 
jedei' der drei Coordmaten-Axen liegen. Paarweise zusammengestellt, wie 
vorstehend geschehen, stellen sie Axeu dar, welche in den drei Coordinaten- 
Ebenen und zugleich auf der Fläche liegen, einmal die drei Linien zweiter 
Erzeugung der Fläche (12), das andere Mal die drei Linien erster Erzeugiing 
dei-selben Fhlche (13). Die Flache wird von den drei Coordinaten-Ebenen 
berührt. 

Wir kömien die Flache, ihrer doppelten Erzeugimg entsprechend, durch 
jede der folgenden Ijeiden di-eigliedrigen Gruppen linearer Axen-Complexe 
darstellen : 

(o, _ ,/■/; -L /V/) + ;. (.T -V vp ~ 1") H- ;/ (/.■ H- v'q - "') = 0, (;il) 
(,j _ n'/> + r^) + ;.,(.T + i"/' - ''') -h /.;(^- + ^■V/ -«■■) = 0, (;S2) 

indem wir tilurch X, ).', ?.i, X'i unbestimmte Coefficienten bezeiclmen. 

117. Wenn wir für die drei Coordinaten-Ebenen irgend ch-ei Tangential- 
Ebenen des Asymptoten-Kegels der Fläche nehmen, «o nimmt in Folge der 
Relationen (16) 

t' 4- /" = 0, „■ + «" = 0, (/ + i" = ^) 

die Gleichung der Fläche in Plan-Coordinaten die folgende Form an: 

(' ~ >■') (" - ^'1 t-ljZ^L = 1 ri'-ü 

In dem Falle des hjqierbolischen Paraboloicb particidarisirt sich die altge- 
meine Gleichung (28) dadurch, dass das eonstaute Glied bei der Entwicke- 
lung fortfällt, was wieder zu der früheren Bedingnngs-Gleichung (20) fülirt. 

118. Wir haben in den letzten Nummern dieselbe Erzeugung derselben 
Fläche, einmal diu'ch drei lineare Gleichungen in Strahlen-Coordinaten, das 
andere Mal diu'ch drei lineare Gleichlangen in Axen-Coordinaten dargestellt 
und aus den drei linearen Gleichungen die Gleichung derselben Fläche ein- 
mal in Pimct-Coordinaten, das andere Mal in Plan-Coordinaten abgeleitet. 

Wü- wollen als zweites Beispiel eine Linienfläche dx^rch drei Complexe 
der besonderen Art bestimmen, indem wir für die Gleichung derselben drei 
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solche nehmen, die aus den fritheren heiTOi'gehen, wenn wir die Constanten 
derselben mit üiren i'eciproken Wevthen nnd 

?; s, Q, a, tj mit ji, q , :t, -K. !■) 
gegenseitig vertauschen. 

Anf diesem Wege erhalten wir, indem wir der Kürze Aveg^^n «.lle reci- 
proken Wertlie von t', t" , u', u", v, v" diu'ch x', :i'\ >j' . //". z\ z" bezeichnen, 
statt der drei Complex-Grleichungen (10) die folgenden: 
.v'.-r + /V.+ 1 =^ 0, 1 
_,'^_.r'V„+ y = 0, (34) 

lir>. Wenn wir zwischen diesen drei Gleichungen nnd den drei ("rlei- 
chungen ; 

/ = pv + n, ,i ^ qv Ar V., pH — y/ = r.j 

die fünf Axen-Coordinaten /y, ^, :r, X, f.j elhninireii. erhalten wk die folgende 
Clleichung der Fläche in Plan-Coordinaten: 

1 + (,)■' + ,r") ? + (^' + f) n + {z + Z-) i' 
+ .v'x't- + y'ij'u-' + z'z'v'- 
+ (y'2' + y'z") UV -f (.^■'2' + x" z'') tv + {,x n' + .r"//") /// = 0. (35) 
Diese Gleichung ergibt sich unmittelbar, wenn wir in dm- Uloiehung (9) 
t', t" , u, u", v, v" durch x', x", y, ij", z', z" und x, ;/. z din'cli t, i/. v ersetzen. 
Um dieselben Coraplexe (34) in Strahlen-Coordmaten anszudräeken, er- 
halten wir: 

v-/'-/' + y-,v=o, ] 

{j + :' -r — x" = 0, i (36) 

_o--j"-5+y =0, J 

und wenn wir zwischen diesen drei öleiclmngen und den drei folgenden: 

■1! — '■- + 9. y — s-E + o, ry — s.i — >(, 

die Stralilen-Coordinaten r, s, Q, 0, tj eliminiren, liommt: 

Diese Gleichung erhalten wir unmittelbar, wenn wir in der Gleichung (i38) 
i\ l", u', it", v, v" mit x', x", y', y", z', z" nnd /, ii. v mit x, y, z ver- 
tauschen. 

Die beiden Gleichungen (35) und (37) stellen dieselbe X^'läche in Plan- 
und Pimct-Coordinaten dar, die in Axen- und Sti-ahlen-Coordinaton dnreli die 
Systeme linearer Gleichungen (34) und (36) dai^estellt wiixl. 
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120. Wenn \vir in der Gleichung (35) nach eiiiaiulev v, u und / gleich 
IS'nll .setzen, so erhalten wir: 

{XI + y"H + IJ [x"( + y'H + 1) = 0, 1 

{z'v + .x"i + 1) (z"zi + x't + 1)-= 0, i (38) 

(/« + c"i; + 1) {y"M + 2'^' + 1) = 0. J 
AViihL-end also im Allgemeinen die Taugential-Ebenen einer Fläche zwei- 
ter Ordiimig und Klasse, welche einer gegebenen geraden Linie parallel sind, 
einen Cylinder umhüllen, artet dieser Cylinder, wenn wir für die gerade 
Linie nach einander die drei Coordinaten-Axen nehmen, in ein System von 
zwei parallelen geraden Linien aus. Die Coordinaten-Axen sind also irgend 
di'eien Erzeugenden der Liiiienfläclie , oder, was dasselbe ist, irgend di'eien 
Seiten des Asymptoten-Kegels der Fläche parallel. Denn alle Ebenen, welche 
durch irgend eine Linie der Flache gehen, sind Tai'^ential-Ebenen der Fläche, 
Den drei Linien der ersten Erzeugung, denen die drei Coordinaten-Axen 
parallel genommen worden sind, sind drei Linien der zweiten Erzeugmig 
parallel. Die beiden Puncten-Paare , in welchen die Ebenen FX, XZ, ZY 
von den Linien beider Erzeugmigen, die bezüglich den Axen OZ, 0¥, OX 
parallel sind, getroffen werden, werden durch die Gleichungen (38) dar- 
gestellt. 

121, In L"c].)orcinstim]nnng hiermit erhalten wir, um die Gleidiung (37) 
zu befriedigen, einmal die drei Gleichungen-Paare: 

x-x' = 0, y-y" = 0, ) 

//-y = 0, z_/' = 0, i (39) 

i\ eiche die drei Linien zweiter Erzeugung, das andere !iMa] die drei Glei- 
thungen-J'iuire : 

// ~ i/' -= 0, X — x" = <_■), (-10) 

- - :' - 0, !J—y" = ", J 

welche (.he drei Linien erster Erzeugung darstellen, die den drei Coordinaten- 
Axen, bezüglich OZ, OX, OF und OF, OZ, OX parallel sind. 

123. Die di-ei Complexe besonderer Art, durch welche die Fläche be- 
stimmt ist, die einmal dm"ch die Gleichungen (34), das andere Mal dm-eh die 
Gleichungen (36) dai'gesteUt werden, haben zu Ajceu diejenigen Linien zweiter 
Erzeugung, die durch die Grleichungen- Paare (39) dargestellt werden, und 
andererseits dadurch bestimmt sind, dass sie den Coordinaten-Axen OX. <tV, 
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OZ parallel %\w\ m\A die bezüglichen Coordinaten-EbeiK'n VZ. XZ. XY in 
Puncten schneiden, welche in diesen Ebenen durch die (Tlek-hungen: 

z» ^yv+i = 0, [ (41) 

dargestellt werden. 

Wenn wii' drei Seiten des Asymptoten-Kegels selbst im Coordinaten-Axen 
nehmen, kommt: 

.,' + x" = U, //' + y = 0, ;' + ;■' = 0. (42) 

Dann nimmt die Cdeichnng der Flüche in Plan-Coordinaten die folgende 
Form an: 

1 — x'^f' — >j'>0 — z'v^ + -li/z ■ KV + 2.v'z' ■ ii> + 2.v'f/- he = 0, (43) 
die Gleichmig derselben Fläche in Pimct-Coordinaten die folgende: 

{£--x') iy - >/) {z - z) __ , , ,. 

"(:r + a^r(y + y')i^ + <) ^ ' 

124. Wir wollen endlich, zunächst unter der Vomussetznng recht- 
winkliger Coordinaten-Axen, für die Complexe einer dreigliedrigen Gruppe : 

£1 + ;<ß' + [i'il" = 0, 

durch welche eine Linienlitlche bestimmt ist, die folgenden drei nehmen: 

il r, — k,r = 0, I 

p: -y +xvv = o, (4-.) 

sr n+k, =0. 1 

Dann fallen die Axen der drei Complexe in die drei Coordinaten-Axen X, 
OF, OZ, sind also, wie diese, auf einander senkrecht und sehneiden sich im 
Anfangspiincte der Coordinaten. Die Parameter sind k^^, k,, k^. Wenn 
wir die di'ei Complexe paarweise zusammenstellen, erhalten wir drei Con- 
gruenzen {ü', 'Si"), [ii, ii"), (Si, il'), deren Hauptaxen bezilglich in OX, OF, 
OZ und deren Paare von Nebenaxen bezüglich in OF und OZ, OX und 
OZ, OX und OF fallen. 

We);n wir, wie früher, vermittelst der drei (.ileichangon : 

.'■ = '" + «. // = >!' + <f, '■■'■ — ■^■.'/ = '/ 

(), Q und ij eliniinireu, so kommt: 

y _,,_/-,;. _0, 
.(■— /■; + k-^s = 0, 
ra-s.v^k, -=0. 
Aus den beiden ei'sten der vorstehenden Gleichungen folgt: 
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(k,lt,+ -J)r- .vz + /.-,,/, 

(k,l,, + z')s--!,! + t,.r. 
lind wenn wir zwischen diesen beiden &leichnngen und der dritten dev vor- 
liergehenden drei Gleitlnmgcn ;■ nnd s eliminiren; 

l,\.r' + k,y' + k,z'- + k^k.k, - 0, 
oder : 

vr + -(h + -k + ' ^ "■ ""' 

Diese Grleiehung bleibt nngeäudert dieselbe, wenn die Werthe der di-ei 
Constanten X'i, k^, k^ gleichzeitig ihr Zeichen ändern. Dann treten an die 
Stelle der drei gegebenen Complexe drei andere ; deren drei Dm-chmesser 
nach wie vor in die drei Coordinaten-Axen fallen und deren drei Parameter 
bloss ihr Zeichen geändert haben, das heisst, die drei neuen Complexe sind 
entgegeng^etzt gewtmden, als die drei gegebenen. Darin ist die doppelte 
Brzenguiig der Fläche ausgesprochen. Die Linien der einen Erzeugimg ge- 
hören -gleichzeitig den drei ursprünglichen, die der anderen gieicbzintig <len 
drei nenen Complexen an. , 

125. Wenn die Parameter der drei ui^sprüngliehen Complex<i silnuntlich 
positiv nnd demnach die Parameter der drei neuen Cornjalexe negativ shid, 
oder umgekehrt, wenn jene negativ und diese positiv sind, so ist die Fläche 
imaginär. In allen übrigen Fällen, so lange die Wei-the. der Parameter 
reell bleiben, ist die Fläche ein einschaliges Hyjjerboloid. Dann stimmen 
die Werthe zweier der drei Parameter der beiden Giaippen von Complexen 
im Zeichen überein, nnd der "Werth des jedesmaügen dritten Parameters 
hat das entgegengesetzte Zeichen. Je nachdem der Parameter des ersten, 
zweiten oder dritten Complexes der Gruppe im Zeichen von den Parametern 
der beiden übrigen Complexe abweicht, fällt die imaginäre Axe des Hyper- 
boloids bezüglich in die Coordinaten-Axen OX, OY, OZ. In dem ersten 
Falle erhalten wir; 

(■)'-(r)'-(0=--i. (*^) 

indein wir: 

kj;. = — /y^, [ (48) 

setzen. 

"Wenn wir ilen vorstehenden Entwiekehingen ^tatt Punct-Cnordinaten 
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Liuieii-Coordiiiaten zu Gnintle legen und (lemuach die Ijiiiien der Comjjlexe, 
statt als Sti-ahleii, als Axen Ijetrachteii, so erhalten wix für dieselbe Linien- 
fläche, die iinnmehr als Asenfläehe auftritt, die folgende Cileicliung: 

ÄjA-g^' + X-iX-s«ä + A.A-.v'- + 1 = 0. (iO) 

1'2C>. Jeder gegebeneu geraden Linie im Baume sind die Durchmesser 
eines dei' imendlich ^delen Durehmesser einer dreigKedrigen G-mppe parallel. 
Wir können daher die drei Coordinaten-Axen als Durehmesser dreier Com- 
plexe betrachten, durch welche eine Linienfiäche bestimmt ist. In dem 
Falle rechtwinkliger Coordinaten-Axen stehen die Gleichungen (45) drei Com- 
plexe dar, deren drei Axen in die drei Axen der Linienfläche fallen. Die 
Hanptparameter der drei Complexe sind ßci, k^, k^. Wenn wir als Coordi- 
naten-Axen irgend drei zugeordnete Durchmesser derselben Linienfläche neh- 
men, stellt die Grleichmig (45) immer noch di'ei Complexe der dreigliedrigen 
CTn\ppe dar. , Knr sind dann ^'i, /.%, /'a nicht mehr die Hauptpai-ameter der 
drei Complexe, sondern die Parameter derjenigen drei Du];chmesser dei'selben, 
welche mit den di-ei Coordinaten-Axen zusammenfallen. Diese di-ei Para- 
meter wollen wir zur Unterscheidung durch /'i", kj>, k^> bezeichnen und den 
drei obigen Constanten ilu-e Bedeutung als Hauptparameter der drei Com- 
plexe lassen. Drei Complexe der dreigliedi'igen Griiippe, deren Durchmesser 
irgend dreien zugeordneten Durchmessern der durch diese G-ruppe l^estimmteu 
Linienfläche parallel sind, wollen wir, in Beziehung auf die Linieufläche, 
drei conjngirte Complexe nennen. Es seien t", e', e die drei Winkel 
XOr, XOZ, rOZ, weiche die drei Coordinaten-Axen, paarweise genom- 
men, mit einander l>ilden, und d", d', rf, die I^Teigungs-Wüikel von OZ gegen 
XV. von OF gegen XZ, von OX gegen VZ, Dann sind die drei Ails- 
drü(/lie : 

sin t" am. ()". ^in f' sin d', sin f sin d 

einander gleich. Bezeichnen wir ^ie. der Kürze wegen, durch ;', ao er- 
halten wir: 

■■>■ 7 ' '- r ' '^ y ' 
und hieran-^: 

/V : ^V : /-.'■' = k,:k,:k,. (50) 

Setzen wir, den Gleichungen (48) entsprechend, 
k.^k," = «oS ] 
^V'A-,0 = V, (51) 
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HO erhalten wii' für die Cileic-huiig dor Liuientliu;h(t in schief winkligen (.'oor- 
diiiaten : 

_jt)'-(0'-(;y— >■ <»^» 

Es bedenten tf,-, V — 1, in, r„ diejenigen Halbdnrchmesser der Fltudie, welche 
mit den drei Coordiiiaten-Axen OA', OF, OZ zusammenfallen, Setzen wii- 

f ■ (u? k^ r,? ~- (■)■', (r>;.s) 

so ist Ijekanntlich (-J eine Grösse, welche sich nicht Jlndert, wenn \viv statt 
der di'ei gegebenen zngeoixlneten Dm'chmesser der Fläche ii-gend drei andere 
zugeordnete Durchmesser zu Coordinaten-Axen nehmen. 

1:^7. Wenn wir gliedweise die beiden letzten Gleichimgen [:A) mit 
einander ninltipliciven nnd durch die erste (heser Gleichungen dividiren, so 
kommt : 

'■-•' - ":f ■ 

Tuid wenn wir /.\ statt /'/' einführen. 

Hiernach ist: 

/,; _ + ®, . (64) 

X\ ist der Haniitparameter desjeuigen Complexes der dreigliediTgen Gnippe, 
dessen Ditrchmesser der Axe OA' parallel sind und /i,;' (mit entgegengesetztem 
Zeichen genommen) das (Juadnit desjenigen Halbdnrchmessers der Fläche, 
welcher in diese Axe falil. IIa wir von vorue herein als Coordinaten-Axe 
jeden beliebigen Diu'chmesser der Linien -Flä^jhe nehmen können (wobei, je 
nachdem der neue Durchmesse)' che FUlche schneidet oder nicht , «n^ mit po- 
sitivem oder negativem Zeicheii genommen werden muss), ergibt sich der 
folgende Satz unmittelbar: 

Der Hauptparameter desjenigen Complexes einer drei- 
gliedrigen Gruppe, dessen Durchmesser irgend ei non 1' iircli- 
messer der durch die Gruppe bestimmten Linieniläche jiarallel 
sind, ist umgekehrt dem Quadrate der Lange des Durchmessers 
der Fläche proportional. 

128. Einer beliebigen durch den Anfangspunct gelegten Ebene ist gieicli- 
zeitig ein Durchmesser der Linien-Fläche, der Hauptdurchmesser einer Oon- 
giiienz, der diese Fläche angehört, und ein Durchmesser eines Complexes 
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der dreiglieilrigeii Clnippe, iliirch welche ilie .Kliichc lie^^timnit wird, zuge- 
ordnet. Dieseliien Ebenen, welche dem Durchmesser der i'lüehe zugeordnet 
sind, sind der C'entiul-Ebene der Congnienz parallel und in dem Complexe 
el:)enfalls dem mit dem Durchmesser der Fltlthe zusammenfallenden Durch- 
messer zugeordnet. Es folgt dies iinmittelbar aus den Gleichungen der di-ei 
conjngirten Complexe (45), durch welche, auch iii der Annahme schiefwink- 
liger Coordinateu, eine Linienflä{rhe bestimmt wii-d. Dem" Durchmesser eines 
der drei Complexe, welcher in eme der drei Coordinateu- Axen tUUt, ist die 
Coordinaten-Ebene, welche durch die l>eiden andern Coordinaten-Axen geht, 
zugeordnet, und diesellDe Ebene ist einerseits die Centml-Ebene derjenigen 
Congruenz, welche tUn-ch die beiden üljrigen Complexe bestimmt wird und 
anderei-seits die Diametral -E]:)ene der Flache, die demjenigen Durchmesser 
dersel]:)en conjugirt ist, welcher mit dem Durchmesser des Complexes zu- 
sammenfällt. 

Ein Complex einer dreigliedrigen (irup[ie ist vollkdiuiiitMi bestinnut, wenn 
die Richtung seiner Durchmesser gegeben ist. In der vorigen Nummer 
haben wir , vermittelst der entsprechenden Linien - Flilche , in einfachster 
Weise seinen Parameter erhalten. Die voretehenden Erörterungeii geben uns 
für einen seiner Durchmesser die zugeordneten Ebenen. J.)ie Cnnsti'uction 
seiner Axe ist hiemach auf die 4(). Nununer zirrtlckgeführt. 

Man trage auf demjenigen Dm"chmesser der Fläche, welcher die gege- 
bene Durchmesser-Eichtung des Complexes hat, vom Mittelpuncte aus den 
Parameter des Complexes auf imd projicire denselben auf die dem Dm-ch- 
messer zugeordnete Diametral-Ebene der Flache. Der Parameter ist nach 
der vorigen Nmmner, wenn wir die Länge des Halbdurchmessei"S der Fläche 

durch i'a' bezeichnen, gleich—.,-, die Projection desselben, wenn wir den 

Winkel, den der Durehmesser der Flilcho mit der ihr conjngirten Ebene bil- 
det, 6.) nennen, gleich 

— ^- cos ()„. 

Wenn wir lUum den Durchmesser der Fläche, parallel mit sieh selbst, von der 
projicirenden Ebene um eine Strecke entfernen, die dieser Prqiec;tion gleich 
ist, so ist der verschollene Durchmesser der Fläehe in (lei; neuen Lage die 
Axe des Com])!exes. 

Diese Verscbiebong kann nach entgegengesetzttT Eichtimg vorgenommen 
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werden. Dem eutsprecliend erhalten wir die beiden gleichweit vom Mittel- 
punete abstehenden, unter sich parallelen Axen zweier verschiedenen Com- 
plexe. Diesen beiden Complexen gehören die lieiden verschiedenen Erzeu- 
gungen der Liiiienfläche an. 

129. Wir erhalten für die Parameter der bezüglicli in O.V. OV, DZ 
fallenden Durchmesser der drei conjugivten C'oniplexe: 

/V--^'":", k:!-^-^''-'--, /,._+«»»., (5Ö) 

und für die Hauptparanieter dier^er Complexe: 

^.-^-". ^.-+^' ''-+" p«' 

In GemfliSsheit der Gleiehmigen (58) haben /,'/ und /'»" übereinstmimende 
Zeichen mid A^" weicht von ihnen im Zeichen ab, woraus unter Bei-üeksich- 
tigtmg der Pi-opoitionen (üO) folgt, dass auch A-, und A-^ unter sich gleiche, 
mit ^"i ent-gegengesetzte Zeichen haben. Wh- müssen demnach sowohl in 
den Grleichungen (55) als auch in den (rleichungen (5G) die drei obern imd 
die drei mitern Zeichen zusammemiehmen. 

Weim wir die drei Crleiehungen (55) gliedweise juit einander nmltipli- 
ciren , so kommt : 

/y>/-^o^.-, = .L ^/„ /,„,;,. (ö7) 

Da,s Product der Parameter derjenigen Durehmesser dreiev 
conjugirter Complexe, welche mit den drei zugeordneten Durch- 
messern der Linienfläche zusammenfallen, ist dem Prodncte dei" 
drei halben Durchmesser der Fläche gleich. 

Wenn %vir die drei Grleichungen (ÖG) gliedweise mit einander multipli- 



ciren, so kommt: 

& 



A\ /,-, /,; = -r- --.ir.-TT = ^ f- "" ^'" '■-> = i- /'■ "^"^ 



- Sr- - ± r'- ^''> 

Aus denselben (h'ei ("xleichungen (56) ei'halto]) wir ferner: 

bicraiiÄ: 

Die S n m ni e d e r r e c i p r o k e n "\\" e i' t li e der l' a r a m e t e r i r g (.■ n d 
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i;' e b e n v lAui e n fl ;l c li r z u p: eo t d - 



(1 r e i e V , in B p z i e h \i n g a, u 1' e i 
neter, Complexe ist eonstaiit. 

l;'0. Wir wollen die Äxen der Complexe einer dreiglietkigen Grui)pe, 
(Inrch welche eine Linienfläclie bestimmt ist, parallel mit sich selbst ver- 
schieben, bis sie durch den Hittelpunct der Fläche gehen nnd dann, indem 
wir die Dm'chmesser der Mäche als Leitstrahlen betrachten, anf jedem der- 
selben vom Mittelpimcte ans den Hauptparameter desjenigen Complexes auf- 
tragen, der diesen Diu'chmesser auch zu dem seinigen hat. Dann erhalten 
wir eine neue Fläche, welche in Beziehung anf die Lmienfläche dieselbe 
Rolle spielt, als die charaeteiistische Cnrve einer Linienfläehe in Beziehung 
auf diese. Wir wollen die neue Fläche die characteristisehe Fläche der 
Linienfläche nennen. 

Wenn wir irgend einen Leitsitrahl der characteristisclien Flät-he durch 
/■ und den entsprec-bendeu Leitstrabl der Linieni4ädie durch /■, bezeichnen, 
so ist: 

. _ ^ 

Wir wollen die LinienURche 147) auf ihre drei Axen ah Coot'dinate];-Axcn 
beziehen. Indem -wir dann diejenigen drei Winkel, welche ein beliebiger 
Leitstvcihl /■, mit. den drei Axen bildet, c, ß, y nennen, können wir die 
öleichimg die^^er Fläche in der nachstehenden Weise schreiben: 
cos- « cos' ß cos- y 1 



imd erhalten die Grleichung der characteiistischeu Fläche, wenn wir in dieser 
Crleichung für —r, seinen Werth + -^ einsetzen. Anf diesem Weg« 
gibt sich: 







eh' 



cos' ß 



cos- y I 



= + ' 



und wenn wir zu den reclitwinlvligen Punct-C'oordinaten znriu-kgelien : 



(oo) 



Wenn wir die beiden Seiten der letzten Gleichung qnadi'ircn nnd für r- und 
Ö- bezügüob (.1- -\- //- -\- Z-) nnd rf^/'-c- sclu-eiben, so kommt: 



^ -fa' + ;/< + -■)=. 



(*■■,■ 



(Gl) 
(G-2) 



y Google 



— 136 — 

131. Die vollständige ehavacteristisclie Flache zerftUt in zwei Tlieile, 
welche einzeln dnrcli die Gleichung (fJO) dargestellt werden, wenn wir in 
dieser Gleiehnng ?■ nach einander mit entgegengesetztem Vorzeichen nelunen. 
Es gibt immer zwei dx'eigliedrige Gruppen von C'ompleseu, welche in einer 
solchen geometrischen Beziehung zu einander stehen, dass die Complexe der 
beiden Gnippeu sich bloss dadurch von einander unterscheiden, dass ihre 
Parameter entgegengesetzte Zeichen haben. Solchen zwei Complex-Gruppen 
entsprechen die beiden Erzeugungen derselben Fladie. Es gibt also insbe- 
sondere auch zwei Systeme von drei conjugn-ten Complexen , deren Diu'ch- 
messer irgend di'eien zugeordneten Durchmessern der Linienfläche parallel 
und deren Parameter bezüglich gleich alier von entgegengesetztem Zeichen 
smd. Durch die beiden Gruppen zugeordneter Complexe smd die Ijeiden 
Erzeugungen der Linienfläche bestimmt. Die charaeteristisehe Flaclii- 
bezieht sieh gleichmässig auf beide Erzeugungen. 

132. In Gemässheit der Relationen (48) können wir in die Gleichung 
der charaeteiistischen Fläche, statt der drei Halbaxen der Linienfläche, die 
Hauptparameter derjenigen drei conjugirten Complexe einführen, deren 
DiU'chmesser den A\en der Linieiifiücbe parallel sind. Auf diese Weise 
finden wh." 

{k,.v' + /;,!/-^-\- k,z-^r = (.^- + //^ + .-■')■% (G.3I 
w;ihveii(l die Gleichmig der Linienfläche sell«t, nach Einführung derselben 
Constantcn, die folgende wird: 

I>\ .r^ + k-, f ^r k, 'J =-- /■, /-, /.:, . ((14 1 

"Wenn wir in der Gleichung (03) nach einandei' .r. //, : gleich Niül 

setzen, so erhalten wir für die Dm'chschnitts-CuiTen der characteri^tischen 
Fläche mit den drei Coordinaten-Ebenen : 

{/■,;r= + 4 ;')'_(,!- +;•)=, (67) 

(/■,y= + X„,-<)._(y= + .-»>■. J 
Durch di'ei conjugii-te Complexe einer Linienfläche, paarweise genom- 
men, sind drei C'ongraenzen bestimmt, die wh- ihrei"seits Eils drei conju- 
girte Congrueuzen der Linienfläche bezeichnen können. Den beiden 
Systemen dreier conjugirter Complexe, deren Dm'chmesser den drei Axen der 
Linienfläche parallel smd, entsprechen zwei Systeme dreier conjugii-ter Con- 
grueuzen, deren jede eine Äse der Linienfläche ziu' Hauptaxe mad die jedes- 
maligen beiden andern Axen derselben zu Nebenaxen hat. Die drei Con- 
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gi-iienzen eines der Ijeiden Systeme entsprechen einer der drei Congi-uenzen 
des andern Systems der andern Erzeugung der Linienfladie. Die erste der 
drei Grleichnugen (67) stimmt vollkommen mit der Gleichmig (149) des 
vorigen Paragraplien üljerein. Daraus entnehmen wir den folgenden Satz: 

Die drei Durchsclinitts-Cnrven der eharaeteristisehen Fläche 
einer gegebenen Linienfläclie mit den drei Hanptschnitten ÄF, 
XZ, FZ dieser letztern Fläche sind, in diesen Hauptschnitten, 
die Projectionen der eharaeteristisehen Ciirveu dreier conju- 
girter Congruenzen, welche bezüglich OZ. OF, f)X zu ihren 
Hauptasen haben,*) 

"Wir verweisen, was die Discussion der Durclischnitts-l'iir\'en (67) betrittl, 
auf den vorigen Paragi'aphen und bemerken bloss, dass die in XF und XZ 
liegenden Durchschnitts-Curven aus vier Schleifen bestehen und im Mittel- 
puncte dm.- Fläche einen vierfachen Punct haben, wähi-end für die in FZ 
liegende Dm'chsclmitts-Cm-ve dieser Punct ein isolirter ist. 

133. Um die Grleichimg der eharaeteristisehen Fläche (63j zu befriedigen, 
können wir gleichzeitig: 

>?■, .rä + l,-,yi -L /-g,-? = + ■^.■K\kA\, \ 

ä_ .„ ) (6B) 

X'' + >/- ^ :-■ = z, / X-jä /-„s k^i J 

setzen, indeni wir durch -/. und -a-, ■iw-ei beliebige Constanten l)ezeichnen, 
zwischen denen die folgende Ilelation besteht: 

Diese Relation wii'd insbesondere befriedigt, wenn die beiden Constanten gleich 
Eins sind. Es lässt sich eine chai-acteristische Fläche durch eine raumhche 
Ciuwe beschreiben, welche der Durchschnitt einer Kugel mit zwei 
Flächen zweiter Ordnung ist. Diese Cm^e bestimmt in jeder ihrer Lagen 
solche Complexe, deren Parameter, abgesehen vom Zeichen, gleich sind. 

In unsenn Falle ist die gegebene Linienfläche ein einschaliges Hyper- 
lx>loid. Führen wir in die letzten beiden Gleichungen statt der Parameter 
die TIalbaxen-(^iadrate desselben wieder ein, so erhalten mr: 



.,ä + y, + -j = ^„ ]/f(^0'>-\ J 

*) Den Satz des Textes kßimen wir auf drei 1ielie1)ige zugeordnete Complexe eiiici' 
Liiiienfläehe und die drei entsprechenden zugeordneten Dutcliinesser ausdehnen. 



(6Ö) 
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"Wenn wii- v. imcl xo gleich Eins setzen, so stellt die erste der beiden vor- 
stehenden Gleichungen, wenn wir das untere Vorzeichen nehmen, das gege- 
bene einschalige Hyperboloid dar, wenn wir das obere Zeichen nehmen, ein 
zweisehaliges Hyperboloid, Die beiden Hyperboloide haben denselben 
Asymptoten-Kegel und die Quadrate ii^end zweier gleichgerichteter Durch- 
messer derselben sind gleich und von entgegengesetztem Zeichen. Ein ein- 
schaliges und zweisehaliges Hyperboloid, welche in dieser gegenseitigen Be- 
ziehung zu einander stehen , wollen wir überhaupt zwei zusammen- 
gehörige Hyperboloide nennen. 

Die characteristische Fläche eines gegebenen einsehaligen 
Hyperboloids geht durch die Curve, nach welcher das gegebene 
einschalige Hyperboloid und das mit diesem zusammengehörige 
zweischalige Hyperboloid von einer Kugel geschnitten wird, 
deren Kadius der Cubik-Wurzel aus dem Producte der dreiHalb- 
■axen des gegebenen einschaligen Hyperboloids gleich ist. 

Wenn wir die linearen Dimensionen der beiden Hyperboloide im qua- 
dratischen, den Eadius der so bestimmten Kugel im cubischen Verhältnisse 
eontinuirlieh waelisen lassen, so beschreiben die Durchschnitts -Curven die 
characteristische Flache. 

134. Die vollständige characteristische Fläche theilt sich in zwei Theile, 
die durch den Asymptoten-Kegel von einander getrennt sind. Der eine Theil 
besteht ans Curven-Zügen, die auf den ehisehaligen Hyperboloiden liegen. 
Durch ihn sind die Pai-ameter solcher Complexe bestimmt, deren Dm-ch- 
messer den reellen Durehmessern des gegebenen einsehaligen Hyperboloids 
parallel sind. Der andere Tlieü besteht aus Curven-Zügen, die auf den 
zweischaligen Hyperboloiden liegen. Durch ihn sind die immer reellen 
Parameter deijenigen Complexe bestiimnt, deren Dm-chmeaser den (ihi-er 
Länge nach) imaginären Durchmesser des gegebenen eüischaügen Hyper- 
boloids parallel sind. Während die Durchmesser der Fläche, durch die Seiten 
des Asymptoten-Kegels hindurchgehend, unendlich gi'oss werden, werden die 
entsprechenden Parameter gleich Null. Diesem Durchgange entspricht der 
Uebergang zwischen reellen und imaginären Durchmessern der Fläche, zwi- 
schen positiven und negativen Parametern der Complexe. 

135. Wir haben bisher bloss das einschalige Hyperboloid betrachtet, 
dessen Erzeugende reelle gei-ade Lmien sind. Der imaginären Linienfläehe, 
die wir imaginäres EUipsoid nemien wollen, entspricht, class die Para- 
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meter der drei, Ceotml-Camplexe dasselbe Zeichen !ia):ien. "Wenn wir dem 
entsprechend 

kl h — ti>, 

Ih li, — Ir-, (70) 

/!-, /.; — C 
setzen, erhalten wir für das imaginäre EUipsoid folgende (jleicluing: 

i + |- + |- + 1 - »• (") 

Aber die Gleichung (64), welche die Linienflläclie darsteUt, bleibt auch 
dann noch reell, wenn die Parametei' der drei Central-Complexe gleichzeitig 
imaginär werden. Wenn wir für k^, I:,^, k^ die imaginären Werthe k^V— 1, 
A-,,' / — 1, k^ V — ■ 1 einsetzen, geht diese Gleiehmig in die folgende über: 

ki-v- + k^if- + k,'z"- k\'k;k^'. (72) 

Hier haben wir medeinim zwei Fälle zu unterscheiden: entweder haben von 
den drei neuen Constant^en nur zwei dasselbe Zeichen und die dritte hat das 
entgegengesetzte Zeichen, oder die Zeichen dei-selben stimmen sanmitlich 
übereiu. In dem erstercn Falle liönneji wir 

/-;^./ = frK 

A-; k,' = — fß, (73) 

setzen und erhalten : 

Dann ist die Fläche ein zweischaliges Hyperboloid. In dem zweiten 
Falle können wir 

k, k, = Ä^ (75) 

X-, k, = c^ 
setzen und erhalten: 

Dann ist die Fläche ein EUipsoid. 

In jedem Pnncte des zweischaligen Hyperboloids und des Ellipsoids 
schneiden sich zwei imaginäre Erzeugende. Die Flächen werden in doiipelter 
Weise von imaginären geraden Linien erzeugt, die beiden imaginären geraden 
Linien, welche in jedem Puncte der Flächen sich schneiden, gehören den 
beiden Erzeugungen derselben an. 

18* 
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13(). Die Betraehtuügen über ehaiueteriötische Plilchen in der löo. Nmii- 
mer nmden sich erst dami ab, wenn wir neben der characteristischen Fläche 
des einschaljgea Hyperboloids auch die eharaeteristische Fläche der imagi- 
näi'en Linienflache, welche reell bleibt, und die imaginären characteristischen 
Flächen des zweischaligen Hy|)erboloids und des EUipsoids betrachten. 

Das einschalte iind das zweischatige Hyperboloid, welche durch die 
beiden Grleichnngen (47) und (74) dargestellt werden, haben wir, in dem 
Falle, dass ^'i = ^i', /^ = ^2, h = h'' 2wei zusammengehörige Hypei'boloide 
genaimt. Unter derselben Voraussetzung sagen wir, dass das imaginäre und 
reelle EUipsoid, welche diu'ch die Grleichimgen (72) und (76) dargestellt wer- 
den , zusammengehören. 

Um die Gleichimg der characteristisehen Fläche für das imaginäre El- 
lipsoid (72) zu erhalten, brauchen wir bloss in der CTlcichnng dieser Flüche 
für das einschalige Hyperboloid (47) die Zeichen von 0- und c^ zu ändern. 
Dann kommt statt (61): 

«'<''''{^, + t'+^'Y -''■'+!''+='>'■ 1-) 

und wir erhalten ^^tatt (GD) die folgenden beiden Gloiclimigen: 



■r^ + r + -' = >^^y"'^'<^', \ 

wobei zwischen y. und y.,> die fiHhere Bedingungs-Gleichung fortlsesteht. Die 
eharaeteristische Fläche besteht hier aus einem reellen und einem imaginären 
Theile. Diese beiden Theile werden bezüglich von Curven ei-zeugt., nach wel- 
chen zusammengehörige reelle und imaginäre Ellipsoide von Kugehi geschnit- 
ten werden. Unter den imaginären Ellipsoiden befindet sich insbesondere 
das gegebene. Das mit diesem zusammengehörige reelle EUipsoid wird von 
der charaeteristisehen Fläche immer in einer reellen Curve geschnitten, die 
gleichzeitig auf einer Kugel liegt, deren Radius der (h-itten Wurzel aus dem 
Producte der drei Halbaxen dieses EHipsoids gleich ist. 

Wemi die Grleichung der für den Fall des eiixsehaligen Hyperboloids und 
des imaginären EHipsoids reellen chai-acteristischen Fläche (63) auf den Fall 
des zweischaligen Hyperboloids und des reellen EHipsoids bezogen werden 
soU, so mtlssen wir A\, k^, k^ mit k^V — 1, k-iV — f, k^V — l vertauschen. 
Dann wird das Quadrat des Leitstrahles der charaeteristisehen Fläche negativ, 
die Fläche selbst also imaginär. Wir erhalten aber eine neue reelle Fläche, 
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wenn wir fftr den imaginären Leitstralil r]/ — I nehmen. Dann kommt: 

nnd wenn insbesondere ^i = A,,', k^ = 4', h = h', ist diese Grleiclmng die- 
selbe, von dei- wir ausgegangen sind. 

Die characteristische Fläche eines einschaligen Hyperboloids 
bestimmt also zugleich die imaginären Parameter aller Com- 
plexe des zugehörigen zweischaligen Hyperboloids, so wie die 
characteristische Fläche eines imaginären Ellipsoids zugleich 
die imaginären Parameter aller Complexe des zugehörigen reel- 
len Ellipsoids bestimmt. 

137. Wir haben in der 98. Nummer vier verschiedene Arten von Con- 
gmenzen unterschieden. Jeder Dm-chmesser einer Fläche zweiter Ordnung 
und Classe, welche einen Mittelpunct hat, fällt, der Richtmig und Grösse 
nach, mit dem Hauptdurchmesser einer Congruenz, der die Fläche ai^ehört, 
zusammen. Es entspricht hierbei jedem Durchmesser des einschaligen 
Hyperboloids eine Congruenz der ersten oder zweiten Art, je nachdem 
dieser Durchmesser das Hyperboloid sehneidet oder nicht schneidet. Den 
Uebergang bezeichnet der Fall, dasa die beiden Directrieen der Congi-uenz in 
einer Asymptote der Fläche zusammenfallen. 

Jedem Dm-chmesser eines imaginären Ellipsoids entspricht eine 
Congruenz der zweiten Art. 

Jedem Diu-chmesser eines zweischaligen Hyperboloids entspricht, 
je nachdem er die Fläche schneidet oder nicht schneidet, eine Congruenz 
der dritten oder vierten Art. 

Jedem Durchmesser eines reellen Ellipsoids entspricht eine Congnienz 
der dritten Art. 

138. Von den vorstehenden Entwickelungen sind diejenigen Flächen 
zweiter Ordnung nnd zweiter Classe ausgeschlossen, welche keinen Mittel- 
pimct haben und einmal von reellen, das andere Mal von imaginären ge- 
raden Linien erzeugt werden: das hyperbohsche und elliptische Paraboloid. 

139. Wir haben bereits früher in der 111. Nummer eine Fläche zwei- 
ter Ordnung dm'ch drei Complexe bestimmt, deren Parameter gleich Null 
sind. Es kommt dies darauf hinaus, die Axen solcher drei Complexe als 
Linien der zweiten Erzeugung der Fläche zu betrachten, die von den Linien 
ihrer ersten Erzeugung geschnitten werden. Durch die drei Linien der zwei- 
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ten Erzeugung haben wir drei lieliebige Ebenen gelegt und diese Ebenen zu 
Coordinaten- Ebenen genommen. Dann benlhrt die Fläche diese drei Ebenen. 
Diese Ebenen schneiden die Fläche, ausser in den drei Linien der zweiten 
Erzeugung, auch noch in drei Linien der ersten Erzeugung. In jeder dieser 
Ebenen ist der Durchschnitt der beiden Linien der zwiefachen Erzeugung 
der Punct, in welchem dieselbe von der Flache beiTlhrt wird. Unter ana- 
logen Voraussetzungen können wir auch das zweischalige Hyperboloid und 
das Ellipsoid bestimmen. "Wir nehmen irgend drei Tangential -Ebenen einer 
dieser Flächen zu Coordinaten -Ebenen. Dann geht jede dieser Ebenen durch 
zwei conjugirt imaginäre Linien der Fläche und diese Linien sehneiden sich 
in dem reellen Puncte, in welchem die Ebene von der Fläche berührt wird. 
Wir wollen in Uebereinstimmung hiermit , indem wir ziir angezogenen Num- 
mer zurückgehen, 

/', /".:-/o + UV^\ 1 

u', u" :zz «0 + u„'f—i, \ (79) 

v', v" =V(^±_ i-oV~l J 
setzen. Dann gehen die Gleichungen (12) und (13) dieser Nummer, welche 
die drei Linien der zweiten und die drei Linien der ei-sten Ei'zeugung, welche 
in den drei Coordinaten -Ebenen liegen, darstellen, in die folgenden über: 
(^0 + /oY— l),r + {uo — uo'/~~l)jj -h 1 = 0, ) 
(v, + v,'V-l)z + (4 - /;/-"T).r +1 = 0, } (80) 

(Ko + WoY^)^ + (r„ — v„'/—\}z + 1 = 0, J 
und 

(4 — 4y-T).r -f («o-f«oy-I)y + 1 = 0,) 
{v,~v,'V~X)z + (/o + io'V~r).v +1 = 0, ;■ (81) 

(«o~w»y~T)y + [fo + v.r-i)- + 1 = 0. J 

Die Coordinaten der drei Berührungspuncte in den drei Coordinaten- Ebenen 
JF, XZ, ¥Z sind: 

— ?/ 



*) Die Gleichungen (81) geben v 



(82) 
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Wir erhalten füi- die Gleichung der Linienfläche aus (9): 

+ 1{u„v^—ti^v^)yz + 2(4i'o — 4'V)-^'2 + 'l{ku^ — Uu^)xy = 0. (83) 
Je nachdem 

(/<,- + ^o'-)- > (/. ;'.' — //('■) (4i'o' — 'fl'M' 
oder 

stellt diese Grleichung ein zweischaliges Hyperboloid oder ein ElU- 
psoid dai'.*) 

Setzen wir in dieser Grleichnng /(,, i/,,, v^ gleich Null, so kommt: 
1 + tä^x- + uä-y^ — vö-t' — 2u„'väyz — 2/oV,'.vz — 2täu,;.vy = 0. (84) 
Dann ist die Fläche ein zweischaliges Hyperboloid, das auf seinen Mittel- 
punct als Anfangspunet der Coox"dinaten bezogen ist. 

140. Die Bestimmung des elliptischen Paraboloids ist der Bestimmung 
des hyperbolischen in der 114. Nummer ganz analog. Die Bedingungs- 
Cxleichung (20) geht in die folgende über: 

^ + J + ^' = ^- f^ö) 

Mit den Linien der beiden Ei-zeugungen werden die beiden Ebenen, denen 
sie parallel sind, conjugirt imaginär. Wir erhalten für dieselben die folgen- 
den Gleiehimgen, welche wir in eine einzige zusammenziehen: 
[{(oV^ + U'vö) + (4V — 4'i-'o) V^-i\x -}- [(«o^'o + ^W) + iu„v^' -\- u,,' v,;) /—l] »J 
+ {v,? + v;^)z^<) (80) 

lind ans (24) zur Bestimmung der reellen Durchmesser -liiclitung: 

!l-±ji!-,^-l±p:i,^'il.±^^',. (87, 

141. Wir haben hiermit die sämmtlichen reellen Flächen der zweiten 
Ordnmig und Classe durch die Gleichungen dreier linearer Complexe, deren 
Parameter verschwinden, dai^estellt und aus den Systemen solcher drei 
Gleichungen die Gleichungen derselben in Pmact-Coordinaten abgeleitet: das 
einschalige Hyperboloid (9), dasselbe bezogen auf seinen Mttelpunct (17), 
das hyperbolische Paraboloid (9), unter Voraussetzung der Bedingungs-Glei- 



eine geometrische BeziBhiuig awiachen irgend drei Tangential - Ebeiion einer gegebenen Fläche zweiter 
Ordnung und Classe, welche zu discutiren hier nicht d«- Ort ist. 
*) Geometrie des I 
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climig (2ü), das zweisehalige Hyperboloid und das Ellipsoid (83), ersteres 
auf seinen Mittelpmict bezogen (84), und endlich, unter Voraussetzung der 
Bedingungs- Gleichung (85), das elliptische Paraboloid (86). Ausgeschlossen 
bleibt hier, für den Fall des zweisehaligen Hyperboloids, des elliptischen 
Paraboloids und des Ellipsoids, die Annahme, dass der Anfangspunct der 
Coordinaten innerhalb der genannten Flächen liege. Für den Fall des ein- 
schaligen Hyperboloids gibt es kein Innerhalb und kein Ausserhalb. Die 
imaginäre Fläche ist ganz ausgeschlossen. Die Coordinaten-Bestiinmimg wii-d 
illusorisch, wenn der Anfangspunct auf der Fläche angenommen wird. 

142. Dieselben Flächen der zweiten Ordnung und Classe, die wir durch 
di'ei lineare Gleichungen in Strahlen -Coordinaten dargestellt haben, haben 
wii' in analoger Weise auch durch drei Gleichungen in Axen- Coordinaten 
dai^estellt und, wie wir aus jenen die Gleichung der Flächen in Punet- 
Coordinaten abgeleitet haben, aus dieser die Gleiehur^ derselben Flächen in 
Plan-Coordinaten abgeleitet. Die Gleichung (28), welche wh- in der 115. Num- 
mer erhalten haben, geht für solche reelle Flächen, welche nicht durch reelle 
gerade Linien erzeugt werden, in die folgende über: 

ii,-j,)- t.;v~i) iiu^-^i-n,' y-i)( (v-v,,)-v„y—i) _ 

((^-^o) + V/=i)((«-«J+</-i)(0'-^,>) + Vf^-i)' "" ^ -* 

AVemi wir entwickeln, verschwindet aus dieser Gleichung das Imaginäre. 

143. Reelle und imaginäre Kegelflächen so wenig als reelle und imagi- 
näi'e ebene Curven lassen sich durch drei lineare Gleichungen, weder in 
Strahlen - Coordinaten noch in Axen -Coordinaten, darstellen. Jene sind nicht 
als Flächen zweiter Classe, diese nicht als Flächen zweiter Ordnung zu 
betrachten. 

144. Aber die Frage, ob die Linienflächen, die wir durch das Symbol: 

Si + jiiß' + (t'£i" = 
dargestellt haben, durch Particularisation der Complexe ß, ß', Si" nicht 
dennoch in andere geometrische Gebilde ausarten können, ist hiermit nicht 



Wir wollen einem der drei Complexe seine ganze Allgemeinheit lassen, 
aber annehmen, dass die beiden anderen Complexe von der besonderem Art 
seien, dass sämmtliche Linien jedes derselben einer festen geraden Linie 
begegnen, und dass die beiden festen geraden Linien sich schneiden, oder, 
was dasselbe heisst, in derselben Ebene liegen. Wir wollen die beiden 
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Coordinaten-Axen OZ imd OV mit ihnen zasammenfallen lassen. Dann 
stellen die Gleichungen 

Si' ^7^ r^. ra — SQ = 0, l'i" -^: if ^ 

die fraglichen beiden Complexe dar. Diese beiden Gleichungen haben zur 

Folge, dass entweder q oder r gleich Null ist. Hiermit in Uebereinstim- 

mung gehören einerseits alle Linien, deren Coordinaten die drei Gleichungen: 

/!/■+ ßs + C= 0, ) 

,^0, o-=0 I (^^) 

befriedigen, andererseits alle Linien, deren Coordinaten die drei Gleichungen : 
j9s4- C— Dg = 0, 1 
,_0, r_0 1 (äO) 

befriedigen, der durch die dreigliedrige Complex- Gruppe dargestellten Linien- 
fläche an. Alle Linien, welche den drei Complexen (89) gleichzeitig an- 
gehören, liegen in der durch die Gleichung: 

Ax-^-By -\- Cz = G (f)l) 

dargestellten Ebene und gehen, in dieser Ebene, durch den Änfaugspnnct 
der Coordinaten. Alle Linien, welche den drei Complexen (90) gleichzeitig 
angehören, liegen in der Coordinaten -Ebene FZ und gehen in dieser Ebene 
durch den Punet, der durch die Gleichung: 

Cu — Bv -^ Dw = Q (92) 

dargestellt wird. Die Ebene (91) bleibt dieselbe für alle Complexe der drei- 
gliedrigen Gruppe: 

{Ar — Ba^C) + jl? + .«'ö = 0, 
sie ist für alle die Ebene, welche dem Anfangspimet der Coordmaten ent- 
spricht. Der Punct (92) bleibt derselbe für alle Complexe der dreigliedrigen 
Gruppe : 

{Bs + C— Dg) -j- (ly + ar = 0, 
er Lst für alle der Punct, welcher der Coordinaten-Ebene VZ entspricht. 

Die der so bestimmten Linienfläche angehörigen Linien liegen also in 
zwei Ebenen und gehen in jeder dieser beiden Ebenen durch 
einen festen Punet der Durchschnittslinie der beiden Ebenen, 
Die beiden Ebenen und die beiden Puncte entsprechen einander 
in allen Complexen der dreigliedrigen Gruppe. 

"Wir können die Linienflache durch eine Gleichung zweiten Grades m 
Punct-Coordiaaten daratellen. Dann erhalten wir die beiden eben bestimm- 
ten Ebenen; aber es verschwindet jede Spur der Erzeugung dieser Ebenen 
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durch eiue gerade Linie, welche innerhalli devselben am eiuen testen Puiiet 
sich (h-eht. Wenn ivii- uns der Plan- Coordmaten znr Darstelhmg der Linieii- 
fiäehe bedienen, so erhidten wir die beiden Pnncte; es verschwindet aber 
jede Spur der Umhtülung die^ei' l'uncte diircli eiue <>;erade Linie, welche iu 
einer festen Ebene liegt. 

145. Die geometrische Bestimmung der Linienfiäclie kommt in diesem 
Falle darauf hinaus, diejenigen geraden Linien zu bestimmen, welche zwei 
gegebene einander scliiieidende gerade Linien schneiden und üherdiess einem 
gegebenen Complexe angehören. Diese Linien liegen entweder in der Ebene 
der beiden gegebenen geraden Linien uiid gehen dnrch den in dem Comi^lexe 
dieser Ebene zugeordneten Punct, oder sie gehen durch den Dm-chschnitts- 
punct der beiden gegebenen geraden Linien und liegen zugleich in derjenigen 
Ebene, welche in dem Complexe diesem Puncte entspricht. 

Die vorstehenden geometrischen Betrachtungen ergilnzen si( b iiucb da- 
durch, dass unter den Complexen der Gruppe sich einer von ilei' bcsuudc}7] 
Art- befindet. Die feste Linie, die von nllcii Ijinieu dieses Complexes ge- 
schnitten wii'd und welche im Allgemeinen den l.>eideu gegebenen geraden 
Linien nicht begegnet, ivird, wie cüese, von den Linien der Linienflilche ge- 
schnitten. Diese Linienfläche i.st im Allgememen ein einschaliges Hyper- 
boloid, dessen Linien einer Erzeugimg die drei gegebenen geraden Linien 
schneiden, artet aber, wenn zwei der clrei gegebenen Linien sich sclmei- 
deu, in ein System von zwei Ebenen, bezüglich in ein System von zwei 
Puncten ans. 

Wenn die feste Linie einer der beiden gegebenen, ^^ich schneidenden, ge- 
geraden Linien begegnet, so ändert sich in den vorstehenden Beziehungen 
wesentlich nichts. Dann wird eine der clrei Linien dei"selben Flächen -Er- 
zeugung von den beiden übrigen in zwei Pmieten geselniitten, oder, was 
dasselbe heisst, die drei Erzeugenden liegen in zwei Ebenen, Diese beiden 
Ebenen einerseits, die beiden Dui-chschnittspuncte andererseits sind diejeni- 
gen, in welche die Linienfläche ausartet, 

146. Wemi insbesondere aber in den Complexen der dreigliedrigen Griiippe 
der Durchschnittspuuct der beiden gegebenen geraden Linien der Ebene ent- 
spricht, welche durch diese Linie geht, so verschwinden die Constanten B 
und C in den vorstehenden analj'tischen Entwickelungen : dann fällt die Ebene 
(91) mit der Coordinaten- Ebene F.^, der Punct (Ü:^) mit dem Anfangspuncte 
der CooKÜnaten zusammen. 
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Die Linienfläche artet in diesem Falle iii ein System von zwei zu- 
sammenfallenden Ebenen, bezüglich in ein System von zwei in diesen 
Ebenen zusammenfallenden Puncten aus. 

147. Von dem zuletzt betmchteten Falle sind diejenigen wohl zu unter- 
.scheideii, in welchen ohne weitere Bedingung: 

0- == 0, Q ^ 0, ri = Ü, (93) 

oder 

r = 0, t* = 0, ri = Ü. (i)4) 

In dem ersten Falle betViedigen die dreigliedrige Complex- Gleichung die 
Coordinaten jeder durch den Anfangspunet gehenden geraden Ijinie, in dem 
zweiten Falle die Coordinaten jeder in der Ebene YZ liegenden geraden 
Linie. 

So wie zwei zusammenfallende Direetriceu erat ilanu eine CongiTienz 
bestimmen (Nr. GS), weim die Bedingung hinzukommt, dass die Linien der- 
selben einem gegebenen Complese angehöi'en, der eme mit den Directiicen 
zusammenfallende Linie hat, so bestimmen drei dureli denselben Pmict gehende 
Erzengenden eine Linienfläche erst dann, wenn noch die Bedingung- hinzu- 
konomt, dass die Linien dei'selben einem gegebenen Coniplexe angehören. 
Wenn diese doppelte Bedingung fehlt, so erhalten wir in dem ei"sten Falle 
statt der Congruenz einen Complex von besonderer Art, dessen Linien die 
beiden zusammenfallenden Direeti-icen schneiden. Im zweiten Falle bedingen 
zwei der drei Complex- Gleichungen ; 

9 = 0, 1] r<} — SQ =- 0, (95) 

dass rö gleich Null werde, mid dieser Bedingung kann sowohl durch das 
Verschwinden von ö als durch das Vei-schwinden von /■ entsprochen werden. 
Demnach sind die beiden vorstehenden Gleichungen einmal mit den drei 
Gleichungen (93), das andere Mal mit den drei Gleichungen (94) gleichbedeu- 
tend. Die Congi'uenz besonderer Art, welche dni'ch die beiden Gleichungen 
(95) dargestellt wird und die Coordinaten -Axen OZ und OF zu Directricen 
hat, umsehliesst (Nr. 68) einmal alle Linien, welche in FZ, der Ebene der 
beiden Directricen liegt, das andere Mal alle Lmien, welche durch 0, den 
Durchschnitt der beiden Directricen, gehen. Kommt in der Gleichung (93) 
die Bedingung p ■= hinzu, so werden dadurch von der Congiiienz alle 
Linien, welche in der Ebene der beiden Directricen liegen und nicht dui'ch 
ilu-en Durchschnitt gehen , ausgeschlossen. Kommt in der Gleichmig (94) die 
Beilingung /■ ^ hinzu, so werden dadurch von der Congruenz afle die- 
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jenigen Linien ausgeschlossen, welche durch den Durchschnitt der beiden 
Directrieen gehen und nicht mit ihnen in dei-selben Ebene liegen. Wir kön- 
nen also sagen, dass die beiden Grieichungen (93) und (94) zusammen die 
Congruenz besonderer Art darstellen. Die Linien des einen Theiles der Con- 
gmenz imihüUen einen Punct, den wir als eine Linienfläehe erster Classe 
betrachten und durch eine Gleichung in Plan-Coordinaten darstellen können. 
Die Linien des anderen Theiles der Congruenz liegen in einer Ebene, die wir 
als Linienfläehe erster Ordnung betrachten iind durch eine Gleichung in 
Punct -Coordinaten darstellen können.*) 

148. Wir haben in dem vorliegenden Paragi-aphen, indem wir die gerade 
Lüiie, in ihrer doppelten geometrischen Bedeutung als Strahl und Axe, statt 
des Punctes und der Ebene, als Baumelement eingeführt haben, durch drei 
lineare Gleichungen zwischen Strahlen- oder Asen-Coordinaten eine Fläche 
der zweiten Ordnung und der zweiten Classe bestimmt, in der Art, dass 
jede einzelne ihrer beiden Erzeugungen durch di'ei solcher Gleichungen dar- 
gestellt wird. Während die Fläche und demnach üire Tangential -Ebenen 
und in diesen die Berührungspuncte reell sind, können die beiden Durch- 
schnittsUnien der Tangential -Ebene mit der Fläche, die beiden Erzeugenden, 
welche durch den Eeröhrungspunct gehen, sowohl reell als imaginär sein. 
Unter dem so erweiterten Graiehtspuncte können wir alle Flächen zweiter 
Ordnung und Classe als Linienflächen ansehen. Die gesammten Eigenschaften 
solcher Flächen lassen sich, wozu der Weg in dem Vorstehenden angebahnt 
ist, in gleicher Weise aus der Discussion der drei linearen Gleiehmigen zwi- 
schen Stralilen- und Axen- Coordinaten ableiten, wie diess bisher aus der 
Discussion einer quadratischen (Uleichinig in Pnnct- oder Ebenen-Coordinaten 
geschehen ist. 



*) Um bei der analytischen Discus'iion der fragiichea partii,iJ%reii F lle möglichen Irrthamem 
Torznbeugen, ist es ini Allgemeinen |iathlich homogene Öleiehungen zwischen den eecha Linien- 
Coordmaten zu Grunde zu legen. 11 enn wir zum Beisiiel lu dnr loistehenden inali tischen Discusaion 
ijie Coordinaten-Axcn OZ und OX iiit c ile iPrt is h i k t "i 11t il ereilton Schlüs- 
sen inducirt werde ii. 
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Die Coiiiplexe des zweiten Grades. 



Abselmitt I. 

Zwiefache aiialytisclie Dai'stelhiiig eiues Compleses des zweiten Grades. Complex- 
Oiirven zweiter Classe, voh linieii des Complexcs iimhüllt; Coinplex-Kegel 
zweiter Ordnung, TOn Linien desselben iieschrieben. Coniplex-Flüclien vierter 
Ordnung und Classe, einerseits TOn Complex-Curven beschrieben, andererseits 
von Coniplcx- Kegein ^lInhi\ilt. 



§ 1. 

Die allgemeine Gleicliung der Llnlen-Complexe des zweiten Grades in Stratlen- 
und Axen-Coordinaten. 

1-iO. Von den vier Strahlen -Coordinaten: 
r, s, Q, (t 
bedeuten /• und .i' die trigonometrischen Tangenten derjenigen Winkel, welche 
die beiden Pi'ojectionen des Strahles in den Coordinaten -Ebenen XZwxsAYZ 
mit der Coordinaten -Axe OZ bilden, p und g die Segmente, weiche diese 
beiden Pi-ojectionen von den Coordinaten-Axen OX und OY abschneiden. 
Daraus ist die fünfte Strahlen - Coordinate : 

Vi --oFii ra — SQ 
abgeleitet. 

Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen den fünf Coor- 
dinaten sei die folgende: 

Ar"- + Bs' + C + Dg-- + E^' + Ff 
-f- 2Gs^ 2Hr + 2Jrs^ 2Ä'Qrj~- 216ij — 2Mqo 

— 2jyr6 + 20sQ 
+ 2/Vo + ■20>-ij + 2Bsti~2Ss6 — 2T(i + 2i/$ = 0.*) (I) 

*j Dieselben Rücksichten, die uns lie stimmten, iri dec allgemeinen Gleidinng der Complexe 
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Diese Gleichung entliillt neunzehn von einander unabhängige Constante. 
Es ist imuöthig, ein letztes Gliecl + 2 Vi] hinzuzufügen: das würde darauf 
hinauskommen, die absoluten Werthe der Coustanten .Vund um J' zu ver- 
mindern. Durch Einfühi-ung eines solchen überzahligen Grliedes würde die 
Symmetrie im Allgemeinen zwar gewinnen; allein es ist nicht räthlich, bei 
specieUen Uutei-suchuugen ein derai-tiges Glied beizubehalten, um so weniger, 
als wir es eintretenden Falles ohne "Weiteres hinzufügen können. 

150. Von dieser allgemeinen Gleichung können wir sogleich zu der 
folgenden übergehen, in welcher x, y', z mid x, y, z als die Coordinaten 
irgend zweier Punete einer Linie des Complexes auftreten;*) 

A{x~xy- Ar B{y-yy + (■{'--:')' 

+ D{yz'~y'z)-^ + E(afz-xz'Y + iXvy-x'yY- 
+ i€{!<-y) [z-z) + 2//(.r-.r') {z~z) + 2J{x-x){i,~y) 
+ 2K(xy-A'y)(yz-xz)+ L>Z(,r//-,r»0/,-'-/;) + 2 J/(.i'r-,rz') (y.-'-yr) 
+ o_V(..-y)(y,'-y.) ^ 20(y-y)(.r-r-.rr', 
+ 2/'{.r-.r-) (,*■■;-,,.■.-') + 2Q{x~x){xy~xy) 
+ ■2R{>j-y'){xy~-xy) + 2S [y ~y){yz -y z) 
+ 2T{z~z') inz'-y'z) + 2r(;-z') {xz-xz') = 0.^^*) (n» 
Diese allgememe Complex- Gleichung wh-d, indem wir ,)', y\ z' als die Coor- 
dinaten irgend eines festen Punctes betrachten und demnach eonstant neh- 
men, wähi'end wh" x, y, z veränderlich lassen, die Gleichung einer Kegel- 
flaclie zweiter Ordnung. Diese Kegelfläche hat den festen Punct 
zu ihrem Mittelpuncte, und ihre Seiten sind diejenigen Lini'en 
des Complexes, welche durch den festen Punct gehen. 

151. Von den vier Axen-Coordinaten: 

p, q, %, y. 
bedeuten die beiden letzten ,t und ;;, reciprok und negativ genommen, das 

rad oder Axen-Coordinaten bezüglich die Coefficienteu von g und. k 

(vergleiche die K"ote Kur 30. Xmuuier), veranlassen uns. in den 
uug m. lese zweiten Grades dasselbe zn thun. 

Eml B ü rag .2. 

ie drei Glieder in die folgenden heiden: 
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.(■ und ij derjenigen beiden Pimcte, in welchen ilie büzügliehe gerade Linie 
die Ebene XZ nnd YZ schneidet. Verbindet man diese beiden Puncte mit 
dem Anfangspimete dei- Coordinaten durch gerade Linien, so bilden diese 
Linien in den Cooi-dinaten- Ebenen XZvcaA YZ mit der Axe OZ zwei "Winkel, 
deren trigonometrische Tangenten, reeiprok und negativ genommen, ji nnd -; 
sind. Dai'aus ist die fünfte Coordinate: 

oj =-.. p% — y;T 
abgeleitet. 

Die Gleichimg desselben Complexes zweiten Grades, den wir oben 
durch die Gleichung (I) in Strahlen-Coordinaten dargestellt haben , wird unter 
Anwendmig der Axen- Coordinaten die folgende: 

Difi + Eq^ + F + Ayfi + Bn"- + Cm-- 
+ 2A> -I- ILp + "IMpq + IGnm — 2//zra — -i.J:tv. 
-2Npy. + '>0q:t 
+ 2.S>.T + 2Tpn + 2 J:<jm — 2P(/y. — 'IQv. + 2A'.t = i).") (III) 

152. Von dieser allgemeinen Gleichung können wir sogleich zu deijeni- 
gen übergehen, in welcher t', li, v und t, u, v als die Coordinaten irgend 
zweier Ebenen, welche in der bezüglichen Linie sich schneiden, auftreten: 

j}{(-ty + E(>t-Hy + F{v-vy 
+ A{uv^uvy + Bit't-(vy + ci/u-fuy 

+ 2K{u-u') iv-v') + ■2L(f~f) (v-v) + 2.¥(^-0 {«-«') 
+ 2ti{t»' — t'u) {l'v — tv) + 2n{ln—l'n)(u,p—uv) + 2J{t'v — iv'){uv' — u'v) 
+ 2X{/ —/'){uv—Hc) + 2 0{u — u){('v — tv') 
^- 2S{t—t') {t'c — fv) + 2T{t—f){iu' — t'ii) 
+ 2C{u~u){tu—t'n) + 2P{u — u')iuv—uv) 
+ '2Q{v — v){uv'~tiv) + 2R{v — v){t'v — (i<) ^ 0.**) (IV) 
Die Gleichung (IV), welche die allgemeine Gleichimg der Complexe des 
zweiten Grades ist, stellt, wenn wir e', u, v auf eine beliebige feste Ebene 
beziehen und, dem entsprechend, als constant betrachten, eine Cnrve 
zweiter Classe dar, welche in der festen Ebene von den in der- 
selben liegenden Linien des Complexes umhüllt wird. 

153. Die Veitauschungen von 



*) Eicleit. Betr. Nr. 
**) Einleit. Beti-, Xr. 
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r . s, J , — <} , Q, tj 

Ulld 

— «. JT, «, p. q, 1, 

SO wie die entsprechenden Vertauseliungen von: 

(,i— .r), iy — y), (? — ;'). (yr' — y'z), (.rr — .rz'), (,ry'~.r'y/) 
und 

{UV-UV), {fv-(v), [ti('-t-u), (/-/■), {u — U), iv-v), 
weiche wir machen müssen, um bezüglich die Gleiclmngen (I) nnd.CIII) mid 
die Gleichungen (11) und (IV) aus einander abzuleiten, kommen darauf hin- 
aus, einerseits: 

r, s, G, Q, •)] 



imd 


II. q, ;.. .T, to 




anderei'seits : 


.1, 11, z, y, !/', :' 




imd 


/, // , V, t', ?/, v'. 




so wie beides Mal: 






.1, /;, r 


<;, II. j. 


I'. 0. K 


und 






J>, E. /• 


K, L. M, 


.V, r, c 



gegenseitig mit einander zu vertauschen. 

154. Die Gleichung (1) wird «ist dann symmetrisch, wemi wir sie diu-eh 
Einfflhiiing einer sechsten Veränderlichen, wie diess bereits (Eiiil. Betr. Kr. G.) 
angedeutet ist, homogen machen. Ist Ä die neue Veränderliche , und l)ehalten 
wir überdiess die überzählige Constante V bei, so geht (I) über in: 
A?-' + Bs-^ + Ck^ + />ö^ + Eq^ + Ff 
+ 2Gsh + ilfrh + 2Jrs + 2Ä>ij — 2Zö^ — 2Mqi^ 
— 2A>(? + 20sQ + 2Vhri 
+ 2PrQ + 2Qrri + 2/?,n; + 2Ssa — 2Tha + 20y = 0.^'^) 0') 

*) Die Eiiiföhrimg von b kommt darauf hinauä, dif btidüu erston dev drei Projcctiouen dci 
geraden Linie {r, q, s, o): 

dnroli die folgenden beiden zu ersetzen: 

hx = rt-\-Q, /ly^sz + a. 

Hiemach können ivir die gerade Linie in symmetrischer Weise dui'cli die beiden Gleiclimigen je ziveiti 
ihrer drei Projectionen darstellen, durch die letzten Ijeiden, wie durch die folgenden: 
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155. Einer Vertauschmig der di-ei Coorclinaten-Axen unter einander ent- 
spricht eine Vertauschiii^ der Constanten in der allgemeinen G-leichung der 
Complexe zweiten Grades. Wir wollen dabei die Gleichung {II) zu Grunde 
legen, der S;-nimetrie wegen aller das Glied: 

■2r(r-2')(.r/— r» 
hinzufügen, indem wir .V und mit IV' und 0' vertauschen und 

y ^ y—r, = o'~r 

setzen. Wenn wir alsdann erstens die beiden Coordinateu-Axen OX und 
ÖF mit einander vertauschen, so vertauschen sich gegenseitig {x — x) und 
{y—ij), während (r — z') unverändert bleibt, sowie {.v'z — xz) imd —{yz'^y'z), 
während {^y' — xy) sein Zeichen wecliselt. Hiernach werden von der Yer- 
tauschung in keiner Weise bei-ührt die Coefficienten: 

C, F, J, M, 
Avährend bezüglich 

A, I), G, K 
und 

n, E, H, L 
ohne Zeiehenänderung , mit gleichzeitigem Zeichen Wechsel 

y, p, n, r 

lind 

(V, S, 0, l 
sieh gegenseitig vertauschen und 7" sem Zeichen ändert. 

In der Gleichung (V) vertauschen sich hiernach gegenseitig: 
r und Q 
iDezüglich mit 

s und ö, 
während tj sein Zeichen wechselt. 

Vertauschen wir zweitens die beiden Äsen <?.yund OZ mit einander, 
so vertauschen sich in (II) die Ausdrücke (.r — x) und (; — ;'), während 
iy~y') ungeändert bleibt, ebenso [yz—i/z) und —{xy' — x'i/), während 



und die folgenden: 

wobei die Eedinguiigs- Gleichung erfüllt wird; 

ru — se^Älj. 
Es ist wolil kaum nothwendig, zu bemerken, dass, wenn ivir {: — ;',) lüi' h ^clircilien, die Glcichu 
(V) in die Gleichung (11) iftergelit. 



y Google 



154 — 

(,r'z — .r:') sein Zeichen ändert. Dem entÄprecliend vertiiiiSL-lien sich in (V) 

r imd y 
mit 

h und — ij , 
während e sein Zeichen wechselt. Von der Vertanschung' \\'ei'den hiei'iiai-h 
nicht bei"ührt die Coefflcienten : 

B. E. //, L. 
während sich die Coefflcienten 

.), n. a, K 

bezügUch mit 

r;. F, ./. M 

olme Zeichcnwedisel . mit gleichzeitiger Zeichenändernng : 

3", P, H. T 
bezüglich mit 

V. l.\ -V, V 
vertauschen nnd 0' sein Zeichen wechselt. 

Vertauschen wir drittens die beiden Axen OT niid OZ mit einander, 
so vertauschen sich in (li) die Ausdrücke [ij—y] und {z—z), so wie {xy — x ij) 
nnd — {x' z — x z') mit einander , während (x — x) nnverändert 1 ileiljt nnd 
(ijz — y'z) sein Zeichen wechselt. In (V) vertauschen sich: 

s und (T 
mit 

/' und ij. 
während q sein Zeichen ändert. Von d(.'r Vertauschung werden hiernach 
nicht berührt; 

A, /). C. K. 
während sich die CJoefficienten : 

B, E, II, l 
bezüglich mit 

€. F. J, M 
ohne Zeichen wochöel , untei' gleichzeitigem Zeichenwech.sel 

(>■. P. B. T 
bezüglich mit 

v, 0, v, s 

vei-tauschen nnd IS' sein Zeichen wechselt. 

Es bleiben noch die Modificationen zu erörtern, welclie dann eintreten, 
wenn wir das überzählige Glied fortfallen lassen. 
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Setzen wir in der ersten Vertauschung V gleich Null, so vei'tauschen 
.sich zugleich mit den Coordinaten - Axen \ imd V die Coeffieienten 

_V mid 
nnter Zeichenänderung. 

Setzen wir in dei" zweiten Vertauschung 0' gleich Null, so kommt 
V = — 0, y = y — 0; mit den Coordinaten- Axen ÖA'mid OZ' vertauschen 
sich V und .V unter Zeichenwechsel, oder, was dasselbe ist, 

und N — 
ohne Zeichenändeiimg. 

Endlich vertauschen sich in dem dritten Falle gleichzeitig mit den 
Coordmaten-Äxen OF und OZ unter Zeichenänderung die Coefficienten 
N und iV - 0. 

Es ist nicht zu übersehen , dass in allen (ileiehungen nach der Ver- 
tauschung die Drehungsmomente von OX nach OV, von OV nach OZ, von 
OZ nach OX genommen sind. 

1Ö6. Da die Grleichung (IIl), wenn sie, auf dieselben Coordinaten-Axen 
bezogen, denselben Complex zweiten Grades darstellen soll, als die Gleichmig 
(I), dieselben Constanten in anderer Reihenfolge enthält, so behalten die in 
der vorigen Nummer entwickelten Vertausehungs - Regeln auch für die G-lei- 
ehung des Complexes in Axen -Coordinaten ihre vollständige und unmittelbare 
Geltung. 

157. "\\"enn ^viv den Anfangspunct der Coordinaten in irgend einen Punct 
{Xi., y^, zt^) verlegen, so treten, während /■ und i' unverändert bleiben, au 
die Stelle von i», ö, ■>] (Einleit. Betr. Nr. 14.) die folgenden Ausdiäicke: 
Q -\- rzn — .l'f,, 
ö+ s;„ — y„. 

wonach die Gleichung (I) in die folgende übergeht: 

{A + ^V + -^^0^ - 2Ä>oZo +2/'r„ - -IChj.)»-^^ 
+ (ff + />V + Fx<? — -21x^2^ + 2Ä.f„ — 2.S'r„)-v- 
-t {C + Dij.^ + Ex\-? — 'iMx>,!/„ + 277/,, — ~ ^'■>'") 
+ />o-^ + Eq^ + Fif 
+ 2(C - By.z, - A'x,^ + Lx,^, + Mx,z,, - O.k, 
+. 2(//- Ex,z., + Kx,y, - Ly,^ + M>j,z, + -V//., 
+ 2(/ — Fx^y^ + Kx^z, + Ly,z, — Mz,' — (_V— '•>|:, 
+ 2K^}ri — 2Lari — 2MQr, 

■20* 



+ 


s„.. 


~ Ti,}x 


— 


/'j;„ 


+ Uz,)r 


+ 


Q.l\i 


- %.)'■■ 
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— 2 (.V + K.i„ — 2iy, + J/i.) ;■ o- + 2 (0 + 2 A",r„ — Lij, — Mz,] s Q 

+ i(P+ Ez,~ X,j,)re + 2«/ - /•>. + A-2.)r, 
+ 2(Ä+ Fx, ~ Lztjstj — 2(Ä — ßz, + L.Vt)s<l 
-2(T+ Dy,^ .»/.f.) c +2{U~- Ex,. + .¥y.) (, - 0. •) (YI) 

158. Um die Gleichung des Complexes in Axen-Coordiiiaten auf den 
neuen Anfangspunct zu beziehen, brauchen wir bloss in der voi-stehenden 
Gleichung dieselben Vei'tauschungen vorzunehmen, durch welche wir in der 
153. Nummer die Complex-Gleichung (III) aus (I) abgeleitet haben. Auf diese 
Weise ergibt sich unmittelbar: 

Dp' + Ef + F 

+ l.l + Ez„' + Fyf — 2KyA + 27'.-,, - iQi/Ay? 

+ (/?+ Dz,? + Ex,? — 2L.t,z, + iRx., - 2.V-,.).T- 

+ {C + Dy,;' + Ex,f~2Mx,,j,+ 21 y. -2 r,r„)r„» 

+ 2A> + 2Lp + 2yiiiq 

+ 2 (tf — Dy,zt — A'.T.s + Lx,y, + Mx,z, — Ox„ + A>« — Tz„)iim 

— 2(ß — Ex„ j, + Kx„yn — Ly„' + .¥y. z„ + Jy„ — Px„ + Vz„) x m 

— 2{J ~ Fx,y„+ Kx,z, + iy.2, — Mzi' —{^^-0)z„J^ (?x, — lty,)xtc 

— 2(.¥+ Kx„ — 2Ly, + .}Iz,)px + 2(f> + 2Kx„ — Ly„ — M i,),/ :, 

+ 2(A' — Dz,. + Lx^px + 2[T + Dy, — M x,},pa 
+ 2{V-Ex,+My,)qm-2(P+Ez,-Ky.)qy. 
~2{(J—Fy, + Xz,) « + 2 (Ä + F.f, — Lz,) x - 0. (VII) 

159. Wir wollen femer das (3oordiuateir-System, auf welches der Com- 
plex (I) ursprünglich bezogen war, dmrch ein anderes einsetzen , dessen Axen 
sich in dem ru^pi-ünglichen Änfangspuucte schneiden, aber beliebig ihre Rich- 
tung geändert haben. In den einleitenden Beti-achtxrngen ist diese Coordinaten- 
Verwandlung auf drei suceessive Operationen zru'ückgeföhrt worden, in wel 
eher jedesmal eine der drei Coordinaten-Axen beibehalten wird, wahrend 
die beiden anderen in ihrer Ebene beliebig gedreht wei"den. Wir begnügen 
ims hier damit , das Resultat einer dieser drei unter sich ähnlichen Operatio- 
nen hinzuschreiben. Von einem rechtwinkligen Coordinaten-Sjfstem aus- 

*) Wenn wir statt der beiden Glieder 

-■2.\r. + !0.s 
die drei Glieder r 

einführen, so künnen wir die Wevthe, welche wir nach der Umformung fitr diese Glieder orlialttni, 
schreiben ; 
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gehend, wollen wir die Coordinaten-Axe OZ beibehalten und die beiden 
anderen Cooi'dinaten - Äxen OX und OV in XV so drehen, dass sie in ihrer 
neuen Lage mit OX 'm der m"sprflnglichen Lage die Winkel a und a bilden, 
wonach der Winkel, den die Axen OX und OY in der neuen Lage mit ein- 
ander bilden, {a — «) e^ & wird. Dann geht die Gleichung (I), indem wir 
(Einleit. Betr. Nr. 14): 

/■ mit r cos a -\- s cos «', s mit /" sin u + x sin «', 

o mit 9 cos ß + ö' cos «', (T mit y sin a + (f sin c/, 

Yj mit ?; sin Ü' 

vertauschen, in die folgende über: 

(,4 cos^ ß + -S sin- K + SJ'sinciCOH ft)/-- + {/? sin- «'-|- -4cos- r;'+ 27 sin«' cos(i').s-^ 

+ C 

+ (7>sin-K'+Ä'eos-K' — 2.1/sinfi'cosß')(r^ -|- (Ä'eos^t; + />sin-ri — ä^/sinßeosft)^»* 

+ /'sin^'9' ■ )j^ 

+ 2 (6^' sin «' + //'cos «') s + 2 (^cos k + G sin «) r 

+ 2(7(sinßCOSa' + sinß'eos«) + ^cosß cosß' + -^sinß sIuk');-*- 

+ 2{^c0Sß — Zsiuß) sinö--^)^ — 2(Xsin«' — Ä^eo8«')sin ^-öj; 

— 2(j>/{sinß cosß'+sinß' cosß) — i>sin« sin«' — ^cosk eosß')^»? 

— 2(iVsinß'eosc — Osin« cosß' — /*cos«cos«'+ .S'8inßsinK')rtr 
+ 2 (0 sin R cos a — A'sin tc cos «' + i-'sin « sin a — S eos « cos 0)8 q 

+ 2(/'cos^ß — (;V — ^Ö)sinßC0Sß — Ä'sin^ß)/'9 + 2(i?C0SK + Äsin(«)sin*-r)y 
+ 2 (Ä sin a' -\-Q cos g') sin^ ■ .9 »/ — 2 (Äsin^ a + (iV— 0) sin a cos «' — /*cos- «') s ß' 
— 2(7'sinß'— t'cosß'jo- + 2{Um%a~Tmic')'Q = 0. (VIII) 

Setzen wir 

tr = -(j- T sm ß == cos k , eos r ^ — sm c; , 

so ist das Coordinaten- System ein rechtwinkliges geblieben und bloss durch 
einen Winkel a um die Axe OZ gedreht worden. 

Bei derselben Aenderung des Coordinaten-Systems geht die Grleichung (III) 
in die folgende über: 
(i>sin^ «' + -£' cos^ ß'— 2i¥sinß'eosß')/'- + (Ä'cos^ßH- />sin^ß — 2j')!/'sinß cos«)^^ 

+ /'sm^'ö- 

+ (A cos^ ß + ^ sin^ ß + 2 /sin a cos k) v^ + {B sin^ d + J cos^ k' -(- 2 J sin d cos ß') -t- 

+ Cq2 

+ 2(Ä'cosß — Zsin«) sinö- ■ $- + 2(ZsinG' — Ä'cosc') sinö'-/* 

-f 2(.)/'(sin«eosß' + sinß'cosK) — Ösinßsin«' — Z^cos«cosß')/?y 
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— 2(J (sin « cos k' + sin cc cos «) + -^ cos a cos k' + B sin k sin ß') it v. 

— 2(A'sinß'eos« — Osin«cosß' — jPcüskcos«' + ''•'sin«sin«')//K 
+ 2(ösin«' eos(t — Asin« cos«' + Psm.cc sine' — .S'eosc eo8<i;')^jr 

+ 2 (5sin^ a 4- (.V— 0) sin a cos «' ^ 7'cos- tf)i> jr -|- 2 {?'sin c/ — l'cos «')/y o) 
+ 2(reos« — 7'sinß)^oj — 2(/'eos-fi — (T— 0)sinKC0Sc; — -.Vsin-f^)//z 

— 2t(>eosft + ß.?iiift)sin 9--K + 2(ffsin(!'+0cos(>:')sin iJ-,T = 0. (L\) 



§2. 

Aequatorialfläclien , fieschriebeii voa einer Oomplex-Curve, deren Eljeiie parallel mit 

sich selbst fortrückt. 

liJ(X Bei der grossen Complication eines Ooraplexes des zweiten Grades 
niflssen wir darauf Bedaclit nehmen, dass wir die Uebersicht erleichtem und 
dadurch der Anschauung zu Hülfe kommen. Hierzu ist xms ein Mittel in 
den beiden Sätzen gelwten, welche wü' in dem vorigen Paragraphen bereits 
als den unmittelbaren geometrischen Ausdruck der G-leichmigen (H) mid (IV), 
die, in der zwiefachen Coordinaten-Bestiniiuung, die Complexe des zweiten 
Grades darstellen, gegeben haben. Indem wir eineraeits nämlich die unend- 
lich vielen Lmien des Complexes, welche in derselben Ebene liegen, in eine 
einzige Gruppe zusammenfassen, können wir, statt derselben, die von ihnen 
umhüllte Curve zweiter Classe einführen. Indem wh- andererseits 
die uneudlieh vielen Linien des Complexes, welche dm-ch denselben Pimet 
gehen, zu einer Gnippe vereinigen, können wir, statt dei'selben, in analoger 
Weise diejenige K e ge 1 f lil e h e z w e i t e r r d n ung einführen , wolclu; von 
ümen gebildet wird. 

Dann brauchen wir emerseits, weil überhaupt alle Linien des Raumes 
mit einem gegebenen Puncte in einer Ebene liegen, um alle Linien des Com- 
plexes zu umfassen, nur diejenigen Complex-Cur-ven in Betracht zu ziehen, 
deren Ebenen dui-ch den gegebenen Punct gehen; andererseits erhalten wir, 
da alle Linien des Raumes eine gegebene Ebene schneiden, alle Linien des 
Complexes , wenn wir nm' diejenigen Kegel in Betracht ziehen , deren Mittel- 
puncte in der gege))enen Ebene liegen. So treten an die Stelle von unend- 
lich vielen (po^) Complex- Linien, unendlich viele (=»-) Complex-CuiTen, be- 
züglich unendlich viele (oo^) Complex-ICegel. 
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IGl. AVir können einen Schritt weiter thim. Wenn eine Ebene sieh 
bewegt, so besclii'eibt die in ihr von Linien des Complexes umhüllte, ver- 
änderliche Cni-ve zweiter Classe eine Fläche; wenn ein Piinet sieh bewegt, 
so wird eine Fläche von dem veränderliehen Complex - Kegel , der diesen Punct 
zum Mittelpuncte hat, umhüllt. In der Bestimmmig des Complexes ver- 
treten diese Flächen unendlich viele (oo) Complex-CuiTen, bezüglich unend- 
lich viele (oo) Complex-Kegel. Die einfachsten Flächen dieser Art entspre- 
chen einerseits dem Falle, dass die Ebene der beschreibenden Curve um eine 
feste Axe sich dreht oder parallel mit sieh selbst fortrückt, und andererseits 
dem Falle, dass der Mittelpimet des umhüllenden Kegels eine feste gerade 
Linie besehreibt, oder, wenn diese feste Linie unendlich weit i-öckt, dass 
die Kegel in umhüllende Cylinder ausarten, deren Axen einer gegebenen 
Ebene paraUel sind. 

Die so bestimmten Flächen wollen wir überhaupt Coraplex-Fläehen 
nennen. 

Indem wir diese Comples-Fläehen einführen, können wir die unendlich 
vielen ('xß) Complex-Linien durch unendlich viele (oc) solcher Complex-Flächen 
ersetzen, deren feste Axen in einer gegebenen Ebene liegen und in einem 
gegebenen Puncte dieser Ebene sich schneiden. 

Die angegebenen Erzeugungen der Complex-Flächen wollei 
einander einer analytischen Discussion unterwerfen. 

162. Wir woUen von der allgemeinen Gleichung: 

/>(i~iy + £(«-«>• + «!.-!'>■ 

+ A{uv' — uvy + II (l'i:~l "')'-. + C(lu+l'«Y- 

+ 2K(u~u)(v^v} + 'iL(l — l'){ii~i>') + 2.1/(1 — t'](« — i,') 

+ •2G(/u~t'u)(t'v — tv') + 2H{lu—t'ii)(in—uv) + 2/(/'i.- — /r'l {ii 

+ iN(l — f)(uv' — tiv) + iO(ii — a)U'v — lv) 

+ 2Ä(/~0 (''» — "■) + 27(^—0 ('«■ — '■") 

+ 1:V(u—t/){tu—t'M) + 2P{u — ,i)(iiv—ur) 

+ 2Q(v~v')(uv'~u'v) + 21l(v-'V')(f'v — tv'] — 0, 

welche den Complex zweiten Grades in Axen-Coordinaten dai-stellt, ausgehen. 

Betrachten wir in dieser Uleichung /', tt', v als eonstant, so stellt dieselbe 

eine Ciirve zweiter Classe im Ranme dar, welche von allen denjenigen Ebenen 

berührt wird, deren Coordinaten /, u, v die Gleichung befriedigen. Diese 

Cni-ve liegt in der Ebene (i', u, v) und wird in derselben von Linien des 

Complexes umhüllt. 



wir nach 



(IV) 
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Die Projeetion dieser Curve auf eine der drei Coordüiaten Ebenen VZ, 
XZ, XT ergibt sieh unmittelbar, wenn wir bezüglich t, u, v gleich Null 
setzen. Auf diese Weise erhalten wir, weim wir nur die Projeetion auf VZ 
berücksichtigen und zugleich die ffleichung durch Einführung von /o und w' 
homogen machen: 

— 'ii.Fv'w'-\-Ku'w'^Lt'w' — {X—0)t'u—Pu^~Q%v'-\-Rt'v'^Sl''')vw 

— i{Eiiw' 4- Kv'w + Mt'm + Xfv' -J- Puv' J^Qv''- — Tt"- — Ut'u")uw 

— 2 {Aui)' + Gt'^ — Ht'%i~Jt'v'~Kw'^~Ot'w'^Puw—Qv'w')uv 

+ [Av"^-\-Ct'^^Em^~'iHt'v'-\'2Pv'w' — 2V(n>')ie- = 0. (1) 

163. Wenn wir in der vorstehenden Grleichnng /', ?/, v constant nehmen 

imd w' sich verändern lassen, so rückt die Ebene {/', «', v, w'), ivelche die 

Complex-Curve enthält, parallel mit sich selbst fort. Machen wir insljeson- 

dere die Voraussetzung, dass diese Ebene mit YZ parallel ist, so kommt: 

/ = 0, r = 0, Y = — .r', 

wobei x' den Aljstand der jedesmahgen Ebene der Complex-Curve i'on ¥Z 
bedeutet. Die Gleichung (1) verwandelt sich hiemach, wenn wir zugleich 
durch t'^- dividiren, in die folgende: 

Dw^-i^%{Lx'~S)vw-\- {Fx-'—2R.v+B)v-^ 
+ 2{Mx' + T)inv + 'i{Kx'^ — Ox~G)uv + (£'.r'^ + 2 tV + 6')«^ = 0. (2) 
Diese Grleichnng gibt, nachdem der Abstand x' einer mit FZ parallelen Ebene 
bestimmt worden ist, in gewöhnlichen Linien- Coordinaten «, v, ?i> die Pro- 
jeetion der in dieser Ebene liegenden Complex-Curve auf FZ, oder auch 
diese Curve selbst in ihrer eigenen Ebene, wemi wir die Coordinaten -Eigene 
FZ parallel mit sich selbst so verschieben, dass sie mit der Ebene der jedes- 
maligen Complex-Curve zusammenfttllt. Wenn wir hiernach auch x' als ver- 
änderlieh betrachten nnd demnach die Accente fortlassen, so stellt dieselbe 
Gleichung : 

B?i>-' + ^{Lx—Sjvfv -f 2{Fx-'~2Jlx-\-/f)v' 
+ 2(.Wx-\-T)i(}e + 2(Kx-'~0x-~G)nv-{- (Ex^ +2 Ux-^- C)u-^ = (3) 
in gemischten Pnnct- und Linien-Coordinaten .r, «, v, ?v den In- 
begriff aller Complex-Curven dar, deren Ebenen mit FZ parallel 
.sind. 

Complex-Curven in Ebenen, die unter einander parallel sind, bilden eine 
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Compk;x-Flilclie, die wir eine AtHjuatorialfliiche nemien wollen, während 
die einzeinen Complex-Ciirven Breiten-Curven heissen mögen. 

Die Gleichting (3) schliesst dreizehn von einander imabhäiigige Con- 
stanten ein. Da die Coordinaten-Bestimmnng in keiner weiteren Beziehimg 
zn der Aequatorialflache steht, als dass die Richtimg der Coordinaten-Ebene 
YZ eine ausgezeichnete ist, so hängt die Aeqnatorialflälche im Ganzen von 
fünfzehn Constanten ab. 

UJ-i. In bekannter Weise erhalten wir die Bestimmung des Mittcl- 
punctes der durch ilire Gleichung in Linien -Coordinaten dargestellten Breiten- 
CuiTe in einer durch x besthnmten Ebene. Die Coordinaten dieses Pnnctes 
sind : 

Lx — S Mx'-\-T 

uni.1 darnach ergibt sich, wenn wir die Aeeente fortlassen: 

Dy — Mx ~T = 0. I ^'^' 

Indem wir x als veränderlich betrachten, stellen diese beiden Gleichmigen 
eine gerade Linie dar, und diese gerade Linie ist der geometrische Ort filr 
die Mittelpuucte der Complex-Curven, welche die Aequatorialflache bilden. 
Wir wollen diese gerade Linie den Durchmesser der Aequatorialflache 
imd die Ebenen der Breiten -Curven zugeordnete Ebenen dieses Durch- 
messers nemien. 

Jedem Systeme paralleler Ebenen ents)3richt im Complexe 
eine Aequatorialflache mit einem Durchmesser, der die paralle- 
len Ebenen zu seinen zugeordneten hat, 

165. Die Gleichmig (3) gibt jede der Breiten -Cm"ven in ihrer Ebene, 
nachdem diese Ebene durch den Wei-th von .r bestimmt worden ist, in 
Linien -Coordinaten «, v, w. Wir kömien aber aneh dieselbe Cui-ve in ihrer 
Ebene dm^ch die gewöhnlichen Punct- Coordinaten y nnd z darstolleu. Dann 
finden wir für ihre Gleichung in bekannter Weise:*) 



*) Wonn dersellie Kegelschnitt in ilei- Kbeiie FZ eimnal vei'mitteM Pmict-C'oordinaten y, :, 
das andciü MliI voriiiittelst Loiien - Coorilinaten k, ii, iv durch die beiden Gleichim^üu : 

Aw'' + 2Bviv+ Crfl + 2Du,B + 2Eu>, + Fu^ = 
dargestellt ivii-d, so können wir die Coiii^tfinten aar einen Gleichmig diireh die (Nenntanten dei' andci-cii 
auf folgende Weise Ijestinimen: 
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\{Lx — Sf~D{Fx'- — 2Rx^B)\)f- 

+ 2[D{Kx^ — 0x — G) — (Lx — S){Mx+T)\yz 

+ [{Mx + Ty — B ißx^ — 2 Vx + C)] z^ 

+ ^[{Mx-^'T) {Fx^ — 2Rx + B) — {Lx — S){Kx'^~Ox — G)-\!/ 

+ 2[(Lx~S) (Ex^~-2Ux + n — {J/x-i-T){A\r--Ox^C)]z 

+ [ (Kx^- — Ox — Gy- — (Fx^ — 2 Rx + ß) (Ä'.r^ — 2 6\r + C')] = 0. (6) 

Wenn wir in dieser Gleichung nicht um- tj nnd 2, sondern auch x als ver- 

änderlich betrachten, so stellt sie, in gewöhnlichen Punet-Coordina- 

ten, die Aequatorialfläche dar. 

Die Aequatorialflachen sind also Flächen der vierten Ord- 
nung. Sie werden von den ilirem Diu'chmessei" conjugirten Ebenen in Ciuren 
zweiter Ordnung geschnitten, weil in diesen Ebenen unendlich weit 
ein Doppelstrahl der Flache liegt. 

166. Wir erhalten die folgenden drei Gleichungen: 
Bw^ -\- 2{Lx — S)vw + {Fx^- — 2Rx + B)v^ 
+ 2{Mx-{-T)uw-^ 2(Kx^ — 0x — G)uv-{- {E.r- + 2Ux+ €)t^' = 0, 
Ew-'-'r 2{Mi/—V)tw+ {Dif — 2T;/ + C)l-' 
+ 2{K!/ + P)vm + 2{Lr^Ny-ff)iv + {Fij^ + ^Qy + Ä)v-^ = 0, 
Fw^+ 2[Kz~Q)u)e-^ (Ez^ — 2Pz + Ä}u^ 
+ 2ilz+Ji)üi; + 2{Mz^^(A'—0):—J)tU'^(Pz^-^2Sz-^B)t^ = 
für die Gleichungen deijenigen Aequatorialflächen, deren Breiten -Curven be- 
züglich FZ, XZ, XV parallel sind, in gemischten Punct- und Linien- Coor- 
dinaten. Die erste der vorstehenden drei Gleichungen ist die Gleichung (3) 
der 163. Nummer und aas ihr sind die beiden anderen nach den Vertausehungs- 
regeln der 155. Niunmer abgeleitet. Sie stellen, wenn wir für die drei Ver- 
änderlichen X, y, z nach einander alle möglichen Werthe einsetzen, die ein- 
zelnen Breiten -Ciuren in ihren Ebenen dar. Setzen wir insbesondere x,y,z 
gleich Null, so erhalten wir die Gleichungen der drei Complex-Curven in 
den drei Coordinaten- Ebenen: 



m 



e Aiisilriicke dem 2, Bande der ^Entwicklungen-', Nr. 484. und Xr. 
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I)tv> — 2SVIC + Bv + 27'»» — 2C«» + Cw — 0, 
Em' — 2 Ulm + Cf- + iPiiw — llllv + Av' — 0, 
Fvf — 2 0«» + Au' + 'IRIm — ijtu + Bf — 0. 



(8) 



Meridianfiächen , beschrieben von einer Complex-Curve, deren Ebene um eine feste 
gerade Linie sich dreht. 



167. Die Aequatorialflächen, welche Gegenstand der Untersuchung des 
vorigen Paragi"aphen waren, sind der geometrische Ort solcher Curven, die 
in parallelen Ebenen von Linien des Complexes umhüllt werden, oder, mit 
anderen Worten, deren Ebenen sich in einer unendlich weit entfernten ge- 
raden Linie schneiden. Sie sind als eine Particularisation solcher Complex- 
riächen zu betrachten, welche der geometrische Ort für Complex-Curveii 
sind, deren Ebenen durch eine feste Axe gehen. Wir wollen derartige Ooni- 
plex-Flächen als Meridian flächen bezeichnen, indem wir zugleich die 
Complex- Curven, welche eine Meridianfläche bilden, Meridian-Curven, 
die Ebenen, in welchen sie liegen, Meridian-Ebenen nennen. 

Die Bestimmung der Meridianflächen knüpft sich an dieselbe Gleichung : 
(/)/'i _(_ Eu"- + Fv'- + 2Ä'«'r' + 2Lt'v' + 2Mt'u)W- 
— 2{Fv w -\- Ku w + Lt' w' — {N-~0)fu — Pu^ — Qu' v' + Rf t{ + St' -)v7e 
+ {Aii^-\'Bl"i + Fw^ — 2Jt'u^-2Quiv-\-2Rt'n>')v-' 

— 2(Eu'}i>' + Äv'w' + Mfiß-^Nfv + Pu'v' -^Qv'^— Tt"^ — Vt'u)uw 

— ■2{Aüv\-\-Gt'^ — Ht'u' — Jt'v' — Kw'^—0t'it^-^ Puw'—Qv'n>')uv 

-}_ {Av''' + Ct'^ + Ew''- — 2Ht'v' -]-2Pvw' — 2Ufiv)7i^ = 0, (1) 

durch welche wir im vorigen Paragraphen die Aequatorialfläche bestimmt 
haben. 

168. Bei der willkürlichen Annahme des Coordinaten- Systems können 
wir, unbeschadet der Allgemeinheit, für die feste Axe, um welche die Ebene 
der Complex-Curve sich dreht, eine der drei Coordinaten-Axen nehmen. 
Wählen wir für diföelbe die Axe OZ, so müssen wir in der vorstehenden 
Gleichtmg v und m gleich Null setzen. Dieselbe geht alsdann in die fol- 
gende über: 

{Dr^'\'Eu^+2Mt'u')m-^ + 2{(N—())l'u+Pu-'~St'-'^)vw+(Au'- + Bt-^—2J't'u)v^ 
+ 2(7"/'+ Uii)t'-u)v ~ 2(Gf' — Hu')f'uv + C/'^;/^ = 0. (9) 
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Die Lage der Meridian -Ebene ist durch -y bestimmt; wir können sie, wenn 
y und X zwei der drei Coordüiaten irgend eines beliebigen Punctes der Ebene 
sind, in gleicher Weise durch: 

y- = _ ''. 

X u' 

bestimmen. Die letzte Gleichung wird hiernach die folgende, wenn wir zu- 
gleich nach den Potenzen von x und y ordnen: 

{^Ex--2Mxy+I>y^)w^- + 2{Px'—{N~0)xy-Sy^vw + {Ax' + 2Jxy+By^)v^ 
-^2{üx-Ty)yuw~2{ffx + Gy)y.uv-\-Cr-tfi = 0. (10) 

Diese Gleiehung geht, wenn wir die Äsen OZ und OF mit einander ver- 
tauschen, nach den Vertanschungsregeln des ersten Paragraphen in die 
folgende über: 

(Fx-^ — 2Lxz+Dz') w^ — 2{Q x^ — Nx z — Tz^) u w -f {Ä x^ + 2 Hx z -f Cz"^) «^ 
-\- 2{Rx~ Sz)z ■ VW — 2gx+ Gz)z ■ UV + Bz'^-v"- = 0, (11) 

und diese Gleichung wiederum, wenn mr die beiden Axen ()F und OX mit 
einander vertauschen, in die folgende: 

{Fy'^—2Kyz^Ez-^7if'-^ 2{Ry"-~0yz^lJz^)/?i} + (ß<f' + -2Gyz-{- Cz■')(^- 
— 2(Qy ^Pz)z ■ vw ~ 2{Jy + Hz)z ■ tv + Äz^-v' = 0. (12) 
Die Gleichung (11) stellt die Projeetion auf YZ deijenigen Complex-Curven 
dar, deren Ebenen durch OF gehen, die Gleichung (12) die Projeetion auf 
XZ derjenigen Complex-Curven, deren Ebenen durch ÖJT gehen. Wir wollen 
die letztere als die allgemeine Gleichung der Meridianflächen in 
gemischten Punet- und Linien-Coordinaten ansehen. 

Sie enthält, wie die allgemeine Gleichung der Aequatorialfläehen (3), 
dreizehn von einander unabhängige Constante. Während aber, im Falle 
der Aequatorialflächen, das Coordinaten-System nui' insofern von der Fläche 
abhängt, als die Richtung der Coordinaten-Ebene F.Z' diu-ch dieselbe gegeben 
ist, wird hier durch die Meridianiläche die Axe ÖX bestimmt. Eine Meridian- 
flache hängt also, ausser von den dreizehn obigen Constanten, noch von 
vier neuen Constanten, im Ganzen also von siebenzehn Constanten ab. 

169. Wir wollen der folgenden Discussion die letzte Gleichui:^ zu 
Grimde legen. 

Wenn wir den Winkel, welchen eine beliebige der Meridian-Ebenen mit 
XZ bildet, (p nennen, so ist: 

tang rf = ^ ■ 
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Wir erhalten also die Gleiclimig der Pi'ojection der bezüglichen. Meridian- 
Curv'e auf XZ, wenn wir in der letzten Uleiehnng für die Coovdinatcn 

ij und z 
die trigonometrischen Functionen 

öiu ff> inid eos 9: 
einsetzen. Dadureli geht dieselbe in die folgende über: 

{F sin^ fp — 2 Ä' sin rp cos <f -\- E cos^ rp) ii>^ 

-f- 2 (Ä sin- (f — sin 9; eos 9 — V eos- (p) tw 

+ (,P sin^ 9) + 2 & sin (jp cos tp-\- Ccos^ ip)t^ 

— 2((>sin9:— i'cos9)eosg9-!J/i'— 2(ysin9c>+/fcos9>)cos9)-/ii+jT(cos-q:-i'- = 0, (1ü) 

und, wenn wir durch cos^ 9 dividiren, kommt: 

(F tang^ <p — 2 Ä' tang q) + E) w^ 
+ 2 (Ä tang- <p — tang (p — ü) tw 
+ (fftang^9) + 2Ci^-ag<p + C)r- 
— 2{0%K'a§(p — P)vw~-2{Jta.-a^ip + H)tß + Av^- = 0. (14) 

Wenn wir endlich die Coordinaten- Ebene XZ um OX diu'ch einen Winkel 
(p drehen, so dass sie, nach der Dreliimg, in der neuen Lage XZ' mit der 
bezüglichen Meridian -Ebene zusammenfallt, so bleibt in der neuen Cooi'di- 
nateu-Bestümnnng — nnverätadeit, während wir für —■ cos 9 erhalten — , 
das auf ö^' als gewöhnliche Linien -Coordinate zu eonstrniren ist. Um hier- 
nach die Grleichmig der Meridian -CuiTe in ihrer eigenen Ebene zu er- 
halten, haben wir in der Gleichung (13) v statt v • co& ^ zu schreiben, wo- 
nach diesellie in die folgende übergeht: 

{F sin^ tp — 2 Ä' sin 9; eos 9: -|- £' cos- <p) w- 

-j- 2(Ä sin* tp — sin 9; cos fp — t'cos^ <f)^'<' 

-\- (B sin^ 9) -I- 2 G sin 9; cos 9; -f- C cos= qr) l- 

— '2{0 sin rp — Pcos^)vw — 2 (/sin 9» -j- ff cos fp)fv -f- Av'^ = 0. (tö) 

Wenn wir 9) als veränderlich betrachten, so stellen die letzten Gleichungen 

den Inbegriff aller Meridian- Cm-ven dar, mit anderen Worten die Meridiaii- 

fläche selbst. 

In dem Falle der Gleichungen (13) und (14) geschieht dieses in <ler 
Weise, dass, nachdem, durch die Annahme der ileridian-Ebene, <p einen 
bestimmten Werth erhalten hat, diese Gleichmigen die Pi-ojection der Meridian- 
CuiTe auf XZ in Linien- Coordinaten /, v, w darstellen, wonach diese Cui-ve 
selbst gegeben ist. Durch die letzte Gleichung (IT)) wird dieselbe Curve, 
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nach. Aiiiiajime von ^, in ihrer eigenen Ebene dargestellt. Dreht sieh die 
Meridian-Ebene um X, so ändert sich in ihr, abhängig von fp, die Meridian- 
Curve, welche die Meiidianfläche erzeugt. In jeder ihrer Lagen ist sie be- 
zogen auf die unverändert gebliebene Axe OX und eine veränderliche Äxe 
OZ', die, mit imd in der Meridian -Ebene, welche sie enthält, um OX 
sich dreht. 

Wir sind somit zu einer analytischen Darstellung und Construction der 
Meridianflächen gelangt, welche der Darstellmig und Construction der Aequa- 
torialilächen ganz analog ist. 

170. Die Gleichung des Poles der Axe OX in Beziehung auf die Curve 
zweiter Classe , welche, dem jedesmaligen Werthe von 9) entsprechend, dm-ch 
die Gleichung (14) dargestellt wird, ist die folgende: 

iQ tang <f> ■— P)?v + [J tang tp -j- //)/ — Av = 0. 
Diese Cm-ve (14) ist die Projection auf XZ der bezüglichen Meridian -CmTe 
und also der fragliche Pol zugleich die Projection des Poles der Axe OX in 
Beziehung auf die Meridian -Curve selbst. Es sind also zwei der drei Coor- 
dinaten dieses Functes; 



J taug ^ -\- H — A 

tang ^—"P ' ^ ~ (Jtiiiig^- 



und die dritte ist: 



— A taiiif cp 
y = z. tang (p = - — —^^- 



tang (p — P 

Zur Bestimmung des geometrischen Ortes der Pole von OX in Beziehmig auf 
die verschiedenen Meridian -Cm-ven haben wir <p zwischen den vorstehenden 
drei Gleichungen zu eliminireu. Setzen wir zu diesem Ende für tang (p seinen 

"VVerth -^ in die zweite Gleichung, so kommt: 

(?^ — Pz + /( =- Ü. (16) 

Die erste Gleichung gibt: 

_ Jy^Hz _ __ Jy_+Hz 
Qy-^Pz Ä ~"~ '' 

woraus folgt: 

A.v + Jy^Hz = (). (17) 

Wir sind sonach zu dem folgenden Resultate gelangt: 
Wenn eine Ebene um eine in ihr liegende feste Axe sich 
dreht, so ist der geometrische Ort der Pole dieser festen Axe in 
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Beziehung auf alle Complex-Curven, -welche die Ebene während 
ilireT Umdrehung enthalt, eine gerade Linie. 

Wir wollen diese gerade Linie die Polare ^der Meridianfläehe 
nennen. 

171. Die vorstehende Grleiehung (15) ist wiedemm als die Gleiehimg der 
Coroplex-Fläche in gemischten Coordinaten anzusehen. Denn tang <p ist als 
eine dreier linearer Coordinaten - j — > — eines Pmictes (a-, //, z) zu be- 
trachten, während t, v, w Linien -Coordinaten in der Ebene bedeuten. 

Um die in Rede stehende Meridianfläche in Punct- Coordinaten .r, y, z 
danaistellrai, gehen wir zu der mit (15) gleichbedeutenden Gleichung (12) 
zurtek. Wir brauchen bloss statt der Linien -Coordinaten t, v, w, in welchen 
diese ■Gfleichung die Projectionen der Meridian -Curven auf FZ in dieser Ebene 
ausdrückt, -die beiden Punct -Coordinaten .v und z einzuführen. Die bekannten 
TEansfonnati{men (Nr. 165. Note), auf den vorliegenden Fall angewandt, 
gebiöi, wenn wir zugleich durch z^ dividiren, die folgende Gleichung; 
[(Iiy^-Ojfz-Uz^Y~(Fr — '2A-yz + B2^)(B,f--^2G?jz-\-Cz^}] 
-^^■2[{Jy + ff7){Fy'^~2Kyz + Ez^)-{Qy~Pz){R,f-Oyz~Vz'%v 

A' i{Qy~P^f - A{Fy^~^Kyz^Ez^)-\x-^ 

-2HQ*J ~Pz)iBr- + 2Gyz + Cz^) - {J>j -^ Hz) {Ry^-Oyz- tV)] 

JrnMBy'-Oyz-Uz^)~{Qy~Pz){Jy + Hz)]x 

+ [(/^ + ffzy - A(By^- + 2Gyz+ Cz^)] = 0. (18) 

Die Meridianfläehen sind also, wie die Aequatorialfläeheu^ 
von der vierte« Ordnung. 

172. Jede durch die Axe OX gehende gerade Linie schneidet die Fläche 
in vier Puneten, von welchen zwei auf dieser Axe zusammenfallen. Die 
Axe ist also ein Doppelstrahl der Meridianfläehe. Eine beliebige 
Ebene schneidet die Fläche in einer Cuiwe vierter Ordnung, die auf dem 
Doppelstrahl derselben einen Doppelpunct hat. Dieser Pimet ruckt unendlich 
weit, wenn die schneidende Ebene dem Doppelstrahl parallel wird. Geht die 
Ebene durch den Doppelstrahl, so wird dieser auch eine Doppellinie der 
Durchsehnitts-Ciu've. In Folge davon redueirt sich diese auf die zweite Ord- 
mmg, indem sie eine Complex-Curve wird. 
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Meridianfiäclien, umhüllt von Complex- Kegeln, dercD Mittelimacte in gerader 
Linie liegen. 

173. Alle Linien eines Complexes des zweiten Grades, welche einer 
gegebenen geraden Linie begegnen, lassen sich in doppelter Weise zusammen- 
gruppiven; einereeits bilden sie die Gesamratheit der Tangenten unendlich 
vieler Complex-Curven zweiter Classe, deren Ebenen durch die gerade Linie 
gehen, andererseits die Gesammtheit der Seiten unendlich vieler Complex- 
Kegel zweiter Ordnung, deren Mittelpuncte aul' der gegebenen geraden Linie 
liegen. Wir können hiernach dieselben Coraplex-FlOchen, welche wir in den 
beiden vorhergehenden Paragraphen als durch Complex-Curven beschrieben 
ansahen, nunmehr von Complex-Kegeln umhüllt betrachten. 

In TJebereinstimmung hiermit lassen sieh von einem beliebigen Puncte 
einer gegebenen geraden Linie aus in jeder durch diese Linie gehenden Ebene 
zwei Tangenten an die in ihr liegende Complex-Curve legen. Diese beiden 
Linien sind Linien des Complexes und erzeugen, wenn die Ebene um die 
gegebene gerade Linie als Axe sieh dreht, eine Kegelfläehe, die dem Com- 
plexe ai^ehört, die den angenommenen Punct zum Mittelpuncte hat und die 
der betreffenden Complexfläche umsehrieben ist. So entspricht jedem Puuete 
der gegebenen geraden Linie ein Complex - Kegel , der, weil er von jeder 
durch seinen Mittelpnnct gehenden Ebene m zwei geraden Linien geschnitten 
wird, von der zweiten Ordnung ist. Die Curve, in welcher ein solcher Kegel 
die Complex-Fläche berührt, ist im Allgemeinen keine ebene Curve, so wie 
die Tangential - Ebenen der Flälche in den Puncten einer Complex-Curve im 
Allgemeinen keine Kegelfläche umhüllen. 

174. Wir wollen von der allgemeinen Gleichung: 

^(.t— ,r')' + B(,j -,)■)• + C(z-zy 

+ D(yJ-~,JzY + S(xz-xz)' + F(xy-xy)' 

+ 2C(y-y') (z-z) + 2H(x~x) (z-z) + ij(x~x')(j/ -,/) 

+ iK(xy'-x;j){x'z~xz) + 'iL{xi/'~-xy)(,jz'-,/z) + 2M(x'z~xz')i3lz'-i/z) 

+ 2N{x^x)(yz^y'z) + i()(y -y')(x' z-^ xz') 

+ 2P(x-x) (xz-xz!) + iQ(x~x') (X,J~X,J) 

+ 'iB{y~y')(xy~xy) + ä.S'(,/ -/) (yj'- -yz) 

^tT(z-z)(yz~ yz) ^ ii:(z -z){x z -xz) - U , (II) 
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welche den Complex zweiten Grades in Strahlen -Coordinaten durötellt, aus- 
gehen. Betrachten wir in dieser Gleichnng x\ y', z als constant, so stellt 
dieselbe einen Kegel zweiter Ordnimg dar, welcher durch alle diejenigen 
Pnncte des Kanmes geht, deren Coordinaten .v, y, z die Gleichung befi-ied^en. 
Dieser Kegel hat den Pimct (.(■', y', /} zum Mittelpunet und ist der geome- 
trische Ort fflr die durch denselben gehenden Linien des Complexes. 

Der Durchschnitt dieses Kegels mit einer der drei Coordinaten -Ebenen 
rz, XZ, XV ergibt sieli unmittelbar, wenn wir in der vorstehenden Grlei- 
chnng bezüglich ,r, y, z gleich Null setzen. Auf diese Weise erhalten wir, 
wenn wir nur den Durchschnitt mit FZ berücksichtigen, die folgende 
Grleichung : 

{A .V ä + Z^/ ä + cz' -^ + 2 ^;// --' + -2 //.*■■ --■ -i- 2 ./.*■>■ ) 

-nDy --' - 'i + Kx ^ - Z .r'y' - J/.v z - O y + Sy' - Tz'] yy r 

+ {B + Bz'^ -\- F.r'''-~2l.v'z' — 2Jix' + 2 Sz')>/^ = 0. (10) 

Diese Grleichung ist derjenigen analog, welcho wir Nr. i<S2. aus der 
(ileichung des Complexes in Axen-Coordiuaten abgeleitet haben, um die Pto- 
jeetion der in der Ebene (/', n', v, w') liegenden Complex-Curve auf die Coor- 
dinaten -Ebene F^ darzustellen. Um die neue Gleichung aus der frülieren (1) 
direct abzuleiten, haben wir in dieser nur w mid »f gleich 1 zu setzen und 
dann nach den Yei-tausehmigsregeln der 153. Nummer zu verfahren. 

175. Die Gleichmig (19) stellt in der Coordinaten-Ebene FZ eine Ourve 
zweiter Ordnung dar, den Ort der Durchsclmittspunete aller Linien des Com- 
plexes, welche durch den gegebenen Punct [x. >/. z) (>ehL'n. mit diefier Ebene. 
Der Kegel ist damit vollkommen bestimmt. 

"Wenn wir in dieser Gleichung neben y und z auch .!■', y'-, z als ver- 
änderlich betrachten und als die Coordinaten des Mittelpunctes eines Complex- 
Kegels ansehen, so können wir sagen, dass die vorstehende Gleichung 
(19) den Inbegriff aller Complex-Kegel und deniniich aucb den 
Complex selbst darstelle. 

Wir wollen den Pmict (.('. .ij, z) auf einer geraden Linie foi'trtieken 
lassen. Alsdann umhtillen die bezüglichen Complex-Kegel eine C-omplex-Fläche. 
Nehmen wh fflr diese gemde Linie insbesondere die Coordinaten -Axe OX, 
so ist die umhüllte Piaehe diesellie Meridianflache, die wir im vorigen P;i.i'a- 
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graphen als den geometiisclien Ort solcher Complex-Ciivven, deren Ebenen 
in derselben Axe sieh schneiden, bestimmt haben. 

176. Indem wir, der gemachten Voraussetzung entsprechend, y und z' 
gleich Null setzen, geht die letzte G-leichung in die folgende über: 

{Fx'^ — '>.Rx'-\-B)}f — 2{K.v''-~0x—G)!/z + {Ex-^^^U.x+C)z^ 

+ 2{Qx'—J)x'y — 2{Px' + a)x'z + Äx'^ = 0. (20) 

Diese Gleichung stellt also, wenn wir neben y und z auch x als veränder- 
lieh betrachten, den Inbegriff aller Kegelflaehen des Complexes dar, deren 
Mittelpuncte auf der Axe OX liegen, imd ist daher, in dem oben festgestell- 
ten Sinne, als die Gleichung der von ihnen umhüllten Complex- Fläche an- 
zusehen. Die Gleichung gibt in Punct-Coordinaten die Basis einer solchen 
Kegelfläche in FZ, nachdem der Mittelpunct derselben durch ,/ bestimmt 
worden ist. Jede gerade Linie, welche diesen Punet mit einem Puncte der 
Basis verbindet, ist eine Seite des Kegels. 

Wir können die Tangential -Ebenen des Kegels direct construiren und 
zwar dadurch, dass wir durch seinen Mittelpunct und die Tangenten der 
Basis in VZ Ebenen legen. Eine Coordinate einer solchen Tangential- 
Ebene ist: 



wonach wir die letzte Gleichung unter der folgenden Fonn schreiben können: 
{Fwi^2Rt7v-\-Bi^)y^ — 2{KfD^-\-Olw~G{^)yz + {Em'- -~^ül?i> + Ci^)z^ 
+ 'i{Qw-\-Jt)n>y — 2{Pw^IIt)wz + Aw'- = 0. (21) 

Die vorstehende Gleichung stellt in gemischten Punct- und Ebencn-Coordina- 
ten die Meridianfläehe dar. 

177. Es sind die Tangential -Ebenen der ITmhüUungskegel zugleich Tan- 
gential - Ebenen der umhüllten Complex-Fläche. Durch die Annahme von 

-, der einen Coordinate einer solchen Ebene, ist der Mittelpunct des ent- 
sprechenden UmhüUnngskegels bestimmt. Die beiden anderen Coordinaten 
einer solchen Tangential -Ebene sind, weil diese Ebene durch eine Tangente 
der Basis des Kegels in FZ geht, identisch mit den beiden Coordinaten die- 
ser Tangente in ihrer Ebene. Führen wir also statt der beiden Pimct-Cooi'- 
dinaten y und z in die letzte Gleichung die Linien -Coordinaten — und — 
ein, wonach diese Gleichung unter Anwendung der Transformationsformeln 
(Nr. 165. Kote) nach Division durch m' in die folgende übergeht: 
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{{Kw'+Otw—Gr^Y — {Fn'-^^2Rtw^ß/') {ßw^—t U/w + Cß)] 
— 2 [{Pw - - ///) {FW + 2Hfm + Bf^) — {Qi» + //) {Kio'i + Otw—Gt^)] v 

+ [({> to + Jty — A {Ftiß -^2Rfiv+B l^)] V- 

^ -2[(0«' + J/) {Fwi — 2Ufiv + C/^) — {Pm — Ht) {Kw'-^Otw—Qt^)\u 

— 2 [A {K)t>-^ + tw — Gii) — {Qw-\- Jl) (Pw — m.)~\ H V 

+ [[Pw — II ly — A (EW — 2 U(n>-\- Cf^)] u' = , (22) 

so stellt diese Gleichung in Plan-Coordinaten dieselbe Meridian- 
fläche dar, welche wir im vorigen Paragraphen durch die Gleichung (18) 
in Punct-Coordinaten dargestellt haben. 

Die Meridianflächen sind sowohl Flilehen der vierten Ord- 
nung als Flächen der vierten Classe. 

178. Um die Polar-Ebene der Axe OX in Beziehung auf eine beliebige 
der Kegelflächen zu erhalten, deren Mittelpnnete auf dieser Axe hegen, 
brauchen wir bloss durch den jedesmaligen Mittelpunct dei'selben und die 
Polare des Anfangspunctes der Coordinaten in Bezug auf die Durehschnitts- 
Curve in VZ eine Ebene zu legen. Nehmen wir, nachdem -r' angenommen 
worden ist, die G-leiehung (20) für die Grleichung dieser Durchschnibts-Curve, 
so erhalten wir bekanntlich für die fraghche Polare, nach Hinweglaesung 
des gemeinschaftlichen Factors .v, die Gleichung: 

(Q,r-—J)f/ — (/V + //): + J,t' = 0. 
I)anat-h wird die Gleichung der Polarebene: 

- A.V+ {Q.v'~J)ij-{Px'-^II)z + Ax = 0. (23) 

Diese Gleichung wird insbesondere, unabhängig von .r', befriedigt, wenn gleich- 
zeitig: 

y y _ Pz + A = 0. 
Also sehneiden sieh die Polarebenen der Coordinaten -Axe OX in Beziehung 
auf alle Complex- Kegel, deren Mittelpuncte auf OX liegen, in derselben 
geraden Linie, die durch die letzten beiden Gleichungen dargestellt wird. 

Diese beiden Gleichungen sind aber dieselben, welche wir früher (Nr. 170.) 
für die Polare der Meridianfläche erhalten haben. 

Die Polare einer Meridianfläche steht also zu derselben in 
der doppelten Beziehung, dass sie einerseits der geometrische 
Ort ist für die Pole des Doppelstrahles der Fläche in Beziehung 
auf alle Meridian-Ciirven, und dass sie andererseits umhüllt 
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wird von den Polarebenen derselben geraden Linie in Bezieiinng 
auf alle umhüllenden Complex-Kegel. 

179. Durch jede die Axe OX schneidende gerade Linie lassen sieh an 
die Complex- Flache vier Tangential-Ebeuen legen, von welchen zwei diu-ch 
diese Axe gehen, Diese Axe ist also eine Doppelaxe der Meridian- 
flache. "Von einem beliebigen Puncte aus lässt sich an die Flache ein Kegel 
viei-ter Classe legen, der eine durch OX gehende Doppelebene hat. Wemi 
insbesondere der Punct auf der Doppelaxe der Complex-Flaehe angenommen 
wird, so wird dieselbe auch eine Doppellinie des Berülirungskegels vierter 
Classe, das heisst eine durch den Mittelpunet desselben gehende gerade Linie, 
welche von unendlich vielen Tangential-Ebenen iimhüllt wird. Dadurch redu- 
eirt sieh der Kegel auf die zweite Classe, indem er ein Complex-Kegel wird. 

Wenn wir die in diesem und dem vorhergehenden Paragi-aphen erhalte- 
nen Resultate in Verbindung bringen, so gelangen wir zu der Folgerung, 
dass die Coordinaten-Ase OX zugleich ein Doppelstrahl und eine Doppelaxe 
derselben Meridianfläche ist. Wir können also von der Doppellinie 
der Meridianflache sprechen und dieselbe einmal als Doppel- 
strabl. das andere Mal als Doppelaxe aiiffassen. 



Aequatorialfläclien . von Cyhnderfläcliea des Complexes iiinliiillt, derea Seiten einer 
festen ETiene parallel sind, 

180. In die Keihe der Complex-Kegel, welche eine Meridianfläche um- 
hüllen, gehört ein Cylinder, dessen Mittelpunet auf dej DoppeUinie derselben 
unendlich weit liegt-. Es gibt unendlich viele solcher Cylinderflächen. Jeder 
gegebenen Richtung sind die Seiten eines solchen Cylinders so wie die Axe 
desselben parallel. Es ist augenscheinlich, dass nicht irgend zwei Cylinder 
eine gemeinsame Seite haben, dass alle Seiten aller Cylinder den Inbegriff 
aller Linien dra Complexes bilden. Wir können die Cylinder zu Gruppen 
von je unendlich vielen zusammennehmen, deren Axen einer gegebenen Ebene 
parallel sind. Dann umhüllen solche Cylinder eine Fläche. Zur leichtem 
üebersicht eines Complexes können wir also auch die unendlich vielen (oo') 
Linien desselben zu unendlich vielen (so^) Gruppen verbinden, deren jede aus 
den Seiten eines Cylinders besteht, und wiederum statt der unendlich vielen. 
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(oc-) Cylinder unendlich viele (oo) Flüchen, deren jede von nnendlieh vielen 
(co) solchen Cylindern nmhöUt wird, einführen. 

Diejenige Fläche, welche von den unendlich vielen Complex- Cylindern 
nmhüUt wird, deren Äxen einer gegebenen Ebene parallel sind, ist keine 
andere, als diejenige Äequatorialfläche, die von Complex-Cnrven in Ebenen, 
welche der gegebenen parallel sind, gebildet wird. Die Äequatorialfläche ist 
als eine der vorhin betrachteten Complex -Flachen anzusehen, deren Doppel- 
linie unendlich weit liegt und deren Polare ihr Durehmesser ist. 

181. Um durch eine einzige Gleichung den Inbegriff aller Complex-Cy- 
linder darzustellen, brauchen wir bloss in der Gleichung (19) des vorigen 
Paragraphen .v, i/', z unendlich gross zu nehmen. Dann erhalten wir die 
folgende, in Beziehung auf diese Grössen homogene Gleichimg: 

^\Ax'-^-^^Jx';i ^B,j-^^-2IIxz ^-IGyz ^Ci;-^ = 0. (24) 

Wenn wü', unter Annahme rechtwinkliger Coordinaten-Axen, die Winkel, 
welche die jedesmalige Richtung der Axe des Cylinders mit den drei Coordi- 
naten-Axen bildet, durch k, /3, ;■ bezeichnen, so ist: 
,'(■■' :y' ;z' = cos a : cos p : cos ;■; 
wir können demnach cos k, cos/i, cos;' an die Stelle von .i', y, z in die 
letzte Gleichung einfahren. Nachdem diese drei Cosinus bestimmt worden 
sind, steht dann die vorstehende Gleichung diejenige Curve zweiter Ordnung 
dar, in welcher der bezügliche Cylinder die Coordinaten-Ebene J'^ schneidet. 
Wenn wir die drei Cosinus cos k, cos /3, cos;-, zwischen welchen die be- 
kannte Relation besteht: 

COSä ß + COS^ ß + COS^ jy = 1 , 

ebenfalls als veränderlich ansehen, so können wir dieselbe Gleichung 

(24), welche jetzt die folgende Form angenommen hat; 

[/"cos^ft — 2£eos a eos;/ — D ms^ y\y'^ 

— 2[/i'cos^ß — L cos«: cos/3 — Mcoaa cos;'+ />cos^ cos ylyz 

+ [Ä'cos^K — 2.¥cos«c08^ + ^eos^/5]2' 

+ 2[Q cos- « + ÄCOSC cos j3 — iV^cos «cos;- — ä cos /3 cos 7 — T'cos^;']^ 

— 2 [/* eos^ « — {N—O) cos K cos /3 — 5 cos^ /5 + f cos ß cos ^^ — T cos ß cos y\ z 

+ [.<(cos-G+2/cosffCOS/3+5cosä/3+2Ä'cosffCOS;'+26'cos/5cos;'+Ccos*;']=0,(25) 

auch als die Gleichung des Complexes selbst ansehen. In ihr kom- 
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lUL'ii sänimtliclie C'oiibtante der uUgemeineii Comp]ex-(jleieliiing vor. Die 
hier auftretenden Grrö^sen: 

cos ß cos y 

•' cos (I CÜS c 

^'eitreten bei dieser Dai"stellung des Complexes die Veränderlichen r, s, q. g 
der Gleichung (I) oder j>, q> x, y. der Gleichung flll). 

182. Setzen wh' voraus, dass die Axen aller Cjlinder einer gegebenen 
Ebene, für welche wir die Ebene XZ nehmen wollen, parallel sind, so ver- 
schwindet y gegen x und z', oder eos a wird gleich Null. Die vorstehende 
allgemeine Gleicixnng (24) geht alsdann in die folgende ilber: 

[f.r'2_2X.r'2' + i>2'*]yä — 1\Kx' — Mz\x' -yz + Ex'^-z^ 
-L-2[/j,,A-_.,y.^.','_7y.j^„2[A-i.-'+6V].r'-2 + [/U-'ä-]-2tf.rV + (7/^] = 0. (26) 

Zum Behuf der Ueberemstiminnng mit den Entwickelimgen des zweiten 
Paragi'aphen wollen wir, miter Berücksichtigung der Verfcauschungsregeln 
des ersten Paragiuphen, die beiden Axen OX und OY mit einander ver- 
tauschen. Dann finden wir: 

{Fif^-iKy^^E^^x^ - 2[/.//- J/2']y ■ xz^Dy^ ■ z"- 
- 2[Iiy^-0yy--Cz'^]x + ■2[Sy+Tx']y' .z + {By-^^2Gyz+Cz^] = 0. (27) 
Diese Gleichung stellt den Inbegriff der Cylinder dar, deren Axen der Ebene 
FZ parallel sind, oder, wa-^ dasselbe heisst, die Aequatorial fläche, 
welche von diesen Cylindeni umhüllt wird. 

Die letzte Gleichung geht, wenn wir durch :- dividiren und nach der 

Division : 

//' cos ß , 

r' = cos j. = ^''"^ '' 
setzen, in die folgende über; 

[/■tang-j'— 2/i'tang7+ E]x- — 2[X tangj- — M\ fang/ ■ .i': + -Z>tang-/ ■ z'- 
— 2\B tang- y — tang ;' — U] x -\- 2[S tang / + J] tang y ■ z 

+ [B tangä ;- + 2 G tang ;/ + C] = 0. (28) 

"Wir wollen schliesslich, statt der bisher betrachteten Durchsehnittscurve 
mit XZ^ die Dm-chschnitts-Curve des Cylinders mit derjenigen Ebene bestim- 
men, welche auf der Axe des Cylinders senkrecht steht. Zu diesem Ende 
vertauschen wir in der vorstehenden Gleichung, während .i- ungeändert bleibt, 
z mit ; ■ cos ;-. Dann kommt, wenn wir mit eos^ ;- multipliciren : 
[Fsin-/ — 2K^\ayCO^y-{-Eco^'y]x- — 2[//Sin/^.#"cos;']sin7 ■ xz -\- B^VLX'yz"- 
— 2[R sin*;' — ösin;' cos;- — ■ t'cos^ ;'].(.' + 2[6''sin y + y'cos;-] sin;- ■ z 

-j- [B?i\\\^y + 2Gsmy<iO?iy+Ccos^y'\ = 0. (20) 
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183. Um die Gleichung der Acquatorialfläehe in Plaii-Cüordiiiateii zu 
erhalten, führen wii; zunächst in die Gleichung (28) vermittelst der Gleichung; 

tang j- = — -- 

den Quotienten der Ijeiden Coordinaten - und einer" Tangential -Ebene 

des Cylinders eiu, die auch eine Tangential -Ebene der Aequatorialflache ist. 
Die Gleichmig (28) venvandelt sich hiemach in die folgende, wenn wir zxi- 
gleich mit u^ multipliciren : 

[Fv'--^2Kuv-\-Eii^].v^ — 2[lv-\-Mu]v-.vz -f Bv^ ■ z^ 

~'2[Rv' + 0i(v—Vic^1:v + 2{Sv — Tu)o-z+ [Bv^ — 2Guv+Ch'^'\ = Ü. (80) 

Die Gleichmig (28) stellt für einen gegebenen Werth von y die Durch- 

sehnittscuiTe des bezüglichen Cylinders mit der Coordinaten -Ebene XZ in 

Pimct- Coordinaten .v und z dar. Wir wollen, statt dieser Cooixlinaten, die 

Coordinaten der Tangenten der Cnrve einführen und für dieselben — xmd — 

nehmen. Diese beiden Coordinaten der Tangente an die Durchschnittscui've 
sind aber zugleich zwei Coordinaten der Tangential -Ebene des Cylinders imd 
der Aequatorialflache, deren dritte Coordinate — ist. Auf diese "Weise fin- 
den wir für die Gleichung der Aequatorialflache in Plan-Coordi- 
naten, nach Division durch v": 

[{L V + Muy — ß (Fv^ + 2 Kit V + Eii^)] ?f^ 

+ 2[{Si> — Tu)(Fv^-\r2Kuv-\-Eifi) — {Lv + Mu){Rv^~i- Oitv— i'^f^jw 

+ [(R t'S 4- « i- „ Uu^y — (Fv^ + 2 Ku v + Eu^) {BV' — 2Guv+ C«^)] 
^2[D{Rv^ + 0itv^Uii^) — {Lv + Mti) {Sv—Tu)]tw 

— 2[[Lv + Mu) {Bv^ — -IGitv + Cu^) — (Sv^Tn) (Rv^ -\-Oit}!— Uii-^)]t 

+ [{Sv — Tvy — DiBv^ — 2Guv-\-Cu^)}f^ = 0. (ßl) 

Die Aequatorialflächen sind also, wie die Meridianflaehen, 
zugleich von der vierten Ordnung und der vierten Classe. Die in 
f^ unendlich weit liegende Doppelaxe der Fläche ist in der vorstehenden 
Gleichung dadurch angezeigt, dass « und v in keiner niederen Potenz vor- 
kommen , als der zweiten. Die unendlich weit liegende Doppelaxe der Aequa- 
torialflache ist nach dem zweiten Paragraphen zugleich ein Doppelstrahl der- 
selben. Wir können also sagen, dass die Aequatorialflächen eine unendlich 
weit liegende Doppellinie haben. 

184. Die Polarcbene der in VZ nnendlicli weit liegenden Doppellinie 
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m Beziehung auf einen beliebigen Complex-Cylin(ier, der ilie Ebene ÄZ mmh 
der Cm-ve (28) schneidet, geht durch denjenigen Durchmesser der Durch- 
schnittsciure , welelie der Richtung der Coordinaten-Axe OZ zugeordnet ist. 
Für die Grleichung dieses Diu'chmessers erhalten wir, indem wir die Glei- 
chung (28) nach z differentiiren : 

— {Ltai-igy~M)a,--\- /> tang ;- ■ r + (.Vtang ;■ + 7') = 
und hieraus filr die Gleichung der Polarebene: 

— [L tang ;- — M) x — Dij + D tang yz + {S tang y H- T) = 0. 
Diese Gleichung wird ins)>esondere, unabhängig von tang j', befriedigt, wenn 
zugleich: 

Dz— Lx + .V = 0, 
Dij — Mx — T = 0. 
Also schneiden sich die Polarebenen der in YZ unendhch weit liegenden 
geraden Linie in Beziehung auf alle Complex-Cylinder, deren Axen dieser 
Ebene parallel sind, in einer festen geraden Linie, die durch die voi-stehen- 
den beiden Gleichungen dargestellt wird. 

Diese beiden Gleichungen sind aber dieselben, welelie wir früher (Ni-. 1(14.) 
zur Bestimmung des Durchmessers der Aequatorialfiäche erhalten haben. 

Der Durchmesser einer Aequatorialfiäche steht also zu der- 
selben in der doppelten Beziehung, dass er einmal der geome- 
trische Ort ist für die Mittelpuncte der Breiten-Curven, welche 
die Fläche erzeugen, andererseits dass er umhüllt wird von den 
Polarebenen derjenigen geraden Linie, welche in den Ebenen 
der Breiten-Curven unendlich weit liegt, in Beziehung auf die 
umhüllenden Complex-Cylinder. 

185. Die folgenden drei Gleichungen stellen in Y Z, XZ, XY die Basen 
derjenigen drei Complex-Cylinder dar, deren Axen bezüglich den drei Coor- 
dinaten-Axen OX, i)Y. OZ parallel sind: 

/>' — 2Lxz -[- Dz^ + 2Sz — 2Ä.r + ^ = 0, 1 (32) 

E.r^ — 2 Mxii + By^ + 2 T.r ~ 2 7'y -f C = 0. J 
Die zweite dieser Gleichungen ergibt sich rmmittelbar aus der Gleichmig (30), 
wenn wir in dieser Gleichmig V gleich Null setzen, und dann eingeben sich 
nach den Vertauschungsregeln der 155. Nmiimer die beiden übrigen. 
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Aflalytische Bestimmung der Doppelpunete und Doppelelieneu der Complex-Flächen, 

186. Es sei 

««' + 2*»/5-+ cf- + '>4«r + 2<!(3). + ff - 
eine homogene G-leichung zweiten Grades zwischen den Vei'äuderliclien ff, ß, y. 
Dann erhalten wir die folgende algebraisclie Zerlegung: 

a(a ,f + 2l,aß + clf + 2dar + 2tßr + ff) 

r^[aa+(i+}/i<—ac)p+{d+Vd<—äf)r]-lii<i+{l>—y¥-^ic)ß+(J~/',ß^,f)r] 

- mtil — iie) — V{i''-^"ae) VXi^^^äf)]lly 

-[ttt, + (l,+Vli'—ac)ß + (d—fd'—'if)yy{aa+(b~/ii'—ic)ß + i'l+V<^^if)-A 

-2[{l,4-„c) + j/{i^^^^cj/(d'~'7/-}]ßy. 
Wenn also 

(*<?-«<•) - /{i'^-^aii/lrfi^^if} - 0, (33) 

so löst sieli die gegebene Gleichung zweiten Grades in die folgenden beiden 
Gleichungen ei-sten Grades auf: 

(lj + yi,iZricjß + (4 + Vd^'^)r- '^, ( (34) 



«« + (i—Vi'~ac)ß + (i-Vd'-tif)y - C 
wenn 

(lid — ae) + Vih<^'ür)V{,P — tif} - 0, (35) 

in die folgenden beiden: 

„,, + (p^ywz^c)ß + {d-Vd^~f)y = 0, I ^.jg^ 

«K + (f> — Vb'- — (ic)ß + (d+Vd' — äßy = 0. ) 
Die Ijeiden Bedingungs-Gleiehungen (33) und (35) können wir in die folgende 
zusammenfassen : 

(bd—aey- — {¥ — ac} {d^ — af) =^ 0. (87) 

Wird also diese Bedingnngs- Gleichung befriedigt, so löst sieh die gegehone 
■Gleichung zweiten Grades in zwei Gleichungen des ersten Grades auf. 

In den Gleichungsformen (34) und (36) treten zwei der Veranderhehen, 
ß und ;-, in gleicher, die dritte a tritt in ausgezeichneter Weise auf. Wir 
erhalten also, und zwar durch blosse Buchstaben- Vertauschung, neben der 
vorstehenden Zerlegung noch zwei ganz analoge. Dem entsprechend können 
wir die Bedingungs-Gleichung (37) auch unter der folgenden Form sehreiben: 
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{ic -fVf - {,!■' - af) {f - c() - 0. I *•" ' 

Endlich gehen die drei vorstehenden, unter sich identisehen Gleichungen 
wenn wir entwickeln , in die folgende über : 

Die drei Grleichungsfoniien (37) und (38) zeigen, dasfj, im Fülle dio Zer- 
legung stattfindet, die drei Ausdrücke: 

ii,'.-ac), {d^-üf), {c^--i-n 

Werthe von gleichem Zeichen haben. Sind diese Zeichen positiv, so ist die 
Zerlegung eine reelle, sind sie negativ, eine imaginäre. Versehwinden gleich- 
zeit^ zwei der drei Ausdrücke, was in Folge derBedingungs-G-leichungen (37) 
und (38) das Verschwinden des dritten nacli sich zieht, so werden die bei- 
den Gleichungen, in welche die gegebene sich auflöst, unter sich identisch. 
Zugleich hat man: 

{hd—ac^ = 0, (bc — cd) = 0, {dc—ß) = 0. 

Die gegebene homogene Gleichung zweiten Grades löst sich in die bei- 
den Gleichungen ersten Grades (34) oder in die beiden Gleichungen (3(j) auf, 
je nachdem die Beclingirngs-Gleichimg (33) oder die Bedingnngs-Gleiehmig (35) 
befriedigt wird. Diesem entspricht, dass, im Falle einer reellen Zerlegung, 
der Ausdruck {pd — ae) einmal positiv, das andere Mal negativ ist, umge- 
kehrt, dass, im Falle einer imaginären Zerlegung, derselbe Ausdruck einmal 
negativ, das andere Mal positiv ist. Es kommt dies darauf hinaus, dass die 
Zerlegung (34) oder die Zerlegung (36) stattfindet, je nachdem der Ausdi-uck 
{h d — ff €) mit einem der drei Ausdrücke 

(*-._,„.|, (#-«/), (e'~cn, 

und also mit allen, im Zeichen tibereinstimmt oder nicht. 

An die vorstehenden Gleichungen (37) und (38) knüpfen sich noch einige 
Transfonnationen, welche in dem Folgenden ihre unmittelbare Anwendimg 
finden. 

Die Gleichung (37) gibt: 

^^'- "e _ h' -ac _ ybj}--alc 

äi - af 'fä~ ae ± f^::r^ ■ ^^"> 

Hierbei ist das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen, je nachdem die 
Zerlegung (34) oder die Zerlegung (36) stattfindet. 
Femer geben die Gleichungen (38): 
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be — cd ] b- — ac 

wobei die Zeichen der Ausdi'ücke (/}e — cd) imd {'/c — f/^) unmittelbar das 
doppelte Vorzeichen bestimmen. Wemi überhaupt eine Zerlegung der ge- 
gebenen Fmietion zweiten Grades in zwei lineare Factoren möglich ist, was 
durch die Bedingungs-G-leichmig (39) ausgesprochen wml, so erhalten wir: 

{bd — ac)[be — cd)[de-~fh) = — {¥~ac)[d'~af){e'--~ff). 
Es folgt hieraus, dass wir in der Gleichung (41) das obere oder untere Vor- 
zeichen zu nehmen haben, jenachdem dit; Zcrk^gung (;.J{)) oder die Zerlegung 
(Ü4) stattfindet. 

187. Complex-Fiäehen in ihi-er allgemeinsten Bestimmung, welche wir 
auch Meridianflächen genamit haben, sind solche Flächen, die einerseits dui'ch 
eine veränderliche Complex-Curve, deren Ebene sich um eine feste in ihr 
liegende gerade Linie dreht, erzengt, andererseits durch Complex- Kegel, 
deren Mittelpnnct auf derselben geraden Linie foi-tnlckt, nmhtült werden. 
An die erste Erzeugung der Fläche anknüpfend, haben wir zur analytischen 
Bestimmung der Fläche die Gleichung (15) erhalten. Setzen wir, der Kürze 
wegen : 

(Fsin- (p — '2h'ün 9: cos «^ -f E co^''- (p) ':r. a , 
[R sin- 9- — sin 91 cos 9; — t'cos- <f) ^^ /', 
iß smä 9^+ -IG^mtp cos<]p + f cos' 91) ". <■, 

- - iQ sin 9 — /'cos (f) ~ d, 

— 1/ sin ff: -f- /Teos <fi) ^~- <', 

-i /, 

so können wir die Gleichimg in der folgenden Weise schreiliien: 

am"' -j- 2hlw -(- er- -f- 'Idvw -\- 2etv 4- fv"- = 0. 
Es ist hierbei OX für die feste gerade Linie, welche Doppellinie der Fläche 
wud, genommen und cp ist der Winkel, den die jedesmalige Meridianebene 
mit einer festen Ebene, der Coordinaten- Ebene XZ, bildet. Wenn wir 
in der jedesmaligen Meridianebene den Durchschnitt derselben mit FZ als 
Axe OZ nehmen und dieselbe als OZ' bezeichnen und die Doppellinie der 
Fläche als Axe OX beibehalten, so stellt die letzte Gleichung die bezüg- 
liche Complex-Curve in ihrer eigenen Ebene in gewöhnlichen Linien -Coor- 
dinaten dar. 

Da die Constanten in der lezten (ileichung Functionen von 9, sind, so 

23* 



(42) 



(42) 
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ändert sich mit rp, das heisst mit der Lage der Meridianebene, die in der- 
selben liegende Complex-Curve. Wenn wir zwischen diesen Constanten ü-gend 
eine BediDgungs-Gleichnug statuiren mid dadurch die Comi:)lex-Curve in ihr 
particularish-enj so gibt diese Gleichung die Meridianebene, in welchei" die 
so particularisirte Curve liegt. 

Die Complex-Cui-ve artet insbesondere in ein System von zwei l'uiic- 
ten aus, wenn die Bedingungs-Gleiehnng (39), die wir anch so schi'L'ibi.'n 
können : 

l\l>-^^-^ar) -^ iu-^ + cd' — 2h<lr = 0, (44) 

für che Constanten in ihrer Gleichung (43) erfallt ist. 

Die vorstehende Gleichung wird, wenn wir zu den Constanten des Coni- 
plexes zurückgehen und zugleich dm'ch cos^ (p dividiren: 
yl[(Ät.ang.'9:— Ötang?.— ty — (^ang^?:— 2/i't.ang9^+Ä')(/?tang-r/+iV;tim,<,'f/^r)I 
+ (/tangqri-f-//)^ (/'tang-ip — 2A'tangr|: + E) 
+ [Q tang <f>~Pf (B tang^ 91 + 2 C tang 9 + T) 

— 2 (y tang 9. + //) {Q tang 91 — P)iR tang^ <f^~0 tang ip — l') --= 0. (4r>) 
Diese Gleichung ist in Beziehung auf tang 9 vom vierten Gradt.^ K> giht 
also im Allgemeinen vier Meridianebenen, in welchen die Complcx-Cai-vcu 
in Systemen von zwei Puncten ausarten. Da diese \-ier Ebenen dm-ch die 
teste Coordinaten-Axe OÄ' gehen, so liegen die vier Punctenpaare in den 
vier Ebenen auf vier gei"aden Linien, welche diese Axe sehneiden. Die 
Punctenpaare, in welche die vier Complex-Curven ausai-ten, sind Doppel- 
pnncte der Fläche. Wü.' wollen die vier geraden Linien , auf welchen diese 
Punctenpaare liegen, singulare Strahlen der Complex-FUlehe nennen. 

Eine Complex-rUlche hat im Allgemeinen acht Doppelpuncte 
und vier, die Doppellinie der Fläche schneidende, singulare 
Strahlen, welche die Doppelpuncte, paarweise genommen, ent- 
halten. 

188. Den vier Wertheu von tang rp entsprechen viei; Graiipen von Wer- 
then für die Constante]i der Gleichung (43). Für jetle Gruppe von Werthen 
gibt diese Gleichung dann die Gleichungen der beiden Pnncte in ihrer Meri- 
dianebene. Diese Gleichungen können wir in der folgenden zusammenfassen: 
rnv H- ß + }/'l,^.^c)/+(/f±-l <t' — af)>}' = 0, (4(i) 

wobei wir, je nachdem die Zerlegimg (34) od<a- (3<i) stiittfindet, für die beiden 
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Pim(:te einmal die Wurzeliiusdi'ueke mit gleichem, das andere älal mit un- 
gleichem Vorzeichen nehmen müssen. Die beiden Coordinaten der beiden 
Pnncte in der bezüglichen Meridianebene sind: 



ä±-l/d'~af 



(47, 



wobei wir, wenn wir zu dem ursprünglichen Coordinaten- Systeme zurück- 
gehen, statt des obigen Werthes von ;' erhalten: 



d +y'ä^zzll 



cos if, 



- y~ä^ - 



— sm <p. 



(48) 



Der singulare Strahl, welcher die beiden Doppelpuncte verbindet, liegt in 
der durch 9 bestinnnten Meridianebene. Für seine Gleichung in dieser Ebene 
erhalten wir: 



_ , J/V — «c ., , h-j/P — a'f -\-d}/ b' ^ ac 
■^ "~ — yd' -af'^ aj/d' - af ' 

oder, mit Bei'ücksichtigung der Gleichung (40): 

ile - fb _ r- — ac ,, I c" — cf 
' de -fh ' 



■ + . 



(49) 



(50) 



d' -af- ' iP - <'f ' 
In dieser Gleichung können wir statt z' uach einander 
imd erhalten dann die Gleichungzn der Projectionen desselben Strahles auf 
Xr und XZ. 

Der singidtlre Strahl schneidet von der Doppellinie ()\ ein Segiuent ab: 
_ de — fb _ e'- — cf 



•"• - d' -af- 
mid bildet mit derselben einen Winkel d , 
rf^ — «/■ 



tang 6 = 



de — fe 

bestimmt durch: 
bd — ae 



bd' 



(51) 



(52) 



Der jedem der gefundenen Werthe von ^ entsprechende singulare Strahl 
ist immer reell, mögen die Ausdrücke 

VW~—ä~v und y"{P — af 
reell oder imaginär sein. Die beiden Doppelpimcte auf dem siugularen Strahle 
hingegen sind zugleich mit diesen beiden Ausdrücken reell oder imaginär. 

Wenn eine beliebige Linie des Raumes als Doppellinie eurer Fläche eines 
gegebenen Complexes zweiten Grades angnommen wird, so hängt die Be- 
stimmung der vier Meridianebenen, welche die Doppelpuncte der Fläche ent- 
halten, von der Aaflösmig einer Gleichmig des vierten Grades ab. Hiernach 
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isft in dieser Mericlianeljene der singulälte Strahl, welcher die beiden Doppel- 
pimcte bi derselben verbindet, auf lineare Weise gegeben. Die Bestimmung 
der beiden Doppelpuncte auf dem singulären Stralil hängt dann schliesslich 
\-on der Auflösung einer quadratischen Grleichmig ab. Die vier Meridian-, 
ebenen, in welchen die singulären Strahlen der Fläche liegen, können paar- 
weise imaginäi' sein; dann sind es auch die singulären Strahlen und die 
beiden Doppelpuncte. Aber auch wenn die singiüären Strahlen reell sind, 
können die beiden auf ihnen liegenden Doppclpimcte sowohl imaginär als 
reeU sein. 

189, Dieselbe allgemeine Complex- Fläche, welche wir mi dritten Para- 
gi'aphen allgemein diu-ch die Grleiehung (15) bestimmt haben, halben wir, 
von der zweiten Bestimmungsweise eines Complexes ausgehend, im folgenden 
Paragi'aphen durch die Gleichung (20) dargestellt. Diese Gleichung können 
wir, indem wir, unter Foiilassung des Aeeentes von .i': 
(/'V — 2i^.r+ /?) ^/, 
— (Ä'.r^ — O.v — '/) — //, 

- il'.r + //) '■, 

'' I' 
setzen, in folgendci' Weise schreiben: 

a,j>- + 2byz + .3^ + 2rf^ + -Icz + /■ = 0. (54) 

Öi(i stellt, nachdem x angenommen worden ist, in YZ die Basis dei;jenigen 
Kegelfläche dar, deren Mittelpimct auf der Doppelhnie der Fläche liegt und 
durch (he Annahme von x auf dieser Doppellinie bestimmt ist. 

Die Coefficienten der vorstehenden Gleichung sind Functionen von x. 
Setzen wir insbesondere 

f{)f-ur) + uc-^ + v.t^ - -Ibäc = 0, (44) 

HO ist die Basis der Kegelfläehe kenie Curve zweiter Ordnung mehr, sondern 
diese Curve artet in ein System von zwei geraden Linien, die entsprechende 
Kegelfläche also in ein System von zwei Ebenen aus, deren Dm'ch- 
schnittsliuie die DoiDiiellinie der Fläche in dem durch x bestimmten Pimct« 
triö't. Füliren wir in die vorstehende Gleichung die ursprünglichen Con- 
stanten des Complexes wieder em, so kommt, nach Fortlassung des gemein- 
schaftlichen Factors x-: 



(53) 
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_ ( [i/{.v^ ^Ox- Cf - {f.i-^ ~2R .V + B) {E.i- + -2 i'x + C)] 
+ {Px + Hy-{F.r-~-2Rx^B) + {Qx-JY{Ex-^ + 'llx+C) 

+ 2iPx + ff)iQ-*:~J){K-v''-0x-<;) = 0. (fj-'j) 

Diese Gleiehmig ist iu Beziehung auf x vom vierten Grade. Es gibt also 
im Allgemeinen auf der Doppellinie der Meridianflaehe vier Puncte, welclae 
nicht mehr die Jlittelpuncte umschriebener Complex-Kegel sind. Diese Com- 
plex-Kegel aiien in Systeme von zwei Ebenen aus, deren Durchscimittslinie 
dm-ch die vier Puncto geht. Diese Ebenen sind Doppelebenen der Elilehe. 
Die Doppelebenen der Fläche ordnen sich zu vier Paaren zusammen; die 
beiden Doppelebenen jedes Paares schneiden sich nach vier geraden Linien, 
welche die Doppellinie der Fläche in den durch die "Weithe von x bestimm- 
ten vier Pmicteu treffen. "Wir neimen diese vier geraden Linien singulilre 
Axen der Meridianflilehe. 

Eine Complex-Fläche hat im Allgomrinen ^rclit I)o[ipol- 
ebenen, die, paarweise genommen, sich in den vier singuiilren 
Axen der FUlche schneiden. Die vier singuiilren Axen schnei- 
den, wie die vier singuiilren Strahlen, die Doppellinie der Flache. 

190. Den vier Werthen von x entsprechen vier Gruppen von Wei'then 
für die Constanten der Gleichung (51). Für jede Werthen-Giiippe stellt diese 
Gleichimg ein System von zwei geraden Linien dar, in welchen die Cooixli- 
naten-Ebene VZ von zwei zusammengehörigen Doppelebenen geschnitten 
wird. Diese beiden Linien schneiden sich in demjenigen Puncte, iu welchem 
die singulare Axe, nach 'welcher die beiden Doppelebenen sich schiiel(!eii , dii- 
Ebene FZ trifft. 

Für die Gleichung der beiden geraden Linien in FZ erhalten ivir uu- 
mittelljar, nach den Entwickehmgen der 18ö. Nmnmer, die folgenden: 

ay -i- (/> + f¥—~äc) z-\-{4± fff^^if] = , {:>io) 

wobei wir, jenachdem die Zerlegmig (34) oder (36) stattfindet, fiir die beiden 
Linien einmal die Wnrzelausch-ücke mit gleichem, das andei'o llsil mit un- 
gleichem Voi-zeichen zu nehmen haben. Die Coordinatcn der Itcidcn gcrsulcn 
Linien in VZ sind: 

und für die Gleichung ihres Dnrchschnittspmictes erhalten wir hieruach 

V = -i- '- . .--■»+ -^- — — ■V-^^.^-L - ■/', (■>>^) 
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oder, mit Berücksichtigung der Uleichiang (40): 

bd^ae , de—fh S' — ac , e- — cf ,,,,, 

^ = #-_«/-'^ + ■ä'-af-'' = hd-ue-'' + de-fb ' "■ '''■'> 

Die Coordiiiaten dieses Pmictes sind also: 

_ de — fb ^ __ be--cd ^ __ e' — cf , ^ _ ''' ^ "/' ^ __ ^'^'~1i (pA\ 
^ ^ M~— ae b'' — ac~ be~cd' ' hd—ae b"- — ac' *^"' ■' 

Durch die Gleichung (58), verbunden mit der folgcndei] : 

f.t -\- w = 0, (Ül) 

ist die singulare Axe analytisch bestimmt. Def Winkel (fn, welchen die 

Meridianebene, die ihn enthalt, mit ÄZ bildet, ist dm-ch die folgende 
Grleiehung gegeben: 

, be — cd de — fb (•• — cf ,,,^. 

tangy,, - ^-- -- e _„/• - - ä.-76 • 'l>2) 

"Wir erhalten endlich zm- Bestimmimg desjenigen Winkels e , weli::ht?n die singu- 
lare Äxo mit 0-1', der Doppellinie der Fläche, bildet: 

.. tai,g . - j/(»^a]»f =;^ . (63) 

Die Bestimmung der vier singulären Äxen der Meridianfläche ist eine 
lineare, nachdem die vier Puncte, in welchen sie die Doppellinie schneiden, 
durch Auflösung einer Grleiehung vom vierten Grade bestimmt worden sind. 
Die Bestimmung der beiden Doppelebenen der Fläche, welche auf einer der 
singulären Axen sich schneiden, hängt von der Auflösung einer Gleichung 
des zweiten Grades ab. Die vier Puncte, in welchen die singulären Axen 
die Doppellinie schneiden, können paarweise imaginär sein; dann sind es 
auch die singulären Axen. Aber auch, wenn die singulären Axen reell sind, 
können die in ihnen sich schneidenden Doppelebenen sowohl imaginär als 
reell sein. 

191. Meridianflächen von besonderer Art haben zu ihi'er Doppellinie eine 
Linie des Complexes selbst. In diesem Falle wird die Doppellinie von den 
die Fläche erzeigenden Curven in den verschiedenen Meridianebenen bei-ührt. 
Zt^leich ist sie gemeinschaftliche Seite der die Fläche umhüllenden Complex- 
Kegel. 

Wenn wir wiederum die Axe OX zur Doppellinie dei' Meridianflächc 
nehmen, so erhalten wir, um auszudrücken, dass diese Linie dem Coniplexe 
angehört, die Bedhigmig, dass in der Gleichung desselben A verschwinde. 
In Folge davon verschwindet auch / in der Gleichung (43), so wie in der 
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{llcichmig (54). Die Gleichung (4">), cluroh welelie die Lage der Meridian- 
ebenen, in denen die singulären Strahlen liegen, bestinunt wird, redncirt 
sich auf die folgende: 

{/tang9! + -^)- {^tang- gp — ■2Ä'tang rp-\- A') 

+ iO tang <p — Py- {B tang^ <p + -lG tang 9 -\- €) 

— 2{J tang <f> + //) {Q tang ff — P) {R tang^ fp — O tang <p~U) ^ 0. (lj-1) 

Die Gleichung bleibt in Beziehung auf tang (p vom vierten Grade. Die 

Meridianfläche behält also ihre vier singulären Strahlen. Die beiden Doppel- 

pmicte auf denselben haben nach (±7) die folgenden Coordinaten: 

^^o+yi^-", --'-v,o. OK) 

Der eine der beiden Pnncte fällt in die Doppellinie der Eläche. Weil diese 
Bestimmung unabhängig ist von dem jedesmaligen Werthe von <p, so fallt 
einer der beiden Doppelpmicte auf jedem der vier singulären Stralileu in die 
Doppellinie der Fläche. 

Der Werth von x<,, durch welchen auf der Doppellinie derjenige Punet, 
in welchem in dieselbe der singulare Strahl einschneidet, bestimmt wird, 
reducirt sich, indem wir in (ijI) /' vei'schwiiiden lassen, auf: 

192. In Folge der Voraussetzung, dass die Doppellinie der Meridian- 
fläche selbst eine Linie des Complexes sei, i'educirt sich die Gleichung (55), 
vermittelst welcher die Puncte bestimmt sind, in welchen die singulären 
Axen in die Doppellinie einschneiden, durch das Verschwinden von A auf: 
[Px + Hy {Fx^- — 2Rx -\-B)-{-{Qx — jy (Ex'- + 2 Ux + C) 

— 2{Px-\-H){Qx — J){Kx'-~0x~-C) = 0. (67) 

Da diese Oleichimg in Beziehung auf x vom vierten Grade bleibt, behält 
die Meridianfläche ilire vier singulären Axen. Für die beiden Doppelebenen, 
welche durch eine der vier singulären Axen gehen, deren Durchschnitt mit 
der Doppellinie durch die voi'stehende Gleichung bestimmt worden ist, er- 
halten wir aus der Gleichung (57) die folgenden Coordinaten: 

u = (,, V = /> + yb^^^^äc, w = 2d, 0. (68) 

Eine der l)eiden in einer der vier singulären Axen der Fläche sich schnei- 
denden Doppelebenen der Fläche geht also durch die Doppellinie derselben. 

Far den Winkel (p^, den die durch die singulare Axe gehende Meridian- 

Pliickcr, Ccoinet™. 24 
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ebene mit XZ Inldet, haben wir 
sehwindeia lassen, 



wenn w'ii; in der fTleithmi;^ ((>2) /' i"er- 



° ^ d Qx - 

Wir können die Iieideu Gleichnngen 
3 taug (p -\- H 



Q tang ff, 

Px + // 



(GO) 

(66) 
(filO 



(TU 



tang rf,;i = ■ 

in folgender Weise schvoiben: 

'i'(,fo, tang^-) = 0, 'J'(.i;tang^f„) = 0, (7i)| 

indem wir mit (Z> beidesmal dieselbe Function bezeiclmen. Fühi'en wir den 
vorstehenden Wertli von x» in die Gleiehnns^ (G4) und den AVertb von tang >/„ 
in die Gleichung (67) ein, so kommt: 

.roH-f'tang^^^ — ■2Ä'tang9+Ä') + (/ytang-y + i' r; tang r/- -(- < i 
— 2.1-0 (Ätang^?; — « tang y -^"1 
tangäff(F.i-oä~2Ä.ro + Ä) + {E.>V + ■> C .r,^€) 

— 2 tang (p {K.Vf,- — x» — (<) = , 
tang-' f,:,, {Fx'^ — 2Mx + ßj + (Ex'^ + 2 l'x + C) 
— 2tangg:n(Ä'A-ä — rt.r— 6') — 
.f- (/'' tang^ f/-« — 2 Ä' tang 7^0 + Ä^) + (-^ tang-' 7-,, + 2 /-' tang cf„^C\ 
— ■2x{Rtang' (f — taug (f,u—i) = 0. 
Indem wir durch 'F wiederum dieselbe Function liezeichnen, können wir die 
vorstehenden Gleichungen schreiben : 

W{xo, tang(f) = 0, '/'(.);, tang ^n) = 0. (72) 

Wenn wir dann zwischen den beiden ersten Gleichungen (70) und (72) ,(„, 
zwischen den beiden zweiten Gleichungen (70) und (72) .v eliminiren, erhal- 
ten wir dieselbe Gleichung vierten Grades zur Bestimmung von tp mid g;«. 
Wenn wir zwischen denselben beiden Gleichungen -Paaren einmal tang (f, 
das andere Mal tang ipo eliminiren, erhalten wir dieselbe Gleichung viei.-teiJ 
Grades ziu- Bestimmung von x„ und x. 

Die vier singularen Strahlen und die vier singuliiren Axen 
schneiden sich bezüglich in denselben Puneten der Doppellinie 
und liegen bezüglich in denselben, durch die Doppellinie gehen- 
den, Ebenen. 

Zur Bestimmung dieser Puncte und Ebenen erbalten wir iil-fo. wenn 
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Avir ziisammenfasf-en, dieselben beiden CTlciclmngen 
* (.r, tang 9:) — 0, 1 



•/'(,!■, lang .j)) — 0, 



(73) 



in denen wir .v nnd tang (p als veränderlich betrachten. '^) 

194. In dem Falle, dass die Doppelliuie der Complex-Fläche unendlich 
weit liegt , halben wir diese Fläche eine A e q ii a t o r 1 al f 1 a e h e genannt. 



B' 



*) Jede der Ijeiden 1 1 "en t 1 1 1 1 f I u l t gi 

vei'iindeiiiclie C oaseu i et ii M t e leu e ue H lat o I en le La e e u 8 luf 

der Coordiiiatea-Äse 0.\ fortn kenden Pun tea ui d ner u ii 1 ese Axe 1 b I en 1 n El ene 
sie stellt einen geoiaetris he t da D e e te Tle himg a f el 1 ns 1 e 1 eaohr Itiken 

A ollen lestiuimt in allgemeinstei- Weise wie jeder Lage des Puuctt eine nzigeLage 
le El uc tirelt nl m gekehi-t Das at 1 e Bi lelswe se de PU vemi der P n t auf ii e 
F ze o'^ii^ö ^"6 Lm enfl de de zweien Cralea fo tilckt y h. end dl entspredienle T nge hil 
F pne i> 1 esel e Erze gende t cli 1 el t Es, e zu a aljt bdeBt+off 1 \ h p 

\ / g 1 z e 1 neare F nct oue 1 eze 5 en 

? = ; 

U<-1 In e p ffl len Luipnfllcli 1 1 e d (_ h te \.x \ pu 1 L e 

; bat Ha n t le LI h ii„ ^ei Tan-'ent al Fl e e der H 1 e u iig l p P t I 

F „e 1 n le u 1 F n tione '^^ e -tl e ; ü 1 e t i e 1 ü fol„ n Ic 

9 J = 1 

Hif.i.tm= usibt ULh 

wenn x auf den Uti Isiung p n t 1 pyngpu iiiid n 1 ; / j /i Reh i^ i 1 p tin lucnle t "nst nten 
hedenten. Diese Gleich in^ hit die fngliche Foim 

Wu- können hei der geometrischen Dentiing der durch eine solche Glpichimg lusgediufkten 
Ahhlüigigkeit zwischen einer Ehene und einem m ihi b genden Punote z'n ei ^er ide Linien i on i oiae 
herein Ijeliehig annehmen und indem wir die Fhenp nin die eine dieser heiden Lünen nich drehen 
lassen, ihre verBChiedenen Lagen duiek tang gj böstmwiien wahrend auf der zweiten geraden Linie 
die Lage des aut derselben fortrückenden Durehsehmtispunctes mit dei sich diehenden Ehene durch a; 
bestimmt wird. ^^ eim wu z mi Beispiel fu die beiden geladen Linien irgend i-wei zugeordnete 
I oliit n eines linearen Complese'* nehmen so dieht sich wemi emPunct a it emei dei beiden 
Pcl 1 n fortiuckt die diesem Praicte m dem Coni].lexe entspiechende Ebene um die andeie Die 
ol Ige L leichungsform gibt das Dietung&gesetz lei Ebene für ein gegehene*" Foitincken des Pimctes 

Dasselbe Dichungsgesetz gilt füi ene El ene weli'he durch einen Punct geht der auf emer 
tizeugenlen e aei Lmienfliche foitruckt und zugleich um eine zweite Lmie deiaelben Erzeugung 
ich dreht Dissell e Gesetz gilt endhth f ii die Diehung der SIeiidiii ebene um die Doppellmie einei 
Complex Flade nenn die El ene durch emen Pimct gelegt wud ^elchei luf derPolaie dei Coraplex 
Fliiche foriiuckt Die analjti che BestAtigung dieaer letzten geometrLchen Itehition entnehmen wir 
umiittell 1 lei 170 "Nummer nach welchei die (Tleidiung des Texte 
Fv + N 

1 i! 1 e \ 1 1 i 1 1 tei d 1 f Igpu Irn Fou =ch eiTen komien 
__ J tang tp + H 
Q tang cp — P 
fiir einen gegebenen Werth von rp, auf der Polaren der Complex-Flilche, dureli den eiitspt-ethenden 
Werth von a:, den Pol der Doppellinie, in Beziehung auf die Complex-Ciirve m der durch rp be- 
stimmten Meridian - Ebene , gibt. 

24« 
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Nehmen wir die Ebene 1' Z filr diejenige, in welcher die Doppellinie unend- 
lich weit gerückt ist, so haben wir für die fileiehnng der Aequatorialflaehe 
die folgende erhalten: 

Dir-' + 'l{J..x-S)rw + (/'V--- i' /^c + /^ji'^' 
+ '>{Mx-^T)nw + 'X{K.v-'~-Ox-^-C)uv -[- (A'.r^ + 2 T.r + 6') = 0. (;3) 
Wir deirken uns dabei die Fläche durch eine veränderliche Complex-CuiTe 
erzeugt, deren Ebene parallel mit YZ ist und parallel mit dieser Ebene fort- 
i-iickt. Die jedesmalige Ebene dieser Curve ist durch x bestimmt. Li be- 
sonderen Fällen kann, wie bei den Meridianflächen, die Curve in ein System 
zweier Puncte ausarten. Die geraden Linien, welche solche zwei Puuete 
verbinden, sijid singulare Strahlen der ÄeqnatorialMche, die Puncte 
selbst Doppelpnncte deraelben. Die singulären Strahlen der Aequatorial- 
fläche sind der Coordinaten- Ebene YZ parallel, mit anderen Worten, sie 
schneiden die unendlich weit liegende Doppellinie deraelben Flilthe. 
Setzen wir, der Kürze wegen: 

l) >/, 

(Lx^-S) h, 

{Fx'~'-lltx^B) r, 

{Mx-^T) = rl, 

{Kx-' — Ox—i;) - c, 

{Ex'^^2Ux+C] /-, 

so geht die vorstehende Gleichung (3) in die folgende über: 

c/?i>- + 2bviß -\- cv~ -\- Idiiw -f- 2euv -{- fu' = 0, (75) 

und uni auszudrücken, dass diese Gleichung ein System von zwei Pnncten 
(larsteile, gibt die Entwickelung von (41): 

ß [{Kx-^ — Ox — Cy — (Fx-^ — 2 Rx + B) (Ex^- + 2 i'x + €)] 
+ (J/x-l-'jyiFx'^^Mx + B) + (i.r-.V)MÄ'.r-+i'r.i'J-0 

-j-{lx-S){J/x + T)(A-x^~Ox~<^) =0. (TG) 

Da der Grad dieser Gleichung in Beziehung auf x der vierte ist, so hat auch 
eine Aequatorialfläche, wie eine Meridianfläche, im Allgemeinen vier singu- 
lare Strahlen. 

195. Der Mittelpunct der die Fläche erzeugenden Complex- Curve be- 
schreibt bei der Erzeugung einen Durchmesser des Complexes, den wir als 
den Durchmesser der Aequatorialfläche bezeichnet haben (N'r. IGi.). Wenn 
wir diesen Durchmesser für die bisher imbestimmt gebliebene Äxe OX neh- 



(74) 
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men, m vei'sehwmden ans der G-leiclmng (3) diejenigen Oliedei', woldie «■ in 
der ersten Potenz enthalten, und damit dieses für jeden Werth von .r ge- 
schehe, müssen die vier Complex- Constanten /,, M, S und T verschwinden. 
Alsdann redncirt sich die vorstehende Gleichung auf: 

{h'x^ — Ox — Gy' — {Fx'-~^Rx + B)(Ex-^ + ^l'.v+C) = 0. (77) 
Nachdem wir durch diese Gleichung die Ebenen bestimmt haben, welche die 
vier singulären Strahlen enthalten, erhalten wir, indem wir, der Coordinaten- 
Bestimmung gemäss, h und d gleich Null setzen, auf jedem dieser Strahlen 
xur Bestimmung der beiden Doppelpnnete : 

y-±/-|. .--+/-f. (78) 

Jenachdem die Zei'legung (iJ4) oder (36) stattfindet, das heisst, je nachdem 
f und /■ im Zeichen übereinstimmen oder nicht, müssen wir die vorst-ehen- 
den Ausdi-ücke für y imd z für jeden der beiden Puncte mit gleichem oder 
entgegengesetzten Vorzeichen nehmen. Der singulare Strahl wird von dem 
Durchmesser der Fläche geschnitten, und zwar so, dass die beiden Doppel- 
punete auf ihm zu beiden Seiten des Durchmessers in gleichem Abstand von 
demselben liegen. Der Winkel 6, welchen der jedesmalige singniilre Strahl 
mit der Ebene XZ bildet, ist durch die Gleichung bestimmt: 

tang rf = 4-. // ^ = -^- = I , (79) 

w(jb(^i in dem ersten und zweiten der beiden oben unterschiedenen Fälle das 
obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist. 

196. Wenn wir dieselbe Aequatorialfläche, welche wir vorstehend durch 
ihre Breiten -Curven bestimmt haben, dm'ch lunhüllende Cylinder bestimmen, 
deren Axen der Ebene FZ parallel sind, so tritt die Gleichung (28) aaa die 
Stelle der Gleichung (3). Die neue Gleichung stellt für die cliu'ch den Winkel 
y bestimmte Richtung der Cylinder -Axe den Durchschnitt dieses Cylinders 
mit der Ebene XZ dar. Setzen wir, der Kürze halber: 
(/5'tang^;'-~2Ä'tang/ + Ä') — a, 
— iL tang y — M) tang y h , 

D tang^ r -"^r, I (80) 

— (R tang- ;' — tang y—U)^ V, 
{S tang ;' + ?') tang ;■ _- e , 
[B tang- y-\-%G tang ;- + C) -- /', 
so Avird die Gleichung der Durchschnitts -Cm-ve: 
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fix'- + -ZO-vz -^ cz-' ^ 2<(.v -^ 2c; +/■== 0. (81) 

Um ;iusziKlrü(jken, dass diese Gleichung ein System von zwei gei-julen Linien 
ilarsLeÜe nnd also der umliüllende Cylinder in ein System zweier Ebenen 
ansarte, welche die Ebene -V.^ nach diesen lieiden geraden Linien schneiden, 
gibt die Entwicklung der Crleiehnng (3Ü): 

/>[(Ätaug-/ — f>tang;' — T)-— (Aang^;' — 2Ä'tang;'+Ä')(fftang-/+2(i'tang;'+f'J] 
+ {.Vtang^+7')H^tangV~^Ä'tang;'+Ä')-H(Xtang;'— .T/)^(//tang^;'+2 6^tang;' + n 

+ 2 (Z tang y — .¥) (.S' tang y + T) (M tang^ j — tang y^V) = D. (82) 
Es gibt also, den vier "Weithen von tang y, welehe die Auflüf^ung dieser 
Gleiclmng gibt, entsprechend, vier Paare von Doppelebenen der Aeqna- 
torialfl-flehe, in welche sieh vier der umsehriehenen Cylinder anftöseu; die 
])eiden Ebenen jedes Paai'es schneiden sich in einer der vier singulären 
Axen der Fläche. Nach jeder Itielitung, welehe der Ebene FZ parsülel ist, 
wird die Aeqnatorialfläehe nach Cnrven zweiter Ordnung projicirt; nach den 
Eichtungen der vier singnlüren Axen sind die Projectionen Systeme von zwei 
geraden Linien. 

197, Wemi wir den der Ebene FZ zugeordneten Diu'chmesser des Coni- 
plexes als Axe OÄ' nehmen, so reducirt sich die vorstehende Gleichimg auf: 
(Ätang^^—Otang/— f')^—(ii'tangäj'— 27i'tang7+/;')(^tang^^+26' tang ;' + 6') = (1,(83) 
und die Gleichmig der Durchschnitts -C'urve des l)i^züglichen umhüllenden 
Cylinders mit der Ebene Ä'Z auf: 

,,,. + ,.-. + 2.-,-+ /-^O. (S4) 

Diese Gleichung löst sieh, wenn die vorstehende IV'diiigniig (S;>) erfüllt ist, 
in die folgenden beiden auf: 

f>.v 4- ;/- «'■ ■ : ± r- "f = n, (85) 

W'obei wir, je nachdem die Bedingung (^3) oder die Bedmgmig (35) erfüllt ist, 
für jede der beiden geraden Linien, welche die vorstehende Gleichung dar- 
stellt, den "Wurzelausdrücken übereinstimmende oder entgegengesetzte Vor- 
zeichep geben müssen. 

Die durch die Doppelgleichung (85) dai'gesteÜten geraden Linien schnei- 
den <iX in demselben Puncte. Für diesen Scbnittpunet erhalten wir: 

,r _ ^: y- [ . (SG) 

Durch denselben Punct geht also auch die singulare Axe der Aequatorial- 
flache, in welcher zwei Doppelehenen derselben sich sclmeiden. Die vier 
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siiignlären Axen tilrio, wie die vier siuguläi'en Strahlen derFIilche, sclmeicleii 
einerseits, weil sie der Ebene YZ pai'allel sind, die nuendlicli weit liegende 
Doppellinie, andererseits den Diu'chmesser der Fläche, den- wir als die Polare 
derselben l>etrachten können. 

Zur Bestimmung des Winkels, welchen die üurclischnittsUnien der bei- 
den Doppelebenen, welche in einer singnlären Axe sieh schneiden, mit der 
Ebene XZ in dieser Ebene mit OX bilden, erhalten wir aus (85): 



^±f- 



(S7) 



Die beiden Doppelelienen bilden also mit den zwei in derselben singuliiren 
Axe sieh schneidenden Ebenen, von denen die eine durch den Durchmesser 
der Fläche geht und die andere demselben zugeordnet ist, vier harmonische 
Ebenen, und smd somit, wenn der Durchmesser auf seinen zugeordneten 
Ebenen senkrecht steht, gleich gegen denselben geneigt. 

198. Wir begegnen einer besonderen Art von Aeqnatoiialliäehen , wenn 
wir eine unendlich weit liegende Linie, die dem Complexe angehört, 
als Doppellinie der Fläche nelimen. Es kommt das darauf hinaus, dass alle 
Breiten -Curven der Fläche Parabeln wei-den. 

Nehmen wir, wie bisher, die Doppellinie in der Ebene VZ unendlich 
weit, so versehwindet, unter der gemachten Vorai^ssetzung, in der Uleiehung 
des Complexes die Constante f). Alsdann geht die G-lelchnng (76), durch 
welche wii" den Abstand der singidtoen Sti'ahlen, die der Coordinaten-Ebene 
parallel sind, von dieser Ebene bestimmt haben, in die folgende Aber: 
(J/.r +T).' (Ä'.tä — Ox — G) + {Lx — S'f {Ex-- + 2 Ux + C) 

+ {Lx-~S){Mx + T){Fx' — 2Rx-\-B) = 0. (88) 

Die Fläche hat üiren Durchmesser, der unendlich weit geruclit ist, verloren. 
Die (xleiehung (3) geht, wenn wir: 

(A',r^ + 2t>+ €)— u, 

(Ä,,;2__ Ox — G) ... b, 

{Fx'-^'lRx^B) ... c, 

{Mx^T) --./, 

{Lx~S)-^e, 

D - f ^ 

setzen, in die folgende über; 

au^ + '2huv + cv'- + tdiiw + 'Icvio = 0, (OO) 
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und dk^se Gleichung löst rtidi, wenn wir für ,*■ eine der vier Wurzeln der 
tileicliimg (S8) nelimen, in die folgenden beiden ant: 



■ «« + (^ + V b^-ac) v + 2(lw = 0, -1 
a,t + {r^l/b^-ac)v = 0, J 

wo wir, je micbdem die Zerlegung (34) oder die' Zerlegung (jG) stattfindet, 
das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen haben. 

Ein Doppelpunet der Fläche liegt also auf dem singulären Strahl unend- 
lich weit, der aiKÜeve hat zu Coordinaten in seiner Ebene: 

■f -Id' ' 2d ' ' 

Der Winkel. ^1,, welchen die Hiclitung des singulären Strahles mit (>^ bildet, 
ist durch die Gleichimg: 

a b^ j/b'^-'-^'äc d 

ö+ ]/b'-ac c e '■■ ' 

bestimmt. Fahren wir die Constanten des Complexes wieder ein, so kommt: 

j\}x 4- T 

tang;-. = -^^.^^-^, . OM) ■ 

199. Bestimmen wir die Aeqiiaborialfläche durch ihre ^rmhüllenden Cy- 
linder, so müssen wir von der Uleichung (28) ausgehen. Unter der gemach- 
ten Annahme, dass die in ¥ Z unendlieh weit liegende Linie dem Complexe 
angehöre, wird die Bedingui^ (76), durch die ausgedmckt wird^ dass sich 
die durch (28) darg&stellte Curve in ein "Linienpaar auflöst, die folgende: 
(.S'tang;'+7')ä(Ftang^j— 2Ä'tai^;'+i;') + (Ztang;'— J/)^'(/ftangä;'+26'tang;— O 
+ 2 (Z tang y — M) (S lang ;- -|- T) [R tang^ ;- — tang y—V) ^ 0. (95) 
Die Gleichung (28) geht, wenn wir, der Kürze wegen, die Constanten- 
Bestimmmig (80) wieder einführen und c verschwinden lassen, in die fol- 
gende über: 

a.v' + 2^.f2 -f- 2.-;.r + 2tr + /■ == (I, (ilG) 

und diese Crleiehung löst sich, wenn für taug y eine der Wiirzehi der vor- 
stehenden Gleichung genommen wird, in die l>eiden folgenden auf: 

ff,r + (rf + /rfi — ff/) = 0, i 

\\-o %\'ir die oberen, bezüglich die unteren Vorzeichen zu nehmen haben, 
je nachdem die Zerlegung (34) oder die Zerlegung (36) stattfindet. 

Eine der beiden Doiipelebenen, in die sich der die Fläche umhüllende 
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(;omplex-Cylinder auflöst, geht also immer durch die imendheh weit hegende 
Doppelhnie der Fläche. Sie schneidet von OX ein Stück ab: 

,. _ _ ^ V^^^'r _ _ f _ _& (Q^-, 

« il±yir--af h' ^"' 

oder, wenn wir die Constanten des Complexcs wieder einführen: 
_ S tang y -y T 
■^'* ~ Ztaiigy ~ m' (^^) 

200. Indem wir den Weith von tang yr, aus der (rleichiing (94) in die 
Gleichung (88) und den Werth von .ro aus der Gleichung (99) in die Glei- 
chung (95) einführen, gelangen wir, wie wir es in der 193, Nummer für 
Meridianflächen gethan haben, nun für Aquatorialflächen der besonderen Art 
zu dem folgenden Satze: 

Die vier singulären Strahlen und die vier singulären Äxen 
liegen bezüglich in derselben Ebene, welche durch die iinendlieh 
weit entfernte Doppellinie der Fläche geht, und sind, in dieser 
Ebene, bezüglich einander parallel. 



Allgemeine Betrachtungen iiljer Complex- Flächen, ihre Doppellinien, Doppelpuncte 
und Doppeleheneii. 

201. AVenn eine gerade Linie im Räume sich bewegt, so erzeugt sie 
eine Linienfläche. Es ist hierbei gleichgültig, ob wir sie als einen Strahl 
oder als eine Axe betrachten. Wir können die Linienfläehe durch drei 
Gleichungen entweder in Strahlen -Coordinaten oder in Axen-Coordinaten dar- 
stellen, die sich in dem ersten Falle auf eine einzige Gleichung in Punet- 
Coordinaten, in dem zweiten Falle auf eine einzige Gleichung in Plan -Coor- 
dinaten zurückführen lassen. 

202. Wenn insbesondere die gerade Linie im Räume so sieh bewegt, 
dass sie in je zwei auf einander folgenden Lagen in derselben Ebene ent- 
halten ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch denselben Punct geht, 
so beschreibt sie, wenn sie als Strahl betrachtet wird, eine Abwicklungsfläche; 
sie umhüllt, wenn sie als Axe beträchtet wird, eme räumliche Curve. Je 
nach der zwiefachen Auffassung der geraden Linie geht dann die Linienfläche 
in die CuiTe oder in die A.b\vicklungsfläehe über. Die vei'schiedenen Lagen 

riück.r,G.™cl,k. 25 
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der geraden Linie werden dann durch zwei Complex-CTleiehmigen in Strahlen- 
oder Axen-Coordinaten dargestellt. Wenn wir 

y = ÜZ-^ O-, 

.V == rz + (> 
für die Gleielumgcn zweier Projectionen der ab Strahl betrachteten geraden 
Linie nehmen, in Beziehimg auf r, s, q, o differentiiren und nach der 
Differentiation z [elitniniren, erhalten wir, der gemachten Voratissetznng 
entsprechend : 

::-:^ aoo) 

AVenn wir anderei^eits die gerade Linie als Axe betrachten und 

u = ^/V + X, 

( = pv -j- -T 

für die Gleichungen ihrer Üurchschnittspuncte mit zwei der drei ll'oordinaten- 

Ebenen nehmen, so erhalten wir, derselben V(jraussetziing entsprechend, die 

Bedingungs - Gleichung : 

Durch jede Abwic-klungsflache ist gleichzeitig eine riuimhche Ciirvc und 
gegenseitig durch jede rärrmliehe Cnrve eine Abwicklungsfläche bestimmt. 
Die Gleichung (100) ist die Differential-Gleichung der Abwieklungsflächen, die 
Gleichung (101) die Differential-Gleichung der räumlichen Ctirven. 

203. Wir erhalten eine zweite Bestimmung der Ahwicklungsfläche, wenn 
wir uns dieselbe durch eine Ebene, welche durch zwei auf einander fol- 
gende Lagen des erzeugenden Strahles geht, umhüEt deiiken und demnach 
durch zwei Gleichungen in Plan-Coordinaten dai-stellen. Die die Ahwick- 
lungsfläche umhüllenden Ebenen gehören' als Umhüllungsebenen zweien 
Flachen an. 

Wir erhalten eine zweite Bestimmung der räumlichen Curve, wenn wir 
uns dieselbe durch einen Punct, welcher der umhiillenden Axe in zwei auf 
einander folgenden Lagen gemein ist, beschrieben denken mid, dem ent- 
sprechend, durch zwei Gleichungen in Punct- Cooi'dinaten darstellen. Eine 
räumliche Curve ist der Durchschnitt zweier durch Punete bestimmter Flächen. 

Die Abwicklungsflächen werden durch eine einzige Gleichtmg in Rinet- 
Coordinaten dargestellt. Sie sind als Linienflächen zu betrachten, insofern 
wir uns diese durch einen Strahl erzeugt denken. Die räumlichen Curven 
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werden durch eine einzige G-leichung in Plan-Coordinaten dargestellt. Sie 
sind als Linienttäehen zu betrachtei] , insofern wir mi.s diese diireh eine Axe 
erzengt denken. 

204. Die Äbwicklungsfläehe kann dm'ch eine weitere Beschränkiing in 
eine Kegelfläche ausarten. Dann gehen alle Strahlen durch einen festen 
Punct, den Mittelpunct der Kegeliiache. Um dieses auszudi-üeken, erlialten 
wir, wenn (.f", //", s") der Mittelpunct der Kegelflilclie ist, die drei linearen 
Bedingungs - GHeichungen : 

,r" = r,-« + Q, (102) 

r,j*> ^ s.i:^ = j/. J 

Von diesen Gleichungen bedingen zwei, vorausgesetzt dass r rmd s endliche 
Werthe behalten, die dritte. Nachdem der feste Punct bestimmt worden ist, 
wird die Kegelfläehe durch eine einzige Complex-Gleichung in Strahlen-Coor- 
dinaten dargestellt. Nehmen wir fiir den festen Punct insbesondere den 
Anfangspunet der Coordinaten , so versehwinden für alle Strahlen gleichzeitig 
die drei Coordinaten q, ö und vj, imd zur Bestimmung der Kegelfläche erhalten 
wir dann eine Gleichung zwischen den beiden übrigbleibenden Coordinaten 
r und s. 

Die rJlumliche Curve kann durch eine weitere Beschränkung in eine 
ebene Curve ausarten. Dann liegen alle die CuiTe umhüllenden Axen in 
einer festen Ebene , was , wenn wir für diese Ebene ( —.: i — v, > — -^ ) nehmen, 
durch die drei linearen Bedingui^s- Gleichungen: 

/" ^ pvo + .Tw% > (103) 

pu*' — r/^" = oiW" J 

ausgedrückt wird. Von diesen Gleichungen bedingen zwei, vorausgesetzt, 
dass ^ und p endlich bleiben, die dritte. Wenn die Ebene bestimmt ist, 
wird die Curve in ihr durch eine einzige Complex-Gleichung in Axen-Coor- 
dinaten dargestellt. Diese Gleichung reducirt sich auf eine Gleichung zwi- 
schen zwei der fünf Axen -Coordinaten, wenn wir für die Ebene der CuiTe 
insbesondere eine der drei Coordinaten -Ebenen nehmen. Ist diese Ebene FZ, 
so verschwinden für alle die Curve umhüllenden Axen die drei Coordinaten 
p, jr, a, und wir erhalten für die umhüllte Curve eine Gleichung zwischen 
den beiden übrigbleibenden Axen-Coordinaten r/ \m<L x, und diese lieiden 
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Coordinatcn können wir aueli als Linien-Coordinaten in der Ebene Y Z con- 
stniiren. 

205. Wir können aber anch eine Kegeltlache als von einer Ebene nm- 
hilUt betrachten und, dem entsprechend, den Mttelpunet derselben durch 
die Grleichung 

,r'V + Jßu -\- z^v -\- w ^^ ^ 
dai^tellen. Dann bestimmt in Verbindung mit dieser (lleiehnng Liinc zweite 
Gleichung in Plan-Coordinaten die Kegelfläche. Wenn wir den Mittelpnnet 
derselben zum Anfangspuncte nehmen, wonach die vorstehende Gleiclumg 
sieh auf 

w = 
rediicirt, reicht die zweite Gleichung allein zur Darstellung der Kegeltliiche 
hin. In analoger Weise können wir mis eine ebene CiuTe durch einen Punct 
beschrieben denken und ihre Ebene durch die Gleichung 

/o.r -f u^ij + i)"z + ?i>o = 
dai'steUeu. Dann bestimmt, in Verbindung mit dieser Gleichmig, eine zweite 
Gleichung in Punct-Coordinaten die ebene Curve. Wenn die Curve in einer 
der drei Coordinaten- Ebenen liegt, ffir welche wir wiedemm YZ nehmen 
wollen, so erhalten wir statt der vorstehenden Gleichung 

X = 0, 
und eine einzige Gleichung zwischen den beiden übrigbleibenden Punct-Coor- 
dinaten, die wir in der Eliene YZ constiiiiren können, ist zur Darstellung 
der CuiTe hinreichend. 

206. Es kann nur von der Ordimng einer Kegelfläthe die Rede sein, 
wenn wir uns dieselbe als von einer geraden Linie, einem Strahle, beschrie- 
ben denken. Diese Oi-dnung ist gleich dem Grade der Gleichung, durch 
welche die Kegelfläche in Punct-Coordinaten dargestellt wird. Es kann nur 
von der Classe einer ebenen Curve die ßede sein, wenn wir uns dieselbe 
von einer geraden Linie, einer Axe, umhtült denken. Diese Classe ist gleich 
dem Grade der Gleichung, dm-ch welche die Cui-ve in Plan-Coordinaten dar- 
gesteUt wird. 

Indem wir in die Geometrie die gerade Linie als Raumelement ein- 
fahren, und die gerade Linie einmal als Strahl, das andere Mal als Äxe be- 
trachten, müssen wir der gewöhnlichen Plan-Geometrie, als vollständig 
coordinirt, eine Punct-Geometrie zur Seite stellen, neben Curven, welche 
in der Ebene von Axen umhüllt werden, Kegelflächen, welche durch Strahlen 
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gebildet werden, die durch den Punct gehen. Die Kegelflikhen sind von 
gegebener Ordnung, die Curven von gegebener Classe. Die Glasse einer Kegel- 
flache und die Ordnung einer Curve treten als seciindäre Begriffe auf. Erst 
wenn wir uns die Kegelflächen als durch Ebenen umhüllt denken, welche 
durch zwei auf einander folgende erzeugende Strahlen gehen, kommt die 
Classe derselben zur Sprache; sie ist zvigleich die Classe ihrer Durchschnitts- 
cnn^en und ist gleich der Änzfilil der Taugential-Ebenen, welche durch eine, 
durch den Mittelpunet der Kegelfläche gehende, gerade Linie an diese sich 
legen lassen. Erst wenn vm mis die ebene Curve durch den Durchschnitt 
zweier auf einander folgenden umhüllenden Axen beschrieben denken, kön- 
nen wir von ihrer Ordnung sprechen. Diese ist dann zugleich die Ordnung 
der Kegelflälchen, welche diu-ch dieselbe sich legen lassen und gleich der 
Anzahl der Puncte, in welchen die Curve von einer in ihrer Ebene liegenden 
geraden Linie geschnitten wird. 

207. Die folgenden Bemerkungen, welche sieh an das Vorstehende an- 
knüpfen, benihi'en wesentlich die Theorie der Darstellung räumlicher Gebilde 
vennittelst Linien -Coordinaten. 

Wir müssen, xmi eine K^elfläche in Strahlen -Coordinaten darzustellen, 
ansdiTlckeu, dass die Strahlen, welche dieselbe bilden, durch einen festen 
Punct (.t", '/'>, z"), ihren Mittelpunet, gehen. Um dieses vollständig zu 
erreichen, shid die Gleichungen (102) alle drei nothwendig. Wenn wir })loss 
zwei dieser di-ei Gleichungen, etwa die beiden ersten, 

nehmen, so drücken dieselben aus, dass der bezügliche Strald(?-, .v, 3, «) die- 
jenigen beiden Linien schneidet , welche den Punet {.v% y", z") auf die beiden 
Coordinaten-Eben rZ und X2 projiciren. Es sehliesst dieses die doppelte 
geometrische Bedingung ein, dass der Strahl (/■, s, q, 0) entweder durch 
den gegebenen Punct (.r", y**, z'*) geht, oder in derjenigen Ebene liegt, welche 
die beiden px-ojicirenden Linien enthält und also durch den Punct (.v", if, 2") 
geht und der Ebene XY parallel ist. Erst dadm-ch, dass die dritte Gleichung 

hinzutritt, filUt die zweite geometrische Deutung der Gleichungen (104) hin- 
weg und dann wird ausscliliesslich ausgedrückt, dass der Strahl durch den 
gegebenen Punct geht. 

Wir müssen, um eine ebene Curve in Axen-Coordinatijn darzustellen. 
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iiiisdrüc-keii , dass die Axen, welche diesellseu iimhüUen, in einer festen Ebene 

{~~a ' — ä ' ' t) biegen. Dazu sind die Gleichungpu (103) alle drei noth- 

wendig. Wenn wir lüoss zwei dieser di;ei Oleichungen, etwa die lieiden 
ersten 

ndimen, so wird durch dieselbcu ausgedruckt, dass die bezügliche Axe 
(/'• 1' "■? ''^) durch die Durehschnittsliuien der gegebenen Ebene ( „-. ",1-) \) 
mit den beiden Coordinaten - Ebenen F^ und X^ geht. Diesem wird geome- 
trisch iu zwiefacher Weise entsprochen, entweder wenn die Axe (/;, q, x, z) 
in der gegebenen Ebene liegt, oder wenn sie durch denjenigen Pimet hin- 
durchgeht, in welcher die Coordinaten-Axe OZ von dieser Ebene geschnitten 
wird. Die dritte Gleichuug 

pu'^ — ■ ^Z" = »■■' 
muss hinzukommen, um die zweite geometrische Beziehung auszuschliessen. 

Wemi wir nns nach dem analytischem Giimde der vorstehenden, auf 
den ersten Blick paradoxen Relationen fragen, so liegt derselbe darin, dass 
die dritte der Gleichungen (102) und (103) dann nicht mehi' eine algebraische 
Folge aus den beiden ersten ist, wenn rund.?, bezüglich p und j- unendlich 
gross werden.*) 

208. Wenn mit der Gleichung 

iß, = 0, 
welche einen Linien -Complex 'eines beliebigen «'.Grades in Strahlen - Coordi- 
naten darstelle, die beiden Gleichungen 

r = *'^'' + <^> 
:vO = rz'>-\- Q, 

*) Durch dio Aiiweiidniig homogeuev Linien - CoorJinLiten wird dits Uii find liebe vcniiieileu, Et- 
eetzen ivir znni Beispiel die beiden ersten der Gleichungen (102) durch die folgenden: 
/(i— :') = z'>(s — y) + (yz — j/'s), 

so werden beide Gleichungen gleichzeitig befriedigt, wena 

das heisst, wenn der bezügliche Strail durch den gegebenen Punct geht. 
Dieselben beiden Gleichungen werden auch dann Ijefriedigt, wenn 

das heissi, wenn aUe Strahlen innerhalb einer mit Xi' iiiir;üIolcii llljone liegen, deren Abitand von 
dieser Ebene gleich ;" ist. 
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die wir als zwei lineare Complex- Gleichungen ansehen können, gleichzeitig 
bestehen, so befriedi'igen die Cooi-dinaten aller Strahlen, welche einerseits 
den Complex-Kegel der «.Ordnung bilden, dessen Mittelpunct (.1% ^"s 2°) ist, 
und andererseits die Complex-Curve der w.Classe umhilllen, deren Ebene, 
j)arallel mit XY, durch den Mittelpunct des Kegels geht, die vorstehenden 
drei Gleichungen. Diese drei Gleichungen stellen also, neben dem Com- 
plex-Kegel, gleichzeitig auch noch eine Complex-Curve dar. 

Ebenso stellt das System der Gleichung eines Complexes des ?i. Grades 
m Äxen - Coordinaten 

'i'„ = 
und der beiden linearen Gleichungen 

«" = qv'-^ -\- nW, 
(O ^ pi,o -^ KW", 

die wir als Gleichungen zweier Complexe des ersten Grades ansehen können, 
gleichzeitig eine Complex-Curve, deren Ebene (—„- j -^> -^ j ist^ und 

eine Complex-Kegelfläche dar, deren Mittelpunct in dieser Ebene liegt. 

Zwischen der Segelfläche der ».Ordnung und der Curve der «.Classe, 
welche in dem Vorstehenden durch die drei Complex-Gleichungen dargestellt 
werden, besteht die geometrische Beziehung, dass die «Seiten, nach welchen 
die Kegelfläche von der Ebene der CuiTe geschnitten wird, zugleich die- 
jenigen .« Tangenten der Curve sind, welche durch den Mittelpunct der Kegel- 
fläche gehen. 

Durch eine oder mehrere Gleichungen zwischen Linien-Coor- 
dinaten werden immer nur solche ge-ometrische Gebilde dar- 
gestellt, die in sich selbst reeiproke sind. 

Wenn wir, in dem Falle der Strahlen-Coordinaten, von diesen zu 
Punet -Coordinaten übergehen, so führen wir in die vorstehenden Ent- 
wicklungen stillschweigend die dritte der drei linearen Gleichungen (102) ein, 
und in der analytischen Darstellung verschwindet jede Spm- der von Strahlen 
umhüllten Curve. 

Gehen wir in dem Falle der Axen-Coordinaten von diesen zuPian- 
Coordinaten über, so führen wir stillschweigend die dritte der drei linearen 
Gleichungen (103) ein, imd in der analytischen Darstellung verschwindet jede 
Spm- der von Äxen gebildeten Kegelflache. 

209. Wir haben bereits als charaeteristische Eigenschaften eines Com- 
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plexes des /(.Cirades die iblgetiden lieiden, in Beziehung auf einander reci- 
proken, aufgestellt (Nr. 19): 

In einem Complexe des «.Grrades liegen in jeder den ßamn durchziehen- 
den Ebene unendlich viele Linien desselben, welche eine Curve der «.Classe 
umhüllen. Duröh jeden Punct des Raumes gehen imendlich viele Linien des- 
selben, welche eine Kegelfläche der «.Ordnung bilden. 

Hieran knüpft sich mimittelbar die doppelte Construction der Flächen 
eines Complexe der «.Ordnung. Wir können dieselben, nachdem wir ii-gend 
eine feste gerade Linie ai^^enommen haben, einmal als durch diejenigen 
Complex-CmTen «.Classe, deren Ebenen durch die feste Linie gehen, ge- 
Ijüdet, das andere Mal als dm'ch diejenigen Complex- Kegel,' deren !Jlittel- 
]5uncte auf der festen Linie liegen, umliüUt betrachten. 

Nachdem überhaupt die Existenz der Complexe des /(.Grades festgestellt 
ist, können wir an jede der beiden obigen characteristischen Eigenschaften, 
die im Grande nur eine einzige sind, die Definition solcher Complexe an- 
knüpfen, imd diese Definition, wenn es überhaupt gestattet ist, das Imagi- 
näre in den Bereich der Geometrie hineinzuziehen, in gewöhnlicher AVeise 
^Is eine geometrische bezeichnen. 

Die doppelte Bestimmung eines Complexes des «.Grades würde ihre 
'Bedeutmig verlieren und wir würden vergeljüch nach einem analytischen 
Ausdruck für den Complex suchen, wenn wir in der Definition die "Woi-te 
Ordnung und Classe vertauschen wollten. 

Indem wir Complex -Flächen vermittelst des Complexes, dem sie an- 
gehören, bestimmen, knüpft sich diese Bestimmung an die Betrachtung von 
geraden Linien und ihren Coordinaten. Die Flächen eines Complexes des 
?^. Grades sind von gleicher Ordnung und Classe, die wir durch p bezeichnen 
wollen. Als Flachen der /). Ordnung betrachten wir sie als aus Puncten be- 
stehend, als von einer geraden Linie in/?Pmicten, von einer Ebene in euier 
Curve ;>. Ordnung geschnitten. Als Flächen der /'.Classe betrachten wir sie als 
von Ebenen umhüllt; durch eine gerade Linie gehen //Ebenen der Fläche mid 
die UmhöUungskegel smd von der jo. Classe. Die Complex-Flächen haben eine 
vielfache Linie, in der ein vielfacher Strahl und eine vielfache Äxe zusammen- 
fallen. Die Linie sei eine m fache. Dann schneiden sich nach ihr, wenn wir 
sie als. Strahl betrachten, ^ Schalen der Fläche: die Fläche hat in jedem 
Puncte der ?«faclien Linie »i Tangential-Ebenen. Die w; fache Lmie ist der 
geometrische Ort von ^fachen Puncten der Flache und alle CuiTcn, nach 
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welchen die Fläche von Ebenen geschnitten wird, haben auf dieser Linie 
einen iwfachen Punct. Die mfache Linie, als Axe betrachtet, ist ein von 
j?(fachen Ebenen der Fläche umhallter Ort. Jede durch die Mfache Linie 
gehende Ebene wird von der Fläche in m auf dieser Linie liegenden Puncten 
"berührt. Jeder Punct einer solchen Ebene ist der Mittelpunct eines Um- 
hüllungskegels, der m Schalen hat, welche von der Ebene, die auch eine 
Äifache Ebene des Kegels ist, nach m durch die w^Berührungspuncte auf der 
Flache gehenden Kegelseiten berührt vperden.- 

210. Die Flächen eüies Complexes des zweiten Grades haben eiiae Dop- 
pellinie. Sie werden von Ebenen in Curven der vierten Ordnung geschnit- 
ten und von Kegeln der vierten Classe umhüllt. Wenn die sehneidende 
Ebene insbesondere eine Meridiauebene ist und demnach durch die Doppel- 
linie geht, so zerfällt die Durchschnitts -Curve der vierten Ordnung in eine 
Curve der zweiten Ordnung und zwei Strahlen, welche in die Doppellinie 
zusammenfallen. Betrachten wir die Curve als 'von Axen umhüllt und be- 
dienen wir uns zu ihrer analytischen Darstellung der Linien -Coordinaten in 
ihrer Ebene, so reducirt sich die Classe derselben, indem jede Spur der bei- 
den zusammenfallenden Strahlen, die dem Complexe fremd sind, fortfällt, 
auf die zweite: die Cui-ve in der Meridianebene wird eine Curve des Com- 
plexes. Wenn wir andererseits die Mttelpuncte der Urahüllungskegel im- 

■ besondere auf der Doppellinie des Complexes zweiten Grades annehmen, so 
.artet ein solcher Kegel, welcher im Allgemeinen von der vierten Classe ist, 
in einen Kegel der zweiten Classe und zwei umhüllte Axen aus, die in der 
Doppellinie zusammenfallen. Von diesen beiden Axen verschwindet jede 
Spur, wenn wir uns den Kegel diu-ch einen Strahl beschrieben denken. Daun 
tritt also der Umhüllungskegel als ein Kegel zweiter Ordnung, als ein Kegel 
des Complexes, auf. 

211. In dem allgemeinen Falle der Flächen eines Complexes desw.Gra- 
■des lösen sieh von ihren Durchschnitts -Curven, wenn die sehneidende Ebene 
insbesondere durch die m fache Linie der Flächen geht, m Strahlen ab, welche 
in di^er Linie zusammenfallen. Wenn wir von diesen m Strahlen absehen, 
reducirt sich die Ordnung der Curve auf {p — ?n). Von der andern Seite er- 
halten wir, da die Durchschnitts -Curven, deren Ebenen durch die ?ä fache 
Linie gehen, Complex- Curven und als solche die allgemeinen der «.Classe 
sind, für die Ordnung dieser Curven >i{n — 1). Wir finden auf diese Weise: 

p = n{,i-i)^m. (106) 
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Wenn wir den Mittelpunct des Umhalliingskegels insbesondere auf der wfaclien 
Linie der Complex- Fläche annehmen, so sondern sich von diesem Kegel 
m Äxen ab, die in der /ä fachen Linie zusammenfallen, und wenn wir von 
diesen m Axen absehen, sinkt die Classe des UmhiiUimgskegels von // auf 
(// — m). Dann wird er ein Kegel des Complexes und ist als solcher der 
allgemeine der ».Ordnung und also vonderK(« — 1). Classe. Wir gelangen 
auch auf diesem Wege zu der vorstehenden Gleichung, welche eine Relation 
enthält zwischen », dem Grade des Complexes, dem die Fläche angehört., 
p, der Ordnung und Classe dieser Fläche, und m, der Zahl, welche angibt, 
wie viele Strahlen einerseits und wie viele Axen andererseits in der vielfachen 
Linie der Fläche zusammenfallen. 

212. Damit eine Complex- Fläche vollständig' durch eine Coinplex - Curve 
beschiieben wei'de, muss sich die Meridianebene, welche diese veränderliche 
Cm've enthalt, um die beliebig angenommene vielfache Linie durch 180 Grad 
drehen. Bei dieser Umdrehmig geht die Complex -Cnrve in einer bestimmten 
Anzalil von Lagen der Meridianebene dm-ch irgend einen gegebenen Punct 
der vielfachen Linie der Complex-Fläche. Diese Anzahl ist zugleich die An- 
zahl der Schalen der Fläche, welche auf der vielfaclieu Linie sich sclineidcn, 
also gleich m. 

Jeder Pnnct der vielfachen Linie der Complex-Mäehe ist der Mittelpunct 
eines Complex-Kegels der «. Ordnung, an welchen sich, weil er der allgemeine 
dieser Ordnung ist, durch die vielfache Linie n(n — 1) Meridianebenen lege]i 
lassen , welche die Kegelfläehe berühren. Die n (u — 1) Kegelseiten , nach 
welchen diese Bemhnmg stattfindet, berühren zugleich, weil sie Linien des 
Complexes sind, die in derselben Meridianebene liegenden Meridiancurven 
im Mittelpimete des Umhüllungskegels auf der vielfachen Linie. Die Zahl 
h()(~1) bestimmt sonach die Anzahl der Meridiancni-ven, welche durch den 
auf der vielfachen Linie beliebig angenommenen Mittelpunct des Umliüllungs- 
kegels gehen, also die Anzahl der Schalen der Complex-Fläche, welche nach 
der vielfachen Linie sich schneiden. 

Die vielfache Linie ist eine n{/i — l)faelie. 

Jeder Punct der «{«— ,l)fachen Linie der Flächen eines Com- 
plexes des «.Grades ist der Mittelpunct eines Complex-Kegels 
der ?(. Ordnung, an den sich durch die »('* — l)fache Linie der 
Fläche ii{ii — l)Ebenen legen lassen. Die h(« — l)Seiten, nach 
welchen der Kegel durch diese Ebenen berührt wird, berühren 
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ilu'erseits die /iiji — l)Complüx-Cuvven, welche im Mittelpuntito 
des Kegels sich schneiden in diesem Puncte. 

Neben den vorstehenden Satz stellt sieh sogleich der folgende,: 

Jede Meridianebene der Fläche eines Complexes des «.Ura- 
des enthalt eine Complex-Cnrve, welche die «(«— l)fache Linie 
der Flüche in dieser Ebene in n{/t — l)Puncten schneidet. Die 
Tangenten der Curve in diesen ii{n — l)PLincten sind Seiten von 
«(«— l)Complex-Kegeln, die diese Puncte zu Mittelpuneten haben 
lind die Meridianebene nach diesen Seiten berühren. 

Wir können die beiden vorstehenden Sätze, die als die Aussage correla- 
tiver Eigenschaften eines Complexes gegenseitig aus einander folgen, auch 
unmittelbar an die obige Definition der Complexe des /(.Grades anscliliessen 
und erhalten dann den folgenden Satz: 

Die Anzahl der geraden Linien (Strahlen uhd Axen), welche 
die vielfache Linie einer Complex-Fläche bilden, ist gleich der 
Ordnung der die Fläche erzeugenden Complex-Curven und der 
Classe der dieselben umhüllonden Coinplex-Kegel. 

Wir haben 

m = n(ß~\), (107) 

mitbin 

/- = 2 «(« — !) = 2w. (108) 

Die Flüchen eines Complexes der «.Ordnung sind von der 2«(«— 1). 
Ordnung und Classe und haben eine «(k — l)fache Linie. 

213. An die Stehe der vorstehenden geometrischen Betrachtungen kön- 
nen wir eben so einfache analytische setzen. Wir wollen hierbei von den 
Flächen der Complexe des zweiten Grades ausgehen. Die Projectionen der 
einzelnen Meridian-CuiTen solcher Complex-Flächen auf .YZ haben wir durch 
die folgende Gleichung dargestellt (Nr. 1G9.); 

(/^tang-'9J^2 A^tangg[) + ^)'^" 
-\- 2{R taug' tp^O tang 9 — U) tw 
+ iß tang-' 9 + 2 (^ tang <f-^C)t'- 
— •l{(ji-im^<f — P)vio — -l{Jiia\^<p\H)tv-\-Av^ = 0, (14) 

lind dabei die Voraussetzmig gemacht, dass alle Meridianebenen durch die 
Coordioaten-Axe-öX gehen, und dass OZ auf OX senkrecht steht. Irgend 
ein beliebiger Punct dieser Axe ist zum Anfangspnnct der Coordinaten ge- 
nommen worden. Die Eliene der jedesmaligen Meridian -Curve wü'd durch 

2G* 
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den Winkel tp bestimmt, den dieselbe mit einer festen Meridianebene bildet. 
Wenn wir unter diesen Voraussetzungen in der voi-stehenden Gleichung iv 
gleich Null setzen imd durch t dividiren, erhalten wir zur Bestimmimg der 
Richtung der Projeetionen der beiden durch den Änfangspunct an die jedes- 
malige durch (p bestimmte Meridian -Curve gelegten Tangenten die folgende 
Gleichung: 

A (--)' — 2 (/ tang ^: + H) (^' ) + (/? tang^ tf, ~ 2 G tang ^- + C) ^ 0. (109> 

Wenn die Meridiaia-CiuTe durch den Änfangspunct der Coordinaten geht, so 
fallen die beiden durch diesen Punct gehenden Tangenten zusammen, was 
analytisch dadurch ausgedrückt wii-d, dass die vorstehende in Beziehung auf 

(--■) quadi-atische Gleichung gleiche Wurzeln hat. Dieses fordei't 

-i(;fftang> + 2Gtang9) + C) ^{,/tang9; + //)^ = 0. (110) 

Diese Bedingungs- Gleichung ist, in Beziehung auf tang <p, vom zweiten 
Grade : es gehen also zwei der unendlich vielen Meridian-Curven der Complex- 
Fläche durch jeden willkürlich auf der Cooi-dinaten-Axe OX angenommenen 
Punct: es ist diese Axe eine Doppellinie der Complex- Flache. 
Die letzte Gleichung wird, wenn wir in derselben 
- = - — tang (A 
setzen : 

Jtang-'^-|-fi tang-9; + 6'-[-2t tang9 + 2//tangV' + -/tang7-.tangV> = 0, (111) 
Diese Gleichung ist als die Gleichung einer Kegelflache anzusehen. ij> bedeutet 
denjenigen Winkel, den eine Seite desselben mit der Ebene YZ, i-^ — ^-j 

denWmkel, den sie mit OX bildet. Sie gibt, nachdem durch eine beliebige 
Annahme von 9 die Ebene bestimmt ist, in welcher zwei Seiten des Kegels 
liegen, zwei Werthe von ^, durch welche, in dieser Ebene, die Richtung der 
beiden Seiten gegeben ist. Zugleich aber ist g; der Winkel, den die Pi"o- 
jeetion dieser Kegelseite auf i'Z, und V der Winkel, den die Projection der- 
selben auf XZ mit der Coordinaten- Axe OZ bildet; demnach kommt: 

tang ij) = r, tang 9 = 5, 

und die Gleichung der Kegelfläche geht in die folgende über: 

Ar^-^ Bs'- + C-\-2Gs + 2ffr-{- 2Jrs = 0. (112) 

Dieselbe Gleichung erhalten wir, wenn wir in der allgemeinen Complex- 
Gleichung (.1) die Linien -Coordinaten q, 6 und, in Folge davon, fj gleich Null 
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isetzen. Sie stellt denjenigen Compk'x-Kegel dar, <ler den Anfangspnnct zu 
seinem Mittelpuncte hat. 

214. Durch die Verallgemeinerung dieser Betrachtungen erhalten wir 
für Coinplexe eines beliebigen ?;. Grades die Bestimmung der Ebenen der 
ii{n- — l)Meridian-Curveu «.Qasse, welche im Anfangspuncte, einem beliebi- 
gen Punete ihrer n{>i — 1) fachen Linie, sich sehneiden, und der Tangenten 
dieser Cui-ven in diesem Punete. Die Gleichung des Complex-Kegels, dessen 
Mittelpunct in den Anfangspunct fällt, ergibt sich unmittelbar, wenn wir in 
der allgemeinen Gleichung des Complexes w. Grades, wie oben, q, a und ij 
gleich Null setzen. Die resultirende Gleichung des ?i. Grades in ;■ und s sei 

*(;-,.9) = S,, = 0; 
sie gibt', wenn wir diffcrentiiren : 

'f - 0- 

dr 
Dm'ch Elimination von ?■ aus den beiden vorstehenden Gleichungen erhalten 
wir zur Bestimmung der Ebenen der n{n — 1) im Anfangspuncte sich schnei- 
denden Meridian-CuiTen der Complex- Flache n{?i — 1) Werthe von -v und 
demnach durch die entsprechenden » (« — 1) gleichen Wurzelwerthe r der vor- 
letzten Gleichung die liichtnng der Tangenten der Meridian -Ciirven im 
Anfangspuncte. 

215. Wir haben im ß. Paragi-aphen dieses Abschnittes auf analytischem 
"W^e nachgewiesen, dass die Flächen eines Complexes des zweiten Grades 
acht Doppelpuncte haben, welche paarweise auf den vier singulären 
Strahlen liegen, und acht Doppelebenen, welche paarweise nach den 
vier singulären Axen sich schneiden. Wie die vier singulären Strahlen 
die Doppellinie schneiden, liegen die vier singulären Axen mit der Doppel- 
linie in derselben Ebene und schneiden sie also ebenfalls. Wir wollen 
die Ebenen, welche durch die Doppellinie und die vier singulären Strah- 
len sich legen lassen, die vier singulären Ebenen der Complex- 
Fläche nennen, jene durch Si, S^, S^, S^, diese durch A\, E^, E-^, E^ be- 
zeichnen. Wir wollen in entsprechender Weise die Durchschnittspuncte der 
vier singulären Axen mit der Doppellinie die vier singulären Punete 
der Complex-Fläche nennen, und jene durch /i,, A^, A^, A^, diese durch 
Pi, I\, /*3, Pi bezeichnen. 

Jeder Strahl, welcher der Doppellinie als einem Doppelstrahle der Com- 
plex-Fläche begegnet, schneidet die Fläche, weil diese von der vierten Ord- 
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nung ist, ausserdem nur noch in zwei Pmicten. Jetler der vier singxTlären 
Strahlen enthält, ausser dem Punete, in welchem er die Doppellinie schnei- 
det, auch noch ein Paar von Doppelpuncten, also seclis paarweise zusam- 
menfallende Punete der Complex - Fläche : er liegt seiner ganzen Er- 
streckung nach auf dieser Fläche. 

Wenn wir durch die Doppellinie, als Doppelstrahl der Complex -Fläche, 
eine Ebene legen, die wir als Meridian-Ebene bezeichnet haben, so wird die 
Fläche, weil sie von der vierten Ordnung ist, von dieser Ebene, ausser in 
den beiden iu der Doppellinie zusammenfallenden Strahlen, noch in einer 
CmTe der zweiten Ordnung geschnitten. Die dm'ch einen singulären Strahl 
gehende Meridianebene ist eine Tangential -Ebene der Fläche, weil die Curve 
zweiter Ordnung in ihr in zwei Strahlen ausartet, welche in dem singulären 
Strahle zusammenfallen. Die durch die vier singulären Strahlen 
gehenden Meridianebenen werden von der Fläche nach diesen 
Strahlen berührt. Die vollständige Durchschnitts -Cm've vierter Ordnung 
artet in diesem Falle in vier Strahlen aus, welche, paarweise, in dem Doppel- 
strahle und dem singulären Strahle zusammenfallen, Betiuchten wir dagegen 
die Meridian -Cun-e der vierten Ordnung als eine von Axen umhüllte Com- 
plex -Curve zweiter Classe, wobei die beiden in der Doppellinie zusammen- 
fallenden Strahlen ganz ausser Acht bleiben, so artet diese in dem vorliegen- 
den Falle in das System der beiden Punete aus, mit welchen die auf 
dem jedesmaligen Strahle liegenden Doppelpmicte zusammenfallen. Tangential- 
Ebene der Fläche in jedem Pimcte eines singulären Strahle ist die singulare 
Ebene, welche dm-ch diesen Strahl und die Doppellinie geht. 

21G. Durch jede Ase, welche mit der Doppellinie (Doppelaxe) der Com- 
plex -Fläche in einer Ebene liegt, lassen sieh, da die Fläche von der vierten 
Classe ist, ausser der durch die Doppellinie gehenden Doppelebene nur noch 
zwei Ebenen an die Fläche legen. Jede der vier singulären Axen ent- 
hält, ausser der Ebene, welche durch die Doppellinie geht, auch noch 
ein Paar von Doppelebenen: also sechs paarweise zusammenfallende Ebenen 
der Complex-Fläche. In Folge davon ist jede durch dieselbe gelegte 
Ebene eine Ebene der Complex-Fläche. 

Der Urahüllimgskegel einer Complex-Fläche der vieiten Classe, welcher 
einen Punct der Doppellinie zum Mittelpmicte hat, löst sich in zwei in die 
Doppellinie zusammenfallende Axen und einen K^el der zweiten Classe auf. 
Die singulären Punete, /*, in welchen die singulären Axen, A, die Doppel- 
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linie schneiden, sind die Mittel puncto von Kegeln zweiter L'lasse, welche in 
zwei Axen ausarten, die in den smgulären Axeu zusammenfallen und die 
Fläche in den singuläven Puncten berühren. Der vollständige Umhülluugs- 
kegel artet in diesem Falle in vier Axen ans, welche paarweise in der 
Doppellinie und der bezüglichen singnlären Axe zusammenfallen. Betrachten 
wir hingegen den Umhüllungskegel als einen von Strahlen beschriebenen 
Kegel zweiter Ordnung, so artet derselbe in das System der beiden Ebenen 
aus, welche mit den beiden dm-ch die jedesmalige singulare Ase gehenden 
Doppelebenen zusammenfallen. Berühningspunet auf allen Ebenen der Flache, 
welche durch eine singulare Axe gehen, ist der singulare Punct, iu welchem 
diese Axe die Doppellinie schneidet. 

217. Eine beliebige Ebene schneidet die Complex-Fläelie in einer Curve 
vierter Ordmmg, die in ihrem Durchschnitte mit der Doppellinie eiuen Doppel- 
puuct hat. Iu diesem Doppelpmicte schneiden sich entweder zwei reelle 
oder zwei imaginäre Zweige der Curve; in diesem letzteren Falle ist der 
Doppelpunct eni isolii'ter Punct der Cm-ve. Beim Uebergange zwischen die- 
sen beiden Fällen wii"d er ein Cuspidalpunet. Diesem Uebergange entspricht, 
dass die Ebene der Curve durch einen der vier singulären Puncte I\, P., P^, i\ 
geht, in welchen die Doppellinie der Complex- Fläche von den vier singu- 
lären Axen Ai, Ä^, Ä.^> A^ geschnitten wird. Durch diese vier Puncte wird 
die Doppellinie in vier Segmente 7',A. ^2^^, i\i\, i\Pi getheUt, wobei wn 
die beiden äusseren, im Unendlichen zusammenstossenden Segmente als ein 
einziges rechnen. Es liegt die Doppellinie ganz in der Complex-FIäche, aber 
in der Weise, dass in zwei nicht an einander stossenden Segmenten zwei 
reelle Schalen der Fläche sich schneiden, während die beiden übrigen, eben- 
falls nicht an einander stossenden Segmente die reellen Durchschnitte zweier 
imaginären Schalen der Fläche sind. Die beiden Tangenten der Curve in 
ihrem Doppelpunct-e sind zugleich mit den beiden Tangential-Ebenen der 
Complex -Fläche in diesem Puncte reell oder imagmär. Sie liegen in diesen 
beiden Tangential-Ebenen und drehen sich, in diesen beiden Ebenen, um den 
gemeÜTschaftliehen Doppelpunct, wenn die Ebene derCuiTe beliebig um die- 
sen Punct gedreht wird. Wenn die schneidende Ebene durch einen der vier 
singulären Puncbe geht, so ist dieser Punct im Allgemeinen ein Cuspidal- 
pvinct der Dmclischnitts- Curve. Die beiden Tangential-Ebenen der Fläche 
in einem solchen Puncte fallen iu derjenigen Ebene zusammen, welche durch 
die Doppellinie und die bezügliche singulare Axe geht. In dieser Ebene liegen 
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die Tangenten aller Durchschnitts -Curven in ihrem gemeinschaftlichen, mit 
dem singulären Puncte zusammenfallenden Cuspidalpuncte, welche Richtung 
die schneidende Ebene auch haben mag. Wir können die Complex- Fläche 
durch eine veränderliche Curve vierter Ordnung mit einem Cuspidalpunct, 
welche wir um die Tangent« in diesem Puncte sich drehen lassen, beschrei- 
ben. Diese Tangente ka.nn in der Tangential -Ebene der Fläche alle mög- 
lichen Richtungen haben; wenn sie insbesondere mit der singulären Axe 
znsammen&IIt, hat die Durchschnitts -Cnrve, wie auch ihre Ebene um diese 
Axe sich drehen mag, in allen Lagen derselben zwei Zweige, welche sich 
auf der singulären Axe in dem singulären Puncte berühren. Wenn die um 
die singulare Axe sich drehende Ebene insbesondere mit einer derjenigen 
beiden Ebenen zusammenfällt, in welche der iTmhüUende Complex -Kegel, 
wenn sein Mittelpunct in den singulären Punct filUt, ausartet, so löst sidi 
die in ihr liegende Curve der vierten Ordnung in zwei Curven der zweiten 
Ordnung auf, welche in diejenigen Curven zweiter Ordnui^ zusammenfallen, 
nach deren ganzer Erstreckung die Fläche von der Ebene berfthrt wird. 
Diese Curve berührt die singulare Axe in dem singulären Puncte. Wenn 
endlich die um die singulare Axe sich drehende Ebene zugleich durch die 
DoppelHnie geht, löst sich die Durchschnitts -Curve vierter Ordnung in eine 
Curve zweiter Ordnung und zwei in der Doppellinie zusammenfallende gerade 
Linien a^rf, die eine zweite Curve zweiter Ordmmg vertreten, welche die 
erste im singulären Puncte berührt. 

218. Jeder Punct des Raumes ist der Mittelpunct eines Kegels der vier- 
ten Classe, welcher die Complex-Fläche umhüllt imd diejenige Meridian-Ebene, 
welche durch den Punct geht , zur Doppelebene hat. Diese Doppelebene wird 
entweder von zwei reellen Schalen der Kegelfläche nach zwei reellen Seiten 
derselben bei-ührt, oder diese beiden Schalen sind imaginär und mit ihnen 
die beiden Seiten des K^els. In diesem letztem Falle ist der Doppelcontact 
ein imaginärer; die Doppelebene ist eine isoliiie. Die beiden Seiten, nach 
welchen der Umhttllimgskegel die Doppelebene berührt, schneiden die Doppel- 
lüiie der Complex-Fläche in zwei Puncten: in diesen beiden Puncten wird 
diese Fläche von der Doppelebene berührt. Zu den Meridian-Ebenen gehören 
die vier singulären Ebenen E^, E^, E^, E^, welche die vier singulären Strah- 
len i?i, S^, Ss, Si der Complex-Fläche enthalten. Sie theilen den unendlichen 
Raum in vier Raumsegmente E^E.^, E^E^, E^E^, E^E^, deren jedes durch 
zwei auf einander folgende singulare Ebenen begrenzt wird und aus zwei 



y Google 



- 209 - 

Theilen besteht, welche im Unendlichen zusammenstossen. Wenn der Mittel- 
punct des UmMUungskegels von einem der vier Kanmsegmente durch eine 
singulare Ebene hindurch in das anliegende Ranmsegment hinübertritt, wird 
der fragliche Kegel, bei einer der beiden Lagen seines Mittelpunctes, nach 
zweien seiner Seiten berührt, während bei der andern Lage seines Mittel- 
punctes die durch diesen gehende Meridian -Ebene eine isolirte Doppelebene 
ist. In dem Uebergangsfalle, wo der Mittelpunct des Umhüllungskegels in 
die singulare Ebene selbst fUIlt, osculirt diese Ebene -den UmhüUangskegel: 
sie ist eine Inflexionsebene desselben, welche ihn zugleich berührt und schnei- 
det. "Weim der Mittelpunct des UmhüHungskegels in derselben Meridian-Ebene 
seine Lage ändert, so drehen sich in dieser Ebene die beiden Seiten, nach 
welchen der Kegel von dieser Ebene berührt wird, um zwei feste Puncfce der 
Doppellinie, in welchen die Complex- Flache von der Meridian -Ebene berührt 
wird. Wenn die Meridian-Ebene um die Doppellinie sich dreht, ändern die 
beiden Berührungspuncte auf dieser Linie ihre Lage. Sie fallen insbesondere, 
wenn der Mittelpmict des Umhüllungskegels in. einer der vier singulären 
Ebenen angenommen wird, in demjenigen Puncte zusammen, in welchem der 
bezügliche singulare Strahl in die Doppellinie emschneidet. Wir können eine 
Complex-Fläehe durch einen veränderlichen Kegel vierter Ordnung umhüllen, 
der eine gegebene Ebene zur Inflexionsebene hat und dessen Mittelpunct auf 
einer geraden Linie in dieser Ebene fortrückt. Die gegebene Ebene wird 
dann die singulare Ebene der Complex -Fläche und die gegebene Linie in ihr 
schneidet die Doppellinie in demselben Puncte, in welchem sie von dem be- 
züglichen Strahle geschnitten wird. Wenn insbesondere noch der Mittelpunct 
des Umhüllungskegels in der singulären Ebene auf dem singulären Strahle 
liegt und auf demselben fortrückt, so hat der fragliche Kegel in allen Lagen 
seines Mittelpunctes zwei Schalen, welche die. singulare Ebene nach dem 
singulären Strahle berühren. Nur dann, wenn der Mittelpunct auf diesem 
Strahle, der durch zwei der acht Doppelpuncte geht, in einem dieser beiden 
Doppelpunete angenommen wird, löst sich der Umhüllungskegel vierter Classe 
in zwei Kegel zweiter Classe auf, welche in dem Berührungskegel des Doppel- 
punctes zusammenfallen. Diftser Kegel hat den singulären Strahl zu einer 
seiner Seiten, und wird nach demselben von der bezüglichen singulären 
Ebene berührt. 

219. Jeder Punct des Raumes ist der Mittelpunct eines UmhüUimgs- 
der Complex-Fläehe, welcher acht Doppelseiten hat, die durch die 
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acht Doppelpuncte der Flache gehen. Alle Cuvven, nacli welchen die Fläche 
von umschriebenen Kegeln berührt wird, haben die acht Doppelpuncte der 
Fläche auch zu ihren Doppelpuncten. Diese Eelation besteht auch dann^ 
wenn der Mittelpunct des Kegels in die Doppellinie der Fläche fitllt. Dann 
aber sondern sich von der Kegelfläche, die als Kegelfläche vierter Classe mit 
einer durch die DoppeUinie gehenden Doppelebene im Allgemeinen von der 
zehnten Ordnung ist, vier Paare von Ebenen, welche mit den vier singulären 
Ebenen der Fläche zusammenfallen, ab, wonach nur noch ein Kegel der 
zweiten Ordnung übrig bleibt. Die Berühmngs-Curve dieses Kegels geht 
durch die acht Doppelpuncte der Fläche und wird von jeder der vier singu- 
lären Ebenen in zwei dieser Puncte geschnitten. 

Wenn wir, in Uel)ereinstimmung mit dem Vorstehenden, die Fläche von 
einem Pimcte aus, der auf ihrer DoppeUinie liegt und auf dieser beliebig 
bis ins Unendliche fortrücken kann, auf eine beliebige Ebene projiciren (wir 
können ziu: Veranschaulichnng den Schattenriss der Fläche nehmen, die wir 
von einem Puncte ihrer DoppeUinie aus beleuchten), so erhalten wir einen 
Kegelschnitt, der mit der Lagen- Aenderung des Punctes auf der DoppeUinie 
fortwährend sich ändert, und zugleich vier gera.de Linien, die ihre Lage be- 
halten. Diese sind die Projectionen der vier singuläi'en Strahlen, oder auch, 
was dasselbe heisst, die Dm-ehschnittslinien der Bildebene mit den vier singu- 
lären Ebenen der Fläche. Sie gehen sämmtlich durch denjenigen Punct, in 
welchem die DoppeUinie der Fläche die BUdebene trjft't, imd schneiden den 
Kegelschnitt in den Projectionen der acht Doppelpuncte. Wenn der Mittel- 
punct des umschriebenen Kegels aus der DoppeUinie herausi-ückt , formt sich 
das System des Kegelschnitts und der vier geraden Linien in eine Cnrve mit 
acht Doppelpuncten um. 

Wenn insbesondere der Mittelpimct des umschriebenen Kegels zweiter 
Ordnung in einen der vier singulären Puncte der Complex-Fläehe fällt mid 
in Folge davon in ein System von zwei Ebenen sich auflöst, so zerfäUt die 
ramnliche Berfthrungs-Curve vierter Ordnung in zwei ebene Cui-ven zweiter 
Ordnung. Auf diese beiden Curven vertheilen sich dann die acht Doppel- 
puncte der Fläche. 

220. Jede Ebene schneidet die Complex-Fläehe in einer Curve, welche 
von der vierten Ordnung mid zugleich, weil sie auf der DoppeUinie der Fläche 
einen Doppelpnnct hat, von der zehnten Classe ist. Die Tangential-Ebenen 
der Fläche Jn Puncten der Dnrchschnitts-CniTe bestimmen eine Abwickhmgs- 
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üiiehü. Alle solche Abwicklungsflächen haben die acht Doppelebcnen der 
Complex-Fläche auch zn den ihrigen. Die Durehschnitts-Curve wird von allen 
Axen umhüllt, nach welchen ihre Ebene von den TJnihüllmigsebenen der Äb- 
■wieklimgsfläehe geschnitten wird; die Dnrchsehnittslinien mit den acht Doppel- 
ebenen sind Doppelaxen der Diirchsehnitts-Curve. Diese Relationen bestehen 
auch dann noch fort, wenn die schneidende Ebene d^lrch die Doppeltinie der 
Complex-Fläche geht. Dann sondern sich von der Dnrchschnitt«-Onrve in ihr 
acht Puncte ab, welche paarweise in den vier anf der Doppellinie liegen- 
den singulären Puneten zusammenfallen, und es bleibt nur noch eine Cnrve 
zweiter Classe , die zugleich der Complex-Fläche und dem Complexe angehört, 
übrig. Diese Curve wird von den acht Durchschnitten mit den acht Doppel- 
ebenen, welche paarweise in den vier singulären Puneten anf der Doppellinie 
sich schneiden, umhüllt. Wenn die sehneidende Ebene insbesondei-e mit einer 
der vier singulären Ebenen der Fläche zusammenfällt, so löst sich die Curve 
zweiter Classe in zwei Puncte, welche mit zwei Doppelpmicten der Complex- 
Fläche zusammenfallen, die Abwicklungsfläche vierter Classe in die beiden 
Berührungskegel zweiter Classe in diesen beiden Puneten auf. Dann geht jede 
von zwei zusammengehörigen Doppelebenen durch einen der beiden Doppelpuncte, 

221. Durch die beschränkende Bedingung, dass keine Doppelebene zwei 
solche Doppelpmicte enthalten kann, welche auf demselben singulären Strahle 
liegen, mid ebenso, dass din^h keinen Doppelpunct zwei solche Doppelebenen 
gehen können, welche nach derselben singulären Axe sich schneiden, ist mi- 
mittelbar einei'seits die Vertheilung der acht Doppelpuncte zu vier und vier 
auf je zwei nach derselben singulären Axe sich schneidenden Doppelebenen 
gegeben , so wie anderei'seits die Vertheilung der acht Doppelebenen zu vier 
imd ^r, welche durch je zwei Doppelpuncte gehen, die auf demselben singu- 
lären Strahle liegen. 

"Wir wollen die vier singulären Strahlen durch die Symbole 
(1, 2), (3, 4), (5, 6), (7, 8) 

und die Doppelpuncte auf ihnen durch 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 
bezeichnen. Wir erhalten die folgenden acht Gnippen von Pnncten: 



(113) 



(1, 3, 6, 7), 


(2, 4, 6, 8) 


(1, 3, e, 8), 


(2, 4, 6, 7)^ 


(1, 5, 4, 8), 


(2, 6, 3, 7) 


(1, 7, 4, 6), 


(2, 8, 3, 5). 
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lii keiller der Uruj^pen k(*uiioeü zwei Doppelpanute \or, die auf tleiii«ell»ei] 
Strahle Hegen. Je zwei neben einander gestellte Gnippeu enthalten sämmt- 
liehe acht Doi^pelpuncte. Die vier Doppelpunctn einer der beiden Griiiijpen 
liegen ;uif' einer, die vier der andern auf d<.'i' andf^rn zweier Düppelebenen, 
welche aiif einer siugulären Äxe sich schneiden, lu derselben Aufeinandev- 
t'olge wollen wir. /,ur Bezeichnung der acht Do[ipeIelMinen, statt din" vnr- 
ijtehenden die folgeiidrn cintachern nehmen: 

I, IL 

ni, IV, 

V, VI, 

vir, vni. 

Dann sind 

(1, 11). Uli, IV), (V, \'l). iVil, VIR) 

die Synihole l'iir dii' lici' singnJilreii Axeii. ;i!it wrlclicu die acht Doppelebenen 
J und n, 111 und IV, V imd VI. Vll und \'lll sirli schneiden. Aus dem 
Scliema (li;l) erhalten wir mnnittelbar tiii; die Vcrlbeilin]!,^ der acht iKippe!- 
ebeiien in Ci'upjx'n von \ier solcher Ebenen. <\\v <\\uvh (lensclljen l)(ip|]el- 
pnnct gehen, das tdlgeiide Schema: 

(1, IIJ, V. Vll), (II, IV. VI, VIIJ). I 

(1, Ui. VI, VIR), (U, IV. V, VI!), I 

(i, V, IV, vni), (11, VI. 111, Vll), '^^^^ 

{1, Vll. lY, VI). {11. Vlli. III, V). I 

Die vier Diippelebenen dei' vorstehenden acht lirii|p]ieii schneiden <ich hf/.i't'^- 
lich in den acht J)up[>elpnncten, die wir rrühcr dinrh die S\]nbole 



))ezei(-hnet hal.ien. Diese üdiV riniit>elpuncte liegen |i;-iai'weisi' lUiJ' (U'u vier 
siugnlären. Strahlen der Comi.U-x- lliudu', deivu Synihole (1 , 2), io.4), (:"),!;), 
(7, 8) sind. 

Wenn also die ;icht Doppclpnncte der Flache gegel)cn shid. s(j .Thaitcn 
wir umnittelhar die nclit l)o]ipeleln-ne]i d.'rselhen und. nmgckelirt . w.'ini 
diese gegeben -^ind . jene. \\.> lit>gt in <U'\\ ncht l^nncten und acht l'IlnMien 
ein merk^vürdigcs. in siih seihst j)olar- r<.'ci])i'('l<i>. ii-ennictrischcs Ih-hilde \-ni-. 
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Ebene legen und anf dei-selbcn einen Piinct beliebig annehmen, so liegt in 
der Ebene eine Complex-Curve zweiter Classe und der Punet ist der Mittel- 
punct eines Complex-Kegels zweiter Ordnung. Zwei Seiten des Kegels sind 
zwei Tangenten der Curve. Die Polarebene der Doppellinie in Beziehung auf 
den Kegel geht durch den Pol derselben Doppellinie in Beziehung a^^f die 
Cui-ve. Diese Beziehung besteht fort, wie auch die Ebene der Curve um die 
Doppellinie sich drehen, wie auch der Mittelpunet des Kegels auf dieser 
Doppellinie seine Lage ändern mag. Daraus folgt auf geometrischem Wege 
unmittelbar, was wir fiHher schon analytisch bewiesen haben, dass die Pole 
der Doppellinie einer Complex- Fläche in Beziehung auf alle Meridian-Curven 
derselben in gerader Linie liegen, und dass sich, nach derselben geraden 
Linie, die Polarebenen der Doppellinie in Beziehung auf alle umschriebenen 
Complex-Kegel schneiden. Wir haben diese Linie die Polare der Com- 
plex-Flfiche genannt. Zur Bestimmung derselben brauchen wir bloss die 
beiden Pole der Doppellinie in Beziehung auf irgend zwei Meridian-Curven 
der Fläche zu construiren, oder die beiden Polarebenen der Doppellinie in 
Beziehung auf irgend zwei der Fläche umschriebene Complex-Kegel. 

Nehmen wir einerseits statt der Meridian-Curven diejenigen beiden auf 
einem singulären Strahle liegenden Puncto, in welche die Curven ausarten, 
wenn ihre Ebene insbesondere mit einer der vier singulären Ebenen der 
Complex -Fläche zusammen&llt, und andererseits, statt der umschriebenen 
Complex-Kegel, diejen^en beiden nach einer sii^ulären Axe sieh schneiden- 
den Ebenen, in welche die Kegel ausarten, wenn ihr Mittelpunet in einen 
der vier singulären Puncto der Complex -Fläche fällt, so ergeben sich un- 
mittelbar die folgenden Sätze. 

Die Polare einer Complex-Fläche schneidet, wie die Doppel- 
linie derselben, die vier singulären Strahlen und die vier singu- 
lären Axen derselben. Jeder singulare Strahl wird in den bei- 
den Doppelpuncten der Fläche, welche er verbindet, und in den 
beiden Durchschnitten mit Doppellinie und Polaren harmonisch 
getheilt. Die beiden Doppelebenen, welche nach jeder singu- 
lären Axe sich schneiden, und die beiden Ebenen, welche durch 
diese Axe und durch Doppellinie und Polare gehen, bilden ein 
System von vier harmonischen Ebenen. 

223. Die sämmtlichen Singularitäten einer Complex-Fläche sind in linearer 
Weise bestimmt, wenn wir die Doppellinie, die Polare und drei Doppel- 
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pnncte 1, 3, 5 oder, statt derselben, drei Doppelebenen 1, 111, V der Flüche 
kennen. Vorausgesetzt wird hierbei bloss, dass nicht zwei Doppelpuncte auf 
demselben singulären Strahle liegen, nicht zwei Doppelebenen nach derselben 
singiüären Axe sich schneiden. 

Durch die drei gegebenen Pnncte können wir drei gerade Linien legen, 
welche die Doppellinie und die Polare schneiden. Diese drei geraden Linien, 
drei singulare Strahlen der Fläche , gehen durch die drei zugehörigen Doppel- 
puncte 2, 4, 6, die wir nach der vorigen Nummer unmittelbar erhalten. Es 
bleiben hiernach nur noch zwei der acht Doppelpuncte, deren Symbole wir 
zm- Unterscheidung einklammern wollen, unbekannt. Die bekannten sechs 
Doppelpuncte genügen zur Bestimmiing der sämmtlichen acht Doppelebenen 
{Nr. 221.): 

(1, 3, 5, (7)):-^ I, (2, 4, 6, (8))^ II, 

(1, 3, 6, (8)) =s m, (2, 4, 5, (7)) = IV, 

(1, 5, 4, (8)) - V, (2, 6, 3, (7)) =- VI, 

(1, 4, 6, (7)) =VII, (2, 3, 5, (8)) -VIII, 

die sich paarweise auf den vier singulären Axen schneiden. In jeder der 

acht Doppelebenen erhalten wir unmittelbar und in linearer Weise die Be- 

rührungs-Curve, welche durch drei bekannte Doppelpuncte geht und über- 

diess die bezügliche singulare Axe in ihrem Durchschnitte mit der DoppelUnie 

berührt. Vier der acht Doppelebenen I, IV, VI, VII schneiden sich in einem 

der beiden bisher noch unbekannten Doppelpuncte, in (7), die übrigen vier 

II, III, V, Vm in dem andern (8). Somit ist auch der vierte singulare 

Strahl bestimmt. 

Wenn wir von den drei Doppelebenen I, III, V als gegeben ausgehen, 
so sind diejenigen drei geraden Linien, welche die Puncte verbinden, in 
welchen diese drei Ebenen die Doppellinie und die Polare sehneiden, di-ei 
singulare Axen der Fläche, und wir erhalten, nach der vorigen Nummer, 
sogleich die drei neuen Doppelebenen 11, IV, VI, welche die drei gegebenen 
nach diesen drei singulären Axen schneiden. Die drei Paare von Doppel- 
ebenen genügen, nach der 221. Nummer, zur Bestimmung der a,eht Doppel- 
puncte und der acht Berühmngsk^el in den acht Doppelpuncten. Die bei- 
den noch unbekannten Doppelebenen VII und VIII sind dadurch bestimmt, 
dass sie die acht Doppelpuncte zu vier imd vier enthalten; ihr Durchschnitt 
ist die vierte singulare Axe. 

Das bereits am Ende der 221. Nummer bezeichnete merkwürdige geome- 
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trisehe Gebilde lässt sieh hiernach vermittelst der Doppollinie und der Polare 
der Fläche — beide Linien stehen zu demselben in vollkommen gleicher Be- 
ziehung — und dreier Pimete oder Ebenen desselben construiren. Dieses 
Gebilde hilngt hiernach von 

2-4 + 3.3 — 17 
Constanten ab. Von eben so vielen Constanten aber hangt die allgemeine 
Complex- Fläche selbst ab. Diese Fläche ist bestimmt, wenn das von ihr 
abhängige geometrische Gebilde es ist. 

224, An das Vorstehende knüpfen sich bemerkenswerthe lineare Con- 
stmctionen der allgemeinen Complex- Fläche, wenn die Doppellinie, die Po- 
lare iand entweder drei Doppelpuncte oder drei Doppelebenen derselben ge- 
geben sind. 

Bestimmung der Complex- Curve in einer beliebigen Meridian - Ebene. 
Erste Construction. Man constmire die acht Doppelebenen. Eine Meri- 
dian-Ebene schneidet diese acht Doppelebenen nach acht geraden Linien, 
welche von der Complex-Curve in derselben beröhrt werden. Fünf dieser 
geraden Linien sind zur linearen Bestimmung der Curve hüireichend. 
Zweite Construction. Man constmire in den acht Doppelebenen die acht 
Berührungs-Curven. Eine Meridian -Ebene schneidet die acht Berührungs- 
Curveu, abgesehen von den acht paarweise in den vier singiüären Puncten 
zusammenfallenden Puncten, ausserdem noch in acht Puncten. Diese acht 
Puncte liegen auf der Complex -Cui-ve in der Meridian -Ebene. Fünf der- 
selben reichen zur linearen Bestimmung der Cm-ve hin. Nach der ersten 
Construction erhalten wir in jeder Meridian-Ebene die acht Tangenten, welche 
von den vier singulären Puncten aus an die Curve sich legen lassen, nach 
der zweiten Construction die Bei"Öhnmgspuncte auf diesen Tangenten. 

Bestimmung des Complex -Kegels, dessen Mittelpunet beliebig auf der 
Doppellinie angenommen wird. Erste Construction. Man constmire die 
acht Doppelpuncte der Fläche. Diejenigen acht geraden Linien, welche den 
angenommenen Mittelpunet mit diesen acht Doppelpuncten verbinden, sind 
acht Seiten des Complex -Kegels, welcher durch fünf dieser Seiten auf lineare 
Weise bestimmt ist. Zweite Construction. Man constmire in den acht. 
Doppelpuncten die acht Berührungs -Kegel. Von dem auf der Doppellinie 
beliebig angenommenen Mittelpunet« aus lassen sich an jeden der acht Be- 
rührungs-Kegel zwei Tangential-Ebenen legen. Von den sechszehn Tangential- 
Ebenen fallen ^aennal zwei in den vier singulären Ebenen zusammen. Die 
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ül)rigen acht nicht durch die Doppellinie gehenden Tangential -Ebenen der 
acht Berührungs-K^el werden von dem Complex- Kegel berührt, der durch 
fünf dieser Ebenen in linearer "Weise bestimmt ist. In der ersten Con- 
struction wh'd der Complex- Kegel durch acht seiner Seiten, die paarweise in 
den vier singularen Ebenen liegen, in der zweiten Construction dm"ch die 
Ebenen, welche denselben nach diesen Seiten berühren, bestimmt. 

Um hiemach die Fläche selbst zu beschreiben, brauchen wir bloss die 
für jede beliebige Lage der Meridian- Ebene bestimmte Cnrve zweiter Classe 
und Ordnung um die Doppellinie sich drehen zu lassen. TJm dieselbe Flache 
durch einen Complex -Kegel zweiter Ordnung und Classe zu umhüllen, der 
für jede Lage seines Mittelpunetes bestimmt ist, brauchen wir bloss diesen 
Mittelpunct auf der Doppellinie fortrücken zu lassen. 

225. Die vorstehenden Erörterungen über die Singularitäten der Com- 
plex-Flächen der allgemeinen Art übertragen sich sogleich auf den besondern 
Fall, dass irgend eine Linie, die dem Complexe angehört, zur DoppeEinie 
der Fläche genommen wird. Dann wird einerseits die Doppellinie von allen 
Meridian -Curven der Fläche berührt und andererseits föUt eine gemeinschaft- 
liche Seite aller umschriebenen Complex-Kegel in die Doppellinie. Doppel- 
linie und Polare der Flüche fallen in einer geraden Linie zu- 
sammen. 

In dem allgemeinen Falle gibt es keinen directen Uebergang von Meri- 
dian-Curven, welche die Doppellinie sehneiden, zu solchen, welche sie nicht 
schneiden; gäbe es eine einzige solcher CuiTen, welche die Doppellinie be- 
rührte, so gehörte diase Linie dem Complex an und würde dann von aUeu 
Meridian-Curven berührt. Ebensowenig gibt es einen directen Uebergang 
von umschriebenen Complex-Kegeln, ausserhalb welcher die Doppellinie liegt, 
zu Complex-Kegeln, innerhalb welcher dieselbe liegt. In den Flachen der 
besondem Art sind alle Meridian-Curven reell und keiner der umschriebenen 
Complex - Kegel reducirt sich auf einen Punct, 

226. Während die Doppellinie von einer um dieselbe sich drehenden 
Meridian -Ebene umhüllt wird, wird sie zugleich beschrieben von dem Puncte, 
in welchem sie von der in der Meridian -Ebene liegenden Complex-CuiTe 
berührt wird. Jede Linie, welche in einer beliebigen Lage der Meridian- 
Ebene durch den Bei-ühruiigspunet geht, schneidet die Fläche in vier Puncten, 
von welchen drei auf der Doppellinie zusammenfallen. Jede beliebige Ebene, 
welche durch eine solche Linie der Meridian-Ebene geht , schneidet die Fläche 
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in einer Cnrve vierter Ordnung, die in dem Bertlhrungspuncte einen Cnspidal- 
punct und die fragliclie Linie zur Tangente in demselben hat. Die Meiidian- 
Ebene ist der geometrische Ort für die Cuspidal- Tangenten aller Durch- 
schnitts-Curven , deren Ebenen durch den Berührungspunct der Complex-Cui've 
auf der Doppellinie gehen: in ihr fallen die beiden Tangential -Ebenen der 
Fläche in diesem Pnncte zusammen. Wenn der Punct auf der Doppellinie 
fortrückt, dreht sich die Tangential -Ebene der Fläche in demselben um diese 
Linie. Die Doppellinie ist ein Cuspidal-Strahl der Complex-Fläche. 
Sie besteht nicht mehr aus Segmenten, welche die immer reellen Durch- 
schnitte abwechselnd reeller und imaginärer Schalen der Fläche sind: in der 
Cuspidal -Kante stossen zwei reelle Schalen der Fläche zusammen. 

227. Ein Complex- Kegel, dessen Mittelpunct beliebig auf der Doppel- 
linie angenommen wird, hat eine durch diese Doppellinie gehende Ebene zur 
Tangential -Ebene. Wenn wir durch den Mittelpunct des Kegels in dieser 
Tangential -Ebene eine lieliebige gerade Linie legen und irgend einen Punct 
derselben zum Mittelpuncte eines umhüllenden Kegels vierter Classe nehmen, 
so ist für diesen Kegel die Tangential- Ebene des Complex -Kegels eine In- 
flexions-Ebene, welche von demselben nach der angenommenen geraden Linie 
(einer Inilexionffieite des Kegels) osculirt wird. Es folgt hieraus, dass eine 
beliebige Mei-idian-Ebene gemeinschaftliche Inflexions-Ebene aller umschriebe- 
nen Kegel vierter Classe ist, deren Mittelpuncte in ihr liegen. Wemi die 
Meridian -Ebene um die Doppellinie sich dreht, rückt der Mittelpunct des 
Complex -Kegels, der sie berührt, auf der Doppellinie fort. Wenn wir irgend 
einen umschriebenen Kegel vierter Classe, dessen Mittelpunct in einer be- 
liebigen Meridian-Ebene liegt, durch irgend eine zweite Meridian-Ebene schnei- 
den, so ist die Durchschnitts -Curve von der vierten Classe, hat die Doppel- 
linie zur InflexionsMnie und auf derselben dei^jenigen Punct zum Inflexions- 
punete, welcher Mittelpunct desjenigen Complex -Kegels ist, der die erste 
Meridian -Ebene berührt. Wenn mit dieser Meridian-Ebene der Mittelpunct 
des Kegels vierter Classe sieh um die Doppellinie dreht, bleibt die Doppel- 
linie fortwährend Inflexionslinie der Durchschnitts-Curve, während der Li- 
flexionspunct auf ihr fortrückt. Die Doppellinie, welche in der vorigen Num- 
mer als ein Cuspidal-Strahl der Fläche auftrat, tritt in dieser Nummer 
als eine Inflexions-Äxe derselben auf. 

228. Zwischen dem Fortrücken des Bei'ühi'ungspunctes der Complex- 
Curven einer Complex-Fläche der Jiesondern Art auf der Doppelinie und der 

PLück«, Güomoi™, 28 
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Drehung ihrer Ebene um diese Linie besteht identisch dieselbe Relation als 

zwischen dem Fortrücken des Mittelpunctes der Comples- Kegel der Fläche 

auf der Doppellinie und der Di-ehung der Tangential-Ebene dei-selben um 

diese Linie. Indem wir, von der allgemeinen Complex- Gleichung ausgehend, 

diejenige Comples-Fläehe nahmen, welche 0.¥ zur Doppellinie hat, gelangten 

wir in der 170. Nummer, unter Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten, 

zu der folgenden Grieiehung: 

, Px-i- ff 

tang (p = g-^^- ' 

wo (p in dem allgemeinen Falle, den wir bereits in der Note zur 193. Num- 
mer betrachtet haben, den Winkel bedeutet, den eine beliebige Meridian- 
Ebene mit der Coordiiiaten-Ebene XZ bildet imd x dem Pole der Doppel- 
linie in Beziehung auf die in der Meridian -Ebene liegende Complex-CuiTe 
entspricht. Li dem Falle der Complex-FIächen besonderer Art, wo die Doppel- 
linie eine Linie des Complexes ist und demnach in der Grieiehung desselben 
die Constante A vei'schwindet, ist durch x die Lage des Berfthrangspunetes 
der Complex-Curven auf der Doppellinie gegeben. Die voi-stehende Gleiehmig 
drückt also, wemi die Complex- Fläche besonderer Art einmal durch eine 
Complex-CuiTe beschiieben, das andere Mal dm-ch einen Complex -Kegel um- 
hüllt wird, die fragliche Relation aus, die zwischen dem Fortrücken des 
Berühnmgspunctes der Complex-Curve, bezüglich des Mittelpunctes des Com- 
plex-Kegels, auf der Doppellinie und der Drehung der Ebene der Complex- 
Curve, bezüglich der Tangential-Ebene des Complex- Kegels, um diese Doppel- 
linie stattfindet. 

Indem wir von der Entstehung der Fläche absehen, können wir, in der 
vorstehenden Gleichimg, x auf einen beliebigen auf der Doppelhnie liegenden 
Punct der Fläche und <p auf die Tangential-Ebene derselben in diesem Puncte 
beziehen. Eückt der Berühnmgspunct auf der Doppellinie (dem Cuspidal- 
Strahle der Fläche) fort, so dreht sich die Tangential-Ebene der Fläche in 
diesem Puncte um die Doppellinie (der Inflexions-Äxe der Fläche), ähnlich 
wie, wenn auf einer Erzeugenden einer Linienfläehe zweiten Grades der 
Berührungspunct fortrückt, die Tangential-Ebene um dieselbe sich dreht. In 
beiden Fällen ist das Gesetz, nach welchem sich Berühnmgspunct und Tan- 
gential-Ebene gegenseitig bestimmen, dasselbe (Note zur 193. Nummer). 

229. In den Complex-Plächen besonderer Art, welche wir hier betrach- 
ten, wo alle Complex-Curven die Doppellinie berühren und diese Doppellinie 
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zugleich eine gemeinschaftliche Seite aller Com plex- Kegel ist, fällt einerseits, 
wenn in jeder der vier singulären Ebenen die Complex-Ourve in ein Sj^stem 
von zwei Puncten. ausartet, einer dieser beiden Puncto mit dem Durchschnitte 
des bezüglichen Strahles und der Doppellinie zusammen, während andererseits, 
wenn der Mittelpunct des Complex- Kegels einer der vier singulären Puncto 
ist und demnach der Kegel in ein System von zwei Ebenen ausartet, eine 
dieser beiden Ebenen durch die Doppellinie und die singulare Äxe geht. 

Complex- Curven und Complex-Kegel ordnen sich in den fraglichen Com- 
plex-Flächen paarweise so zusammen, dass der Punct, in welchem die Curve 
die Doppellinie berührt, Mittelpunct des Kegels ist und die Ebene der Curve 
den Kegel nach der Doppellinie berührt. Derjenige Complex-Kegel, welcher 
sich hiernach mit einer Complex -Curve, die in zwei Puncto ausartet, zu- 
sammenordnet, artet seinerseits in zwei Ebenen aus. Denn, in der gemach- 
ten Voraussetzung, muss der Complex-Kegel die singulare Ebene nach der 
Doppellinie berühren; er muss femer den singulären Strahl enthalten, der 
in dieser Ebene liegt, weil dei-selbe ganz der Fläche angehört und durch 
seinen Mittelpimct geht. Diese beiden Bedingungen können gleichzeitig nur 
dann bestehen, wenn der Kegel in ein System von zwei Ebenen ausartet, 
von welchen eine die singulare Ebene ist. Damit ist also bewiesen, dass die 
vier singulären Axen der Flache in den vier singulären Ebenen 
liegen und die vier singulären Strahlen durch die vier singulä- 
ren Puncto gehen, 

229. Um, in dem Falle der fraglichen Complex -Flächen, deren Doppel- 
linie in eine Linie des Complexes iSM, die acht Doppelpuncte nach dem 
Schema (113) der 221. Nmnmer zu vier auf die acht Doppelebenen zu ver- 
theilen, nehmen wir für die in diesem Schema durch 

1, 3, 5, 8, 

bezeichneten Puncto diejenigen vier dieser Puncto, welche auf der Doppel- 
linie mit den vier singulären Puncten 

7>, P„ P„ 1\ 
zusammenfallen. Die vier übrigen Doppelpuncte 

2, 4, 6, 7, 

welche die vier Eckpuncte eines Tetraeders sind, wollen wir nun l>ezüglich 
durch 

LK. Q-i^ ih, Oi 
darstellen, so dass 

28* 
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I, 


II, 


m, 


IV, 


V, 


VI, 


vm, 


VII 


/', '', P, 0„ 


i>,C>,0,r'„ 


i'J'.i'Jj... 


t'i t>, IK Pz. 


Pi fi, P, ft. 


ÖiChCP» 


J',P,P,Q„ 


ihCKO.P,- 
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P:Oi, IMh, iVJz, P/J.% 

die vier singiilären Strahlen sind. Das angeführte Schema gibt dann für 
die acht Dopiiolebenen: 



die folgende Symbole: 



Die vier Ebenen I, HI, V, VIII gehen durch die vier Eckpnncte des Tetradei-s 
QiChOzQi i-^nd schneiden sich sämmtlich nach der Doppellinie PiP^P^Pi. 
Es sind also die vier singulären Ebenen: 

A\, B„ E,, E,. 
Die vier Ebenen II, IV, VI, VE fallen mit den vier Seitencbcnen tles To- 
traedeiB zusammen und schneiden überdiess die Doppellinie bezüglich in den 
vier singulären Puncten I\l\l\l\. Die vier singulili-en Axen sind; 

(I, II), (III, IV), (V, VI), (Vm, VII). 
Aus dem Vorstehenden entnehmen wir die folgenden Relationen. 

Jeder Eekpunet des Tetraeders ist ein Doppelpnnct der Piilche, die 
gegentlberliegende Seitenebene desselben eine Doppelebene. Diese schneidet 
die Doppellinie in einem der vier singulären Puncte, durch jenen geht eine 
der vier singulären Ebenen. Die gerade Linie, welche den Eekpunet des 
Tetraeders mit dem singulären Puncte verbindet, ist einer der vier singu- 
lären Strahlen, die Durchschnittslinie der gegenüberliegenden Seitenebenen 
des Tetraedere mit der singulären Ebene eine der vier singulären Axen 
der Fläche. 

In jeder der vier singulären Ebenen, die Meridian-Ebenen 
sind, liegen ein slngulärer Strahl und eine singulare Axe; beide 
schneiden sieh in dieser Ebene auf der Doppellinie in dem ent- 
sprechenden singulären Puncte. 

230. Die Complex- Flächen hängen im Allgemeinen von siebenzehn von 
einander unabhängigen Constanten ab, Complex-Flächen, welche eine Linie des 
Coniplexes zu ihrer Doppellinie haben, von einer Constanten weniger. Diese 
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Complex- Flächen sind vollkommen bestimmt, wenn ihre Doppellinie und das- 
jenige Tetraeder, welches ihre vier Doppelpimcte zu Eckpuncten, ihre vier 
Doppelebenen zu Seitenflächen hat, gegeben sind, DoppeUinie und Tetraeder 
können hierbei von vorne herein beliebig angenommen werden. 

Aus dem Vorstehenden ergeben sich die ■ folgenden einfachen Con- 
structionen. 

Eine beliebige Seitenebene des Tetraeders {0-2, Ch, CK) ist eine Doppel- 
ebene der Fläche, der Pmiet, in welchem sie die Doppellinie schneidet, ist 
ein singulärer Punct Pi, die geiude Linie PiOi, welche diesen Punct mit 
dem gegenüberstehenden Eckpimcte 0^ des Tetraeders verbindet, ein singulärer 
Strahl der Fläche, S'i. Projiciren wir diesen singularen Strahl auf die Doppel- 
ebene (t>3, Qs, Oi)} parallel mit der Doppellinie, so ist die Projection die 
ebenfalls dm-ch den singularen Punct J\ gehende singulare Axe Ji und die 
projicirende Ebene die singulare Ebene E^ der Fläche. Die Beri\hrungs-Cur\'e 
in der Doppelebene ist dadurch bestimmt, dass sie, in di^er Ebene, durch 
die drei Eckpuncte öä. Ot> Vi ^tnd den singularen Punct /*, geht und, in 
dem letztgenannten Puncte, die singulare Ase A^ berührt. Der Berührungs- 
Kegel in Ol ist dadurch bestimmt, dass er von den drei Seitenebenen, des 
Tetraeders, welche in diesem Puncte sieh schneiden, berührt wird, so wie 
auch von der singularen Ebene Ei , und zwar nach dem singularen Strahle S^ . 
Dieser Kegel hat in der Doppelebene {Ch, Oa, Oi) ™r Basis einen Kegelschnitt, 
der die drei in dieser Ebene liegenden Tetraeder -Kanten ChChy QsQf QiQ-i 
und ausserdem die singulare Axe A^ und zwar in ihrem Durchschnitte /*i mit 
der Doppellinie berührt. Die singulare Ase A^ ist also eine gemeinschaftliche 
Tangente dieser Basis und der Berührungs-Curve in dem singularen Puncte Pi, 
in welchen beide die Doppellinie schneiden; während die Berühnings-Curve 
durch die drei Eckpuncte des Dreiecks Q^QsQi geht, berührt die Basis des 
Berührungskegels die drei Seiten desselben. In Gemässheit der Keciprocität 
erhalten wir zwei Kegel, den Berührungskegel in dem Doppelpuncte öt ^iiid 
einen Kegel mit demselben Mittelpuncte, der die Berührungs-Curve in der 
gegenüberliegenden Seitenfläche des Tetraeders umhüllt. Beide Kegel haben 
den singularen Strahl i', zur gemeinschaftlichen Seite und berühren nach 
derselben die durch die Doppellinie gehende singulare Ebene Ei. Während 
der Beiührungskegel die in Q^ sich schneidenden Seitenebenen des Tetraeders 
berührt, enthält der die Berührungs-Curve umhüllende Kegel die in dem- 
selben Puncte zusammenstossenden drei Kanten des Tetraeders. 
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Dieselben Constnictionen können wir noch dreimal wiederholen und er- 
halten dann die sämmtliehen Singularitäten der Complex-Fläche. 

Hiemach können wir die Complex-Fläche seihst in doppelter Weise be- 
stimmen; einmal durch ihre Meridian- Cui-ven, das andere Mal durch ihre 
ümhüllungskegel, deren Mittelpuncte auf der Doppellinie liegen. Zum Behuf 
der ersten Bestimmungs weise, auf die wir uns hier beschränken, legen wir 
durch die Dop]Dellime irgend eine Meridian -Ebene, welche die Berfihmngs- 
CuiTen in den vier Doppelebenen ausser In den vier singiüären Puncten auf 
der Doppellinie noch in irgend vier Puneten schneidet. Die Curve, nach 
welcher die Fläche von der Meridian -Ebene geschnitten wird, geht durch 
diese vier Pmicte und berührt überdiess die Doppellinie. Es gibt solcher 
Meridian-Curven zwei, und folglich gibt es auch zwei Complex- Flächen der 
besondem Ai-t, welche die sämmtlichen Singularitäten: die Doppellinie, auf 
ihr die vier singulären Puncte, die durch sie gehenden vier singulären Ebenen, 
endlich die vier Doppelpuncte mit ihren Berührungskegeln, sowie die vier 
Doppelebenen mit ihren Berührungs-Cm-ven, gemeinschaftlich haben.*) 

2ul. Die Discussion der Singularitäten der allgemeinen Complex-Flächen 
überträgt sich unmittelbar auf den besonderen Fall der Aequatorial- 
flächen, wenn vrir die Doi^pellinie der Fläche unendlich weit rücken 
lassen. Die Ebenen aller Complex -Ourven (Breitenebenen der Fläche) sind 
imter eüiander parallel, die Mittelpuncte derselben liegen auf de]Ti Dm-ch- 
messer der Fläche, der hier an die Stelle der Polaren tritt. Die umscln-ie- 
benen Complex-Kegel werden Complex-Cylinder, deren Axen in Breiten- 
ebenen liegen. Es gibt vier Breitenebenen, die vier singulären Ebenen der 
Fläche, in welchen die Complex-Curve, als Cui-ve zweiter Classe betrachtet, 
in zwei Puncte, als Curve zweiter Ordnimg betrachtet, in zwei zusammen- 
fallende gerade Linien ausartet. Die vier Linien, welche die vier Paai'e von 



*) Wenn bloss die Siagularitüten einer Complex-Fliiclie gegeben siad, bo bleibt es unentachic- 
deu, welcbe von den beiden geraden Linien, die die aämmtlicben vier singulären. Strahlen und vier 
Hii^iilären Axen schneiden, die Doppellinie der Fläche und welche die Polare derselben ist. Bei 
dieser Unentschiedenheit entsprechen denselben Singularitäten zwei verschiedene Complex -Flachen, 
■welche zwei verechiedenen Complexen zweiten Grades angehören. In dem allgemeinen Falle hängt 
die Bestunmung der Doppellinie und Polaren der Piaehe von der Auflösung einer cniadratiscbeu 
Gleichung ab. In dem besondem Falle, wo Doppellinie und Polare der Flache in einer Linie des 
Complesea zusanunenfallen und sich von einander nicM trennen laesen, liegt der Constmction der 
Fläclie aus ihren Singularitäten notiiwendig die Auflösung einer quadrat^hen Gleichung zu Grunde, 
während, in dem aUgemeinen Falle, die Coratruetion der Fläche eine Imeare wird, sobald wir an- 
nehmen, dass von den beiden geraden Linien, deren Bestimmung von einer q^uadratischen Gleichung 
abhängt, eine beliebige die Doppellinie und demnach die andere die Polare der Fläche ist (224). 
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Puncteu verbinden, sind die vier, ganz in die Flüche fallenden, singitlären 
Strahlen. Die vier singulären Ebenen berühren die Flfiehe nach der ganzen 
Erstreckung ihrer vier singulären Strahlen. Der Durchmesser der Fläche 
schneidet diese Strahlen in der Mitte der beiden auf ihnen liegenden Doppel- 
puncte. Vier der umschiiebenen Ck>mplex-Cylinder arten in Systeme von zwei 
Ebenen ans, welche Doppelebenen der Fläche sind. Die die Axen der Cy- 
linder vertretenden Durchschnittslinien der vier Ebenenpaare sind die vier 
singulären Axen der Fläche; sie liegen in Breitenebenen und schneiden den 
Durchmesser der Fläche. Die Durchschnittscurve eines der Flache um- 
schriebenen Complex-Cylinders mit einer gegebenen Ebene ist als die Pro- 
jeetion der Fläche auf diese Ebene, nach der Richtung der Cy linder- Axe, zu 
betrachten. Wenn wir in den Breitenebenen die Axen der projicirenden 
Cylinder um die Doppellinie sich drehen lassen, so fallen sie in vier beson- 
deren Lagen mit den singulären Axen der Fläche zusammen. Dann gehen 
die Pi'ojectionen durch zwei sich schneidende gerade Linien, den Durchschnit- 
ten der Bildebene mit den bezflgliehen beiden Doppelebenen, hindurch. Die- 
sem entspricht ein TJebergang von Hyperbel zu Hyperbel, deren reelle und 
imaginäre Axen, durch Null hindurchgehend, sich vertauschen.*) Die Be- 
rührungs-CuiTen in den beiden nach derselben singulären Axe sich schneidenden 
Doppelebenen haben diese Axe zur gemeinschaftlichen Asymptote und sind da- 
durch bestimmt, dass sie tlberdiess die acht Doppelpvmcte zu vier und vier 
enthalten. Die Benihrungskegel in jedem der beiden auf demselben singulären 
Strahle liegenden Doppelpunete werden nach diesem Strahle von der durch 
denselben gehenden singulären Ebene beiTlhrt und sind dadurch bestimmt, 
dass sie a^;ht Doppelebenen zu vier und vier berühren. 

232. Wenn wir endlich, weiter particularisirend, denjenigen Fall be- 
trachten, dass eine Linie des Complexes , die unendlich weit liegt, zur Doppel- 
linie der Complex- Fläche genommen wird, so liegen von den acht Doppel- 

*) "Wir dürfen hierftus nicht den Scliliiss ziehen, dass in dem Falle a«lit reeller Doppelpunete 
und acht reeller Doppelebenen der Fliiche — dieser Voraussetzung ist unsere Ausdrncksweise im- 
gepaeat — die Complex- Cylinder sammüicli hyperholisclie, die Projectionen sämiaÜicli Hyperbeln siad. 
Es kann auch zwei paraholisebe Cyliader geben (Hr. 132.), und diese bezeiclmen dann den Ueber- 
gang von typerbolischen z« ellipÜEcten Comples-Cjlindem. Zwei Projectionen sind dann Parabehi ~ 
Projectione-Eichtiingen entsprechend, welche beide innerhalb der Bichtungen zweier auf einander 
folgenden singulärea Axen liegen — durch welche Hyperbeln in EOipsen und diese wieder in Hyper- 
beln übet^ehen. 

Die Meridian-Curren sind, unter der gemachten "Voraussetzung, zwischen je zwei anf einander 
folgenden singulären Ebenen entweder sümniüich Ellipeen oder sämmtlich Hjperhehi. Bei dem Durch- 
gänge durch jede der vier singulären Ebene gehen ElUpsen und Hyperbeln m einander über. 
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pimcten auf der Doppellinie, mit dieser zugleich', vier unendlich weit, vier 
Doppelebenen fallen, mit den vier singulären Ebenen zusammen. In jeder 
der letztgenannten Ebenen liegt einer der vier singulären Strahlen mid, 
parallel mit demselben, eine der vier singulären Äxen. Die Complex-Curven 
in allen Breitenebenen sind Parabeln, weil sie die unendlich weit liegende 
Doppeliinie berühren. Wenn die Ebene derselben parallel mit sich «eibst 
fortrückt, so ändern die Parabeln beim Durchgang durch eine singulare 
Ebene, in der sie in zwei Puucte ausarten, von welchen einer unendlich weit 
liegt, den Sinn ihrer Erstreckung. Die imaschriebenen Complex-Oylinder haben 
die unendlich weit liegende Doppellinie zur gemeinschaftlichen Seite und be- 
rühren nach derselben eine Breitenebene. Es sind h}q)erlx)lische Cylinder, 
welche Breitenebenen zu einer ihrer Asymptotenebenen haben. Diese Hyper- 
behi, in welchen sie von einer beliebigen Ebene geschnitten werden, sind als 
die Projectionen der Fläche selbst anzusehen ; wemi wir der Axe des projici- 
renden Complex-Cylinders nach einander alle möglichen Richtungen geben, 
so rückt eine der beiden Asymptoten der Hyperbeln parallel mit sich selbst 
fort. Wenn wir insbesondere nach der Richtung einer singulären Axe {der 
ein singulärer Strahl parallel ist) projiciren, so artet die Hj^ierbel in ein 
System von zwei geraden Linien aus, in die Durchsclmitte der Bildebene 
mit der singulären Ebene und der Dopiielebene , welche durch die jedesmalige 
singulare Axe geht.*) 

Die vier nicht unendlich weit liegenden Doppelpuncte sind die Eckpuncte 
eines Tetraeders , dessen Seitenebenen die nicht durch die unendlich weit lie- 
gende Doppellinie gehenden Doppelebenen sind. Eine Seitenebene des Te- 
traedere und die singulare Breiteuebene, welche durch den gegenüberliegen- 
den Eckpunct desselben geht, schneiden sich nach einer singulären Axe und 
parallel mit dieser geht, in der singulären Ebene, durch den Eckpunct 
des Tetraeders der bezügliche singulare Strahl. Die Berühi-ungs-Om-ve 
in der Doppelebene hat die singulare Axe zur Asymptote und geht durch die 
drei Doppelpuncte in dieser Ebene. Der Berührungskegel in dem gegenüber- 
liegenden Doppelpuncte schneidet dieselbe Doppelebene nach einer Hyperbel, 



*) Während hei dea Aec[iiatorialfl.iiehen überhaupt zwei parabolische Coinplex - Cy linder auf- 
treten, die, wenn sie reell sind, die Gränzen elliptischer Complex- Cylinder bezeichnen, fallen liier 
die beiden paraboÜBcten Cylinder zusammen und elliptisclie Cylinder exiBtireii nicht. Ifl. besondern 
Etilen können, bei Äequatorialfläohen Oberhaupt und insbesondere bei parabolischen, alle Coniples- 
Cylinder paraljolische sein. 
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welche ebenfalls die in ihr liegende singulare Äxe zur Asymptote und die 
drei in ihr Hegenden Kanten des Tetraeders zu Tangenten hat. 

2ä3. Die Complex-Flächen, deren allgemeiner Discussion der vorliegende 
erste Abschnitt vorzugsweise gewidmet ist, bilden eine merkwürdige Familie 
von Flächen vierter Ordnimg und Classe, die wir auch unabhängig von der 
Betrachtung der Complexe selbstständig für sich als solche Flachen dieser 
Ordnung und Classe definiren können, welche neben einer DoppeUinie, sich 
gegenseitig bedingend, acht Doppelpnncte und acht Doppelebenen haben. Die 
Discussion dieser Flächen erhalt dadui-ch, dass wir ihre Entstehung an die 
Betrachtung der Complexe knüpfen, imgeachtet der unendlichen Mannigfaltig- 
keit ihrer FoiTneu und der grossen Anzahl ihrer Constanten, eine Über- 
raschende Einfachheit und Symmeti'ie. Andererseits bieten diese Flächen ein 
unschätzbares Hülfsmittel zur analytischen Discussion und geometrischen Ver- 
anschanlichung der Complexe. "Wir werden im nächsten Abschnitte zur Dis- 
cussion der Complexe selbst übergehen, um später auf die Discussion ihrer 
Flächen zurückzukommen. 

Aber es gibt noch einen neuen allgemeinen Gesichtspunct , unter welchem 
Complex-Flächen beti-aehtet werden können, den ich hier schon zu bezeich- 
nen nicht unterlasse. Die von uns betrachteten Complex-Flächen werden von 
Liuieu mnhflllt, die einer Congruenz angehören und zwar einer solchen , die 
aus den zusammenfallenden Linien zweier Complexe besteht, von welchen 
einer der allgemeine des zweiten Gfrades , der andere ein Complex des ersten 
Grades von der besondern Art ist, dass alle Linien desselben eine feste ge- 
rade Linie sehneiden. Coraplex-Curven und Complex-Kegel werden von auf 
einander folgenden Linien der Congruenz, die sich schneiden, bezüglich um- 
hilUt und beschrieben. 

In analoger Weise steht jede Congruenz zu einer bestimmten Fläche in 
gegenseitiger Beziehung. Zwei auf einander fönende sich schneidende 
gerade Linien einer Congruenz bestimmen den Durchschnitt der beiden Linien 
und eine Ebene, welche beide enthält. Der Punct ist ein Punct der Fläche, 
die Ebene eine Ebene derselben. 

Der allgemeine Ausdruck 

2«(«~1), 
den wir für die Ordnung und Classe der Flächen der Complexe eines beliebigen 
H.Grades erhalten haben (Nr. 212.), reducirt sich für einen Complex des 
ersten Grades auf Null. Es gibt in diesem Falle keine von den Linien der 
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Congrueuz umliüUto Flache : diese Fläche wird dui'ch zwei gerade Linien ^-er- 
treten, und solche zwei gerade Linien können wir weder in Pmiet- noch in 
Plan-Coordinaten durch eine einzige Gleichung darateUen. Die beiden geraden 
Linien sind zur Bestimmung der Congruenz hinreichend, und umgekehrt, 
wenn die Congmenz gegeben ist, erhalten wir in den beiden Directricen der- 
selben die beiden fraglichen geraden Linien. 
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Indem ich hiermit die zweite Abtheilmig von Plücker's „Neuer Geometrie" 
der Oeffentlichkeit übei^ebe, erfülle ich eine Pflicht der Pietät gegen meinen 
mivei^esslichen Lehrer. Ich habe versucht, Alles, was sich in dem mir von 
der Familie übergebenen Manusciipte Plücker's vorfand, so wie dasjenige, 
was mir aus mündlichen Mittheilungen des Verewigten in Erinnerung war, 
im Zusammenhange darzustellen. Zu diesem Zwecke musste ich auch bei 
ausgearbeiteten Theilen des Manuscripts, für welche Plücker selbst im Laufe 
der Arbeit neue Gesiehtspuncte gewonnen hatte, ^-ielfache Umstellungen und 
Aenderungen vornehmen. Indess ist das gegebene Material dabei vollständig 
zur Verwerthung gekommen. Eine Erweiterung desselben durch eigene 
Untersuchungen schien mir mögMchst vermieden werden zu müssen und hat 
sich auch nur an äusserst wenigen unten angeführten Stellen nöthig gezeigt. 

Die vorliegende Abtheilung des Werkes bringt zunächst die Fortsetzung 
der bereits in der ersten Abtheilung begonnenen Theorie der Complexe des 
zweiten Grades. In Bezug auf einen solchen Comples ist jedem Puncte eine 
Ebene, jeder Ebene ein Punct, jeder geraden Linie eine zweite gerade Linie 
zugeordnet. Wenn die Linien des gegebenen Complexes insbesondere eine 
Fläche des zweiten Grades umhüllen, wird dieses Entsprechen ein gegenseitiges. 

Auf diese Erörterungen folgt, im Anschluss an die beiden letzten 
Paragraphen der ersten Abtheilung, eine eingehende Discussion der Aequatorial- 
flächeu, solcher Flächen , die von den einer festen Ebene parallelen Complex- 
Linien umhüllt werden. Der Haupt -Gesichtspunct dabei ist der, die mannig- 
faltigen Formen dieser Flächen und damit die Anordnung der Linien in 
einem Complexe des zweiten Grades d(ir unmittelbaren Anschauung nahe 
zu bringen. 
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Der erste und zweite Paragraph des ersten Abschnitts dieser Äbth(!ihing 
sind von Plücker im Manuscripte vollendet und der erste Paragraph unter 
seiner eigenen Aufsicht gedi-uckt worden. Auch von dem dritten Paragraphen 
lag mir ein grosser Theil druekfertig vor. Dagegen konnte ich bei dem 
vierten und fünften Paragraphen nur wenig, bei dem sechsten Paragraphen 
ttberhanpt kein han<feehriftliches Material benutzen. Grlücklicherweise war 
ich bei diesen Paragraphen durch eingehende Besprechung über Plücker's 
Absichten genau unterrichtet. Bei der Ausarbeitung habe ich hin und wieder, 
wo dies der Zusammenhang zu fordern schien, selbstständige Einschaltungen 
gemacht. Ich erwähne insbesondere die Nummera 320, 322 — 323, 330. 

Der letzte Abschnitt, welcher die Discussion der Äequatorialflächen 
enthält, war in Plücker's Manuscript vollständig ausgeführt. Um denselben 
mit den vorhergehenden Paragi'aphen in Verbindung zu bringen, habe ich 
die Nummern 342 — 344 hinzugefügt. 

Ich bemerke noch, dass ich den inhaltreiehen Aufsatz des Herrn 
Battaglini über Complexe des zweiten &rades*), von welchem ich genaue 
Kenntniss genommen, bei der vorliegenden Ausarbeitui^ nicht als massgebend 
lietrachten konnte, insofern Heri' Battaglini eine vereinfachte Gleichungsform 
für den Complex zweiten Grades annimmt, welche eine zweifache Partieulari- 
sation desselben veraussetzt: ein Gegenstand, auf welchen ich bei einer 
anderen Gelegenheit ausführlicher zurückzukommen gedenke. 

Zum Schlüsse bleibt mir die ang^enehme Pflicht, Herrn Professor Clebseh 
für die freundliche Aufmmiterung und thätige Unterstützung, die er mir bei 
meiner Arbeit hat zu Theil werden lassen, meinen Dank auszusprechen. 



Gölitingen, den 25, Mal 1869. 



Dr. Felix Klein. 



*) lütorno ai äistemi di rette di eecoiido grado; Atti della R. Aooademia di N^poli, III, 1 
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ZWEITE ABTHEILUNG. 
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Abschnitt IL 
Viscussiou der allgeineineu Gleicliimg der Coinplexe des zweiten Grades. 



«1- 

Durchmesser der Complexe. Systeme dreier zugeordaeter Durchmesser. Die drei Axen 

Systeme zugeordneter Complex-Cyliader. Ceutral-Parallelepipede. Mittelpunct 

des Coniplexes. 

234. Die Gleichung (IV) gibt unmittelbar für jede gegebene Ebene 
{f, u', v), indem wir t', u, v als constant, l, u, v als veränderlich betrachten, 
die Complex-Curve, welche diese Ebene enthält, im Räume durch Plan-Coor- 

dinaten dargestellt. Wenn wir — 7, -~, -r, statt i', u, v und — , -7, — 

.statt /, II, V einführen, so können wir die angezogene Gleichung irnter der 
folgenden Form schreiben; 

(J>t"+ Eii" + fv''+2Ka'i>'+2Lfii' + -2Ilfl'u'}ii>' 
—2{DI'K+LvK' + Muiif — 0uv'~Rp' — Sfv +TI'u' + Uu")t« 
—2{Euw' + Kv'K' + Mt'w + f/l'v+Puv'+Qv" — Tl"—Ul'ii)uw 
— 2{Fv'n + Ka w' + Lt' «' ~(N —0)1' u' —Pu" — Qu o' + Rl' v + St")vir: 

— 'i(Auv' — Ktii" + Ol" — Ht'ii Jt'tf — Ol'tii' + Piia ~Ot}'iii>')uv 

— 2(ff/'ü' — Lw'^ — GtW -\- Hu'^ — Ji/v -Y^'uw -\-Rv'w' — S1'w')tv 
—2(CI'u'—mtv"~GI'v~Huv+Jtf'—(N—0)v'iii' + Tt'nl~üutii)l„ 
+ (Dw" + Bv" + Cu"~2auv—2Sv'K' -\-2Tuii!)f- 
+ {Eiii" + Ai)" + Ct"^2Ht'v' + 2Pt'w' — 2Dl'iv)u' 
+ (Fw'' + Au'-+Bt" — 2Jl'u—2Clum'+2Rl'w)v' — Ü. (X) 
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Für die Gleicliun^i' des Mittel punctcs der Curve erhalten wir. indem wir 
die Gleichung der Curve in Beziehung auf w dittereiitiiren; die folgende: 
(/)/'ä + Eu-^ + Fi>'^-\- 2Khv' + 2 Lt' v -\-2 J/(' u')w 

— {I)t''m'-\-Lv'm'ArMitn)'~Od})—Rv''- — Si'v'-\-T('u^- l'u')f 

— {Eu)v' + Iiv''m'-\-Mt'w'-{'Nt'v'-\-Pu'v'-\-Qv'-^~Tt''-—l'l'u)u 

Die drei Coordiuaten des Mittelpunctes der C!avve sind liiernaoh, wenn Avir 
zugleich, der Kürze wegen, 

Df'' + El''' -H I''p- + '>K<i'/ + 2Ll'v' -f- 2-Ml'<i' --. Z' 
setzen : 



'J = - 




• w' + - 


— Nt'v —Puv' - Qv 


2^Tt''' + Ul'u' 




Fv-\-Eu^ Li' 


..■ + - 


y-O)l'ii--^Pu''^0< 


v—Ri'v—Sl' 


i ^ - 


— ^,- 


H' 


■-■-■- ■ 



m 



Die GleiehTinp: der Ebene ( ,, .- , _.) ist: 

,'.r + M>/ + v'z^?u- ^ 0, (S) 

und wivö. durch die vorstehenden Coordinaten-Werthe befriedigt. 

235. Wenn wir l', u, v als eonstant, w' als veränderlich betrachten, 
rückt die Ebene (3) parallel mit sich selbst fort, während in ihr die Coni- 
plex- Curve sieh fortwährend ändert. Lassen wir insbesondere ?/ verschi\-in- 
den, so erhalten wir fdr den Mittclpunct derCnrve in der bezüghchen durch 
den Aufangspunct gehenden Ebene von der gegebenen llichtung, deren 
Gleichung ist: 

/'.)■ -|- uf/ -j- ;;'; ^ 0, 
die folgenden Coordinaten-Werthe, die Aviv zur Unterscheidung aceentuiren 
wollen : 

, _ Qy'i' + Pcü"'' + Sl' v — Ti'v' — U n"^ 



- Puv — Qv"' + Tt"^ + Ut ' u_ 



{N- -Oy u -\- PiC- -\- Qii'v - 



(4) 



*) Die Comples-CurvL' tritt in der Darätelhuigs weise des Textes als Fläche zweiter Clas^e auf, 
mul ihr Jlittslpuiii't wird nie der Mittelpuiiet eiiiei- soldien Fläche lie^tuiimt. OeometL-ie des Raumes. 
S. 1!)2. 

29* 



yGoosle 



228 

Wir können hiernach die Iriilieren allgemeinen Cuui'dinateii-Werthe {'2) in der 
folgenden Weise sehreiben: 



(5) 



Hiernacli trgibt sich dii; nachstehende .Doppel-Uleidnmg: 



JJ/- + /,('■ + A/tt Ell + /^v + A//' 

der wir aucli die folgende Form geben können: 



(T) 



Die vorstehenden Doppel -Gleichungen stellen, wenn wir in ihnen x,y,z 
als veränderlich betrachten, eine gerade Linie dar. Ans ihnen ist w elimhiirt. 
Die dargestellte gerade I^inie ist also der geometrische Ort für die Mittel- 
puncte der Oomples-Curven in parallelen Ebenen, welche, bei willkürlieber 
Annahme von w' , durch die Gleichung (ö) dargestellt werden. Wir nennen 
diese Lhiie einen Durchmesser des Complexes mid sagen, dass er, in dem 
Complexe, dem Systeme der parallelen Ebenen und insbesondere jeder dieser 
Ebenen zr^eordnet sei. 

In einem Complexe des zweiten Grades ist jedem Systeme 
paralleler Ebenen im Allgemeinen ein einziger Durchmesser zu- 
geordnet, welcher die Mitteipuncte aller Curven zweiter Classe 
enthält, die in den parallelen Ebenen liegen. 

Die Complex-Cui-ven in parallelen Ebenen bilden eine Aequatorialhäche : 
der Durchmesser der Fläche ist ein Durehmesser des Complexes. 

2iJG. Wenn der durch (Ö) dai^esteUte Durchmesser des Complexes auf 
der Ebene (^3) , welcher er conjugirt ist , senki'echt stehen soll , so erhalten 
wir die folgenden beiden Bedingungs- Gleichungen: 



(«) 













ni 


■ + !.,■ 


+ 


Mu _ •' \ 












Fi- 


' + KU 
+ Kc 


+ 


MI- »• ( 












Fr 


' + Ku 


' + 


w - V 1 


welche 


wh 


hl 


der 


Doppel 


-Gl 


eiehun 


a" 
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rfs" (/M' (!;=:' 0*) 

</'r du' t/r 

zusammenfiissen können. Der Dnrchmesser ist in diesem i'alle eine Axe 
des Compleses. Die letzte Doppel-Gleichnng ist mit deijenigen identisch, 
die wir zni- Bestimmnng der Ilichtung der drei Haiiptschnitte einer Fläche 

zweiter Cla,?se erhalten, welche, indem , wir -,, — . , — als Plan-Coordinaten 
lind als verLinderlith betrachten und durch /.■ eine willkürlielie konstante he- 
zeichncn, durch die Gleichung 

r' _|_ /,.«,-:! = 

dargestellt wird.*) 

237. Diese Flilehe IviVngt ledigh(;h von den sechs (.'oiiiplex-Constanten 
I>, E, F, K, L, M ab. Da diese Coustanten dieselben bleiben, wenn der 
Anfangspimct der Coordinaten seine Lage beliebig ändert (Nr. 157.), so kön- 
nen wir die Fläche, parallel mit sieh selbst, verschieben, olme ihre Beziehinig 
zum Complexe zu ändern. Der wiUkürliehen Annahme von /■ entsprechend, 
können sich die Dimensionen dei"selben in jedem beliebigen Verhältnisse 
ändern. Wenn wir den Coordinaten -Axen eine andere Richtung geben, so 
erhalten in dem neuen Coordinaten -Systeme die obigen sechs Complex-Con- 
stanten andere Werthe mid dieselben Weithe entsprechen den sechs Con- 
stanten der Flilche, wenn wir auch diese auf die neuen Coordinaten -Axen 
beziehen. 

Die so definirte Fläche, deren Mittelpunct und deren Dhneiisionen be- 
liebig angenommen werden können, wollen wir die Charaeteristik des 
Complexes nennen. Die Cleichung des Complexes wollen \vir -wieder in fol- 
gender Weise schreiben: 

Ari -f- ff .V + 6' + Dir- + Etf- -j- /'V/^ 
-j- -IQh ^ lllr + -Urs + -2A'5i; — 2Zö>y — '2M<>g 
~ 2iVyo- + 20s9 
+ 2 /'/•<> + -lOrvi + 2ÄÄ9J — 25,*ö — 2 7'« + 2 T? = (i. (1) 

Für die (.ileichung der Charaeteristik des Complexes erhalten wir, wenn wir 
den Anfangspunct zum Mittelpunete dieser Fläche nehmen, nach Unter- 
drückung der Aecente die folgende: 

*} Siühfi Geonietrit dea liiuiuK'ä Xi-. 103 uml Xr \.hi. 
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Dl' - .'-'«- ~ Fl- + 'IKiii: - -ir.lii + 2Mla + «•• 

S + «-'-o. (10) 

Wir liiibeii in dieser LtleiL-hung;, imbescliadet iler AllgumGinhoit, /,■ der Einheit 
gleich gesetzt. 

Die Characteriätik eines Complexes ülierhebt xins jeder analytisebeu Dis- 
cussion über die ßicbtimg der Durchmesser desselben. Einem S_ysteme paral- 
leler Ebenen ist ein Diu'chniesser der Characteristili zugeordnet und dieseni 
Dm-chmesser ist deqenige parallel, welcher in dem Complexe denselben Ebe- 
nen zugeordnet ist. Dreien zugeordneten Durchmesseni der Chavaeteristik 
sind drei Durchmesser des Complexes parallel, die wir ihrei'seits als drei 
zngeordnete Durchmesser des Complexes bezeichnen wollen. Wir 
kömien jeden gegebenen Durchmesser des Complexes für einen dreier zugeord- 
neter Durchmesser desselben nehmen, dami sind die beiden andern denjeni- 
gen Ebenen parallel, denen der gegebene zugeordnet ist. Jeder von drei 
zugeordneten Durchmessern ist denjenigen Ebenen zugeordnet, welchen die 
jedesmaligen beiden andeni parallel sind. 

Ein Complex hat im Allgemeinen ein einziges System von drei Axen, 
die auf einander senkrecht stehen. Die Ebenen, welche diesen Axen, paar- 
weise genommen, parallel sind, wollen wir als Hauptschnitte des Complexes 
bezeichnen. Die Axen sind den Hauptschnitten zugeordnet. 

Zum Behuf der Bestimmung der zugeordneten Dureliniesser eines Com- 
plexes können wir au die Stelle der Characteristik den Asymptotenkegel der- 
sellien setzen, und diesen Kegel, parallel mit sieh selbst, beliebig verechieben. 
Nehmen wir den Aiifangspunct der Coordinaten als seinen Mitteliaunct, ■ so 
wird derselbe in Plan -Coordinaten durch die beiden Grleichungen : 

% = 0, w ^ Q 

darg(.'stellt , in Punct- Coordinaten durch die einzige Crleicbung: 

+ 'l{DK—LM)yz + '2{EL — KM)xz + 'i.{FM ~KL)x>j = 0. (11) 
Drei zugeordnete Dm'chmesser eines Complexes haben gegen einander 
eine wesentlich vei-schiedene Richtung, je nachdem die Characteristik des 
Complexes ein (ein- oder zweischaliges) Hyperboloid mit reellem Asymptoten- 
kegel oder ein (reelles oder imaginäres) Ellipsoid ist, dessen Asymptotenkegel 
auf einen ellipsoidisehen Punct sich rednciit. Der letztere Fall ist dadurch 
angezeigt, dass die drei Ausdrücke 

K^ — EF, TJ — I)F, M^-DE (12) 
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im Zeichen übereinstimmen, Wiihrend im erstem Falle diese Uebereinstiui- 
mmig nicht stattfindet. 

238. Wenn insbesondere die Cliaraeteristik eine Umdrehmigsfliicbc ist, 
so bat der Complex, wie diese Fläche, eine Hauptaxe und daneben nuend- 
lich viele Äsen, die sämmthch gegen die Hauptaxe und, paarweise genom- 
men, anch gegen einander senkrecht gerichtet sind. Dieser besondere Fall 
ist, miter Voranssetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen, dadnreb bezeich- 
net, dass 

/>-^"^^^.7^f_^^, (13) 

und dann bestimmt die folgende Doppel-Oloiclning: 

/.-,r _ Ly - J1-. (14) 

die Kichtung der Hanptaxe.^^) 

Ein mehr mitergeordnetei' Fall ist dei^jenige, dass die Cliaraeteristik in 
eine Kugel übergeht, dem entsprechend, dass die doppelte Bedingimgs-G-lei- 
clnmg (i;i) in die folgenden Gleichnngen sich auflöset: 
Ä' = 0, L = 0, J/= 0, 

/) = E ^ F. 
Dann shid alle den Itanm durchziehenden Ebenen Haxipt schnitte des Com- 
plexes, auf welchen die zugeordneten Durchmesser senkrecht stehen. Jeder 
Durchmesser des Complexes ist eine Axe desselben. 

239. Wenn wii' die Coordinaten-Axen, auf welche die allgemeine Ulei- 
ehung (I) des Complexes zweiten Grades bezogen ist, irgend dreien zugeord- 
neten Durchmessern des Complexes parallel nehmen, so verschwinden aus 
dieser allgemeinen Gleichvmg, wie aus der Gleichung der Characteristik, drei 
Constanten. Dann ist ntlmlich: 

A'= 0, L = 0, ,(/= 0. 

Es geschieht dieses insbesondere, wenn rechtwinldige Coordinaten-Axen den 
Axen des Complexes parallel genommen werden. Es kann diess unendlich 
oft geschehen, wenn die Characteristik eine Eotationsaxe, der Complex eine 
Hauptaxe hat. Eine der drei Coordinaten-Axen ist dann der Hauptaxe 
parallel zu nehmen , während irgend, zwei gerade Linien , welche auf einander 
und auf der Hauptaxe senkrecht sind, für die beiden anderen Coordinaten- 
Axen genommen werden können. Wenn nach einander OX, OV, OZ der 

*) Geometrie des Raumes. Xr. 154. 
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Hauptaxe parallel genommen werden, so werden bezüglich die Coeffieienten 
E und /', D mid F, f) imcl /:.' einander gleich. Ans 'ler Gleichimg emes 
Complexes, ivelehev nur rechtwinklige zugeordnete Dm'chmesser hat imd auf 
ein beliebiges System rechtwinkliger CoordinsLten-Axen bezogen wird, ver- 
schwinden K, L, M und die drei Coeffleienten />, E, F werden einander gleieli. 

Wir wollen uns in diesem Paragraphen auf den allgemeinen Fall be- 
schränken, dass die Characteristik eine FUlche zweiter Classe mit einem 
ilittelpuncte ist. Diejenigen Falle, wo das Verschwinden von K, L, M das 
gleichzeitige Verschwinden einer der drei Constanten />, E, F zur Folge hat, 
bleiben hiernach einstweilen von der Discussion uocli ausgeschlossen. 

240. Wir haben für denjenigen Durchmesser, der solchen Ebenen, die 
einer gegebenen Ebene: 

l'.x + ui/ + /r =^ 
parallel sind, zugeordnet ist, die folgende Doppel-Gleichung: 

erhalten. Der successiven Annahme entspi'echeud, dass 

ii' ^ und r' = M, 

/' = - r = 0, 

/' = - i/ =-- 0, 
ist nach der 2;S4. Xummer bezügiieli: 

-,■,,■, . « . (' ■ ,, 

'-'■"'• •■■■ - >-• V - - F- =^"- 

Hiemach löst sich die vorstehende Doppel -(ilcieluuig nach einander in die 
folgenden drei Paare von Gleichungen auf: 

j/.-t _ />y + y = 0, L.V --- />: - S = 0, 

J/y — F.V — U^ 0, /i> — Fz -^ P = 0, {10| 

IZ _ /-.,; ^L R = 0, Jl'z — Fl/ — = 0, 

welche diejenigen Durchmesser des Complexes darstellen, die bezüglich den 
mit rz, XZ, XV pai'allelen Ebenen zugeordnet sind. 

Wemi wir die drei Coordinateu-Axen insbesondere so amiehmen, dass 
sie irgend di-eien zugeordneten Durclmiessem des Complexes parallel sind, so 
verschwinden die drei Coiistanten /i', L, M imd i\ir erhalten zur Bestimmuug 
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der absohlten Lage dieser drei den Coordiiiaten-Axcn OX, Ol', OZ parallelen 
Durchmesäer die folgenden drei Grleichungen- Paare: 



(17) 



Drei zugeordnete Durchmesser schneiden sich also, paarweise genommen, im 
Allgeiüemen nicht. Sie bestimmen aber, wie überhaupt irgend drei gerade 
Linien, welche sich nicht schneiden, ein Parallelepiped , das wir hier, weil 
es für den Complex bezeichnend ist, naher betrachten und ein Central- 
Parallelepiped des Complexes nennen wollen. 

Die vorstehenden sechs Glei- ^ 

chungen (17) stellen, einzeln genom- j ^ 

men, die sechs Seitenebenen eines 
Central -Pai'allelepipeds dar. Jede 
von zwei gegenüberliegenden Seiten- 
ebenen geht durch einen von zwei 
der drei zugeordneten Durchmesser y- 
und ist dem anderen der zwei pa- 
rallel. Drei sich nicht schneidende 
Kanten des Parallelepipeds smd die 
drei zugeordneten Durchmesser, für 
■welche wir in der 12. Figur AB, /'' 

CD, EF nehmen wollen. Wir können ^ X 

dieselben sechs Gleichungen (17), die, ■^'""'^ ^'' 

paarweise genommen , die drei zugeordneten Durchmesser des Complexes dar- 
stellen, auch noch in folgender -Weise zusammeuorducn: 



(18) 



Dann stellen di.c drei Paare von Gleichungen diejenigen drei Kanten des 
Parallelepipeds dar, welcher den drei zugeordneten Durchmessern gegenüber- 
stehen. Diese drei Kanten DE, FA, BC, die auch ihi-erseits sich nicht 
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sehneiden, bilden mit den drei in die zugeordneten Duvehniesser lallenden 
Kanten ein räumliches Sechseck ABCDEF. Die Eckpmicte des Sechsecks 
sind sechs der acht Eclqjimcte des Parallelepipeds. Drei Diagonalen des 
Parallelepipeds sind die drei Diagonalen des Sechsecks, die beiden Puncte 
G, H, welche die vierte Diagonale verbindet, haben zn Coordinateu 
r , P 



'.I = ■ 



(Ui) 



l'nr die Lungen der Kanten, welche bezüglich den drei Coordinaten-Axen 
OX, Or, OZ parallel sind, ergibt sieh 



(2n) 



i-:vi + FtJ po + /'/' i>P+ ES 

EF ' ' DE " ' " DE "' 

und für den Mittelpunct des Parallelepipeds, dessen Cooi'dinaten ^\ir, znr 
Unterscheidung, diu-ch x", iß, z" bezeichnen wollen: 

ER^FU DO — FT fJP — ES ,,,, 

■^" = -^j--' r = - -2>F-' - = - '-DE'- • ^-^> 

2Jrl. Die durch die Gleichungen -Paare (18) dargestellten Kanten des 
Central -Parallelepipeds stehen zu dem Complexe in einer einfachen geometri- 
schen Beziehung, die wir unmittelbar erhalten, weiui wir zu den Gleichmi- 
gen derjenigen drei Coiuplex-Cylinder zurückgehen, deren Seiten den drei 
Coordinaten-Axen parallel sind. Die Gleichungen dieser Cylinder werden (Ab- 
schnitt I. §5 Gl. 32), wenn wir, wie in der vorigen Nummer, die Coordi- 
naten-Axen ÖX '5 -f. Ö^ irgend dreien zugeordnet-en Durchmessern des Com- 
plexes parallel nehmen und demnach K, L, M gleich Null setzen, die fol- 
genden : 

/'V -I- J)z^ — 2Ä,r + 2ÄJ = 0, i (22) 

^,rä + Dif + 2 Vx — 2Ty=0. J 
Die drei Asea dieser Cylinder werden durch die drei Gleichungen-Paare (18) 
dargestellt. Während drei Kanten des Central-Parallelepipeds, AB, CD, EF, 
in drei zugeordnete Durchmesser des Complexes fallen, fallen die drei gegen- 
überliegenden Kanten desselben, DE, FA, BC, in die Axen derjenigen 
drei Cylinder, deren Seiten den drei zugeordneten Durchmessern 
parallel sind. 

242. Wenn ein Complex zweiten Grades gegeben ist und wir eine Ebenen- 
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richtuiig willkurlidi annehmen, so i^it jeder Linienrichtnng, die dieser Ebenen- 
riehtung i^arallel ist, eine zweite solche Liuienrichtung zugeordnet. Jeder 
gegebenen Ebenenrichtnng (jedem Systeme paralleler Ebenen) ist eine einzige 
Linienrichtmig zugeordnet und gegenseitig jeder gegebenen Linienrichtnng 
eine einzige Ebenenrichtnng. Jeder gegebenen Linienrichtung sind unendlich 
viele Paare von Linienrichtungen zugeordnet , welche der der gegebenen 
Linienrichtnng zugeordneten Ebenemiehtung parallel sind. So gibt es un- 
endlich viele Systeme dreier zugeordneter Linienrichtungen, in der Art, dass 
jeder gegebenen Liuienrichtung einerseits unendlich viele Paare zugeordneter 
Linienriehtungen entsprechen, welche der zugeordneten Ebenemiehtung paral- 
lel sind, imd andererseits die Ebenem-ichtnng, welche irgend zweien dreier 
zugeordneter Linienrichtungen parallel ist , der dritten dieser Richtungen zu- 
geordnet ist. Es gibt endlieh unendlich viele Systeme dreier zugeordneter 
Ebenenriclitnngen : sie sind je zweien von drei zugeordneten Linienvielitungen 
parallel. 

Es gibt einerseits drei zugeordnete Durchmesser des Complexes, welche 
(üe Sichtung dreier zugeordneter Linienrichtungen haben, andrerseits drei 
Axen von Complex-Cylindei'n, welche dieselben Eichtungen haben, und die 
wir ihrerseits als drei conjugirte Cylinderaxen bezeichnen können. Die 
drei zugeordneten Durchmesser und die drei zugeordneten Cylinderaxen bil- 
den ein räumliches Sechseck, dessen gegenüberliegende Seiten parallel sind. 
Die Seiten desselben sind abwechselnd Durchmesser imd Cylinderaxen. Jeder 
Durchmesser wird von zwei Cylinderaxen geschnitten, welche derjenigen 
Ebenemiehtung parallel sind, die der Richtui^ des Durehme^ers zugeordnet 
ist. Jede Cylinderaxe wird von zwei Durchmessern geschnitten, welche der- 
jenigen Ebenenrichtung parallel sind, die der Eichtung der Cylinderaxe zu- 
geordnet ist. 

Einer gegebenen Ebene sind unendlich viele Durchmesser des Complexes 
und die Axen unendlich vieler Complex-Cylinder paiullel. Einereeits bilden 
jene Durchmesser, andrerseits diese Cylinderaxen eine Linienfläehe. Der ge- 
gebenen Ebene ist ein Durchmesser des Complexes zugeordet, so wie ihr die 
Axe eines Complex-Cylinders zugeordnet ist. Jener Durchmesser ist dieser 
Cylinderaxe parallel. Die Axen aller Complex-Cylinder, welche der gegebe- 
nen Ebene parallel sind, schneiden die zugeordneten Durchmesser, alle Dureh- 
messer des Complexes, welche der Ebene parallel sind, schneiden die zu- 
geordnete Cylinderaxe. 

ISO* 
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243. Es ei^clieint zweckmässig, die vorstehenden geometrischen Betrach- 
tungen durch einige analytische EntwicMm:^en zu bestätigen und zu ver- 
ToUständigen. 

Die Gesammtheit aller Curven, welche in Ebeneia liegen, welche der 
Ebene YZ j^arallel sind und somit eine Aequatorialfläche bilden, wird 
(Abschn. I, § 2 Nr. 1G;S) durch die folgende Gleichung dargestellt: 
J) iv^ + 2 (Z x — S) V w + {Fx^ — -2RX-YB) v^ 
+ ■2(Mx^T)u7V + 2{Kx-'-~0.v—G)ue+ [Ex'' -\-2Mx + C)>ß = 0. (23) 
Die Ebene der Curve ist durch x bestimmt und dann die Cui've in ihrer Ebene 
durch die Linien -Coordinaten und — . Wenn die Axe OX die der Ebene 

IV w 

Y Z zugeordnete Richtung haben soll, so vei-schwindet L und M\ wenn sie 
mit dem dieser Ebene zugeordneten Durchmesser des Complexes zusammen- 
faUen soll, so müssen auf ihr die Mittelpuncte aller Curven liegen. Diesig 
fordexi;. neben: 

/; = , .1/ = , 

überdies« noch: 

.S' = 0, 7' = 0. 

Dann vereinfacht sich die vorstehende Gleichung folgendergestalt: 
i>«'ä+(/'.r2— 2Ä.r+ff)i'^+2(Ä'.t^— Ö.f— tf)«i^ + (Ä\r^+2r.v+f)«^ = 0. (24) 
Dieselbe Aequatorialfläche , welche durch die vorstehende Gleichung ver- 
mittelst ihrer Breitencurven dargestellt wird, wird (Abschn. I, g 5 Gl. 30) 
unter Berücksichtigung, dass /, J/, S und T vev.schwinden, durch die fol- 
gende Gleichung: 

+ 2{ßr^ + ''>Ki.— r«-)-v + (5('ä — 2 6'f(iJ-l-CV) = Ü (2;-.) 

vermittelst ihrer umschriei:)eneia Comples-Cylinder, deren Axen der Coordi- 
naten-Ebene YZ parallel sind, dargestellt. Nachdem wir durch willkürliehe 

Annahme von — die Axenrichtung eines dieser umschriebenen Complex-Cy- 

linder bestimmt haben, stellt die letzte Gleichung in XZ die Curve zweiter 
Ordnung dar, nach welcher der bezügliche Cylinder diese Coordinaten-Ebene 
schneidet. Die mit YZ parallele Axe des Cylinders geht durch den Mittel- 
punct dieser Durchschiiitts-Cui-ve , welcher auf der Coordinaten- Axe ö fliegt, 
und auf dieser Axe durch den Coordinaten -Werth 
BiP- -\- Ouv — Uu'^ 



Fv- -\-'2l{i(v + f-ii- 



(26) 
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bestimmt ist. Bezii^ien wir die C'oordiiiaten y iind ; auf irgend einen Pnnct 
irgend einer mit YZ parallelen C}"]inderaxe, so ist 

V ^ _ y ^ 

u z 

nnd wir erhalten 

'* Fy' — 2Kijz+ Ez' ' ^'^'> 

als Grleichimg des geometrischen Ortes für die der Ebene FZ paral- 
lelen Axen von Complex-Cylindern. 

In der letzten Gleichnng ist ausgesprochen , dass in jeder durch einen 
gegebenen Durchmesser gelegten Ebene eine einzige Cylinderaxe liegt, welche 
der dem Durchmesser ztigeordneten Ebenenrichtung parallel ist; während in 
jeder Ebene, welche diese Richtung hat, zwei auf dem Durchmesser sich 
schneidende Cylinderaxen liegen. 

24i. Es gibt einen andern Weg zur Bestimmung der beiden Cylinder- 
axen, die in einer gegebenen Ebene, welche wir hier der Coordinaten-Ebene 
FZ parallel genommen haben, enthalten sind. Wenn wir nämlich die Grlei- 
chung (24) in Beziehung auf .r differentiiren, kommt; 

{F.v — R)v°- + {2K.v — 0)uv + (F.r + t')?r^ = d. 

Diese Gleichung gibt sofort den eben gefundenen Werth von .r in v und u 

(2G). Die Richtung der beiden Cylinderaxen in der Ebene FZ selbst ist 

durch die Wurzeln der folgenden Gleichung gegeben: 

Rv^ + Ouv— tu' = Ü. 

Ein Complex-Cylinder , dessen Axe in einer gegebenen Ebene liegt, hat 
zu zw^eien seiner Seiten zwei parallele Tangenten derjenigen Complex-CiuTe 
zweiter C'lasse, welche m dieser Ebene liegt. Die Axe des Cylinders geht 
also durch den Mittelpnnet der Complex-Ciu've, Projiciren wir auf die ge- 
gebene Ebene die Complex-Curve in der ihr parallelen benachbarten Ebene 
nach derjenigen Richtung, die diesen Ebenen conjugirt ist, so wird auch 
diese Projection von den beiden Cylinderseiten berührt; mit andern Worten, 
die beiden unter sich parallelen Ebenen, welche den Cylinder nach diesen 
Seiten berühren, bei-ühren gleichzeitig die Aequatorialflache, welche OÄ zuni 
Durchmesser hat. Es handelt sich hiernach darum, diejenigen Puncte der 
Complex - Cui've in der gegebenen Ebene zu bestimmen, in welchen die Aequa- 
torialflJlehe von solchen Ebenen berührt wüxl, die dem Diu-chmesser dieser 
Fläche parallel sind. Der der Aequatorialflache umschriebene Cylin- 
der, dessen Seiten dem Dui'chmesser derselben parallel sind, berührt die 
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Fläche iiacli einer rLUimUuhen Ciu've, welche von einer Ebene in vier Piincten 
geschnitten wird. Sie wird insbe^^andere von der gegebeneu Ebene, welche 
eine Breitenebene der Flflthe ist, in solchen vier Pimcten geschnitten, welche 
die Scheitel zweier Durchmesser der Complex-CniTe in der gegebenen Ebene 
riiud. Die beiden, diesen Durchmessern zngeoi'dneten Durchmesser der Com- 
plex-Curve sind die lieiden zu coustruiremleii, in der geiiel^cnen Ebene liegen- 
den Cylinderaxen. 

2io, Wir wollen die Axe 0A\ wek-he nach der tiisherigen Amiahme 
mit irgend einem Durchmesser des Complexes znäammeuiiel , nmnnelir so ver- 
schieben, dass sie mit der diesem Durchmesser parallelen Axe eines Complex- 
Cjlinders zusammen lallt. Die Clleichung desjenigen Cylinders, dessen Axe der 
Cüordinateu-Axe "X j)iU'dllel ist, hat überhaupt zur Gleicliung (Nr. 2-i'i): 

F.f — -lh'iiz + E'J ^-lUn — -IPz + ./ = (]. 
Damit die Axe des ('ylindcrs mit '?.l" zusLiunuenfalle. rvlialten wir die bi-i- 
dfu lledingnugen: | 

/'__-. 0, (j = 0. 

Die allgemeine Oleichmig der Complex-Curven in riau-Coordiuatea (X), 
welche wü' an die Spitze der Entwicklungen dieses Paragi'aphen gestellt 
haben, stellt dann insbesondere die in einer beliebigen, diu'ch die Cylinder- 
a\c gelo^i^teii Ebene: 

enthaltene Complex-Ciurve dar, wenn wir in derselben /' und n' gleich Xu!l 
setzen. Unter Berücksichtigung, dass P und [} verschwiinleii, erlialteii wir 
für diese CuiTe die Gleichung: 

(Ä'«'M--'A' «';''+ ri>-))ß-- — 2{rn^ — <hiv—ni'^)i>i- 

— ±(nii'-—.Jui')lv -h ■>{H<i',' --.h.-'-)/!' 
+ iCi/'-i — •> i'. n V J- n v'-')/-^ 

+ ./(./,_,-,.,.=.-. I,. (:>s) 

Der Mittelpunet dieser Curve liegt auf der C'oordinateu - Axo " A', luid i^t auf 
dieser Axe durch den Coordinaten-Werth: 

, _ Bv"'- -f Oii'v — Uii-_ 
■^' ^ /'(■•• + 2A'w'c' -)- i'H-" 
bestimmt. 

Die vorstehende Gleichung (28) stellt, wenn wir in derselben ,- als ver- 

ilnderlieh betrachten, eine Meridianfiäche dar, welche die Axe eines Complex- 
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Cylimlers zu ihrer Doppellinie hat. Sie ist tladui'ch chanieterisirt, dass die 
Mittelpuncte ihrer säuimtlichen ileridiancurven auf der Doppellinie Hegen. 

24G. Nach VertaiLschung von , inid - - werden die beiden Gleichungen 
(27) \\m\ (29) identisch. Wenn wir daher durch , die Hiclitung einer Cy- 

hnderaxe bestimmen, welche der Eigene F^pamllel ist imd demnach denjenigen 
Durchmesser des Complexes, der mit OÄ' parallel ist, schneidet, so liegt diese 
in einer Ebene, welche die Cylinderaxe OÄ in dem durch (29) bestimmten 
Pimcte schneidet. Diejenige gerade Linie, welche in dieser Ebene liegt und 

durch diesen Pnnct geht und deren Richtung der Richtung der dnr(-h - , be- 
stimmten Ebene der Complex-Cui-ve und also auch der Richtung der durch 
— bestimmten Cylinderaxe conjugirt ist, ist der gesuchte Durchmesser des 

Complexes. 

Um hiernach den fraglichen durch den Mittelpunct der Cm've (28) gehen- 
den Durchmesser des Complexes zn construiren, bedienen wir uns der Cha- 
raeteristik der Fläelie. Wir wollen die bisher unbestimmt gebliebenen Rich- 
timgen der beiden Coordinaten-Axen OF und OZ^ der Einfachheit wegen, 
mit irgend zwei zugeordneten Durchmessern der Durchschnitts-CuiTe der Cha- 
meteristik mit der Coordinaten- Ebene FZ zusammenfallen lassen. Dann 
verschwindet A' aus der Gleichung des Complexes, und die Gleichung dieser 
Durchschnitts - Cnrve wird ; 

Ff-' + Eii-^ + A-w' = 0. 

Zur Bestimmung der Richtung, welche der Richtung --, zngeoi'dnet ist, die 
wir durch — bezeichnen wollen, erhalten wir die Gleichung: 

•' ■-;;+>- »• (30) 

Wenn wir vermittelst dieser Gleichung in (29) — statt -, emführen, kommt: 

■*■ ^ EF(Fv> -\- Eu') ■ ^-^' 

Wenn "wir endlieh y und z auf h'gend einen Punet des fraglichen mit FZ 
. Durchmessei"s des Complexes beziehen, erhalten wir: 
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und hiernach 

_ _ FUj>ß + EFOyz -\- K'^Rz' 

EF{F>f + J-z''-) ' '"'-' 

Diese Gleichung stellt, wemi wii' x, y, z als veränderlich betrachten, den 
geometrischen Ort für diejenigen Durchmesser des gegebenen 
Complexes dar, welche der Ebene YZ parallel sind. 

Sie sagt aus, dass in jeder dui'ch die Axe eines gegebenen Complex- 
Cylindei-s gelegten Ebene ein einziger Durchmesser des Complexes liegt, ivel- 
cher der der Cylinderaxe zugeoi'dneten Ebeneuriebtimg parallel Ist, während 
in jeder Ebene von dieser ßichtung zwei Durehmesser liegen, ■welche aiif der 
Axe des gcgebi'n(.'n Cylindei-s sich schneiden. 

Eine Ijeliebige Ebene- A E E' E G (I' A 
, sehneidet den Durchmesser AB des Com- 

plexes mid die Axe DE des Complex-Cylin- 
dei'S, deren Richtung ihr zugeordnet i-st, 
in zwei Puneten A und E. In dieser Ebene 
liegen zwei Cylinderaxen AP und AF', die 
j ß^ I , den Durchmesser AB inA, und zwei Com- 

■. ■^' \ V plex- Durchmesser EF imd EF', welche die 

-' ''^^^___- '/\ Cylinderaxe DE in E schneiden. Die Rieh- 

fi't;" T __ ;-■' " / tuugen der beiden Durchmesser in dieser 

A ' -f' Ebene sind bezüglich den Eichtungen der 

beiden Cylinderaxen in derselben conjugii-t. 
ligur 1,5. Die Ebene gehört gleichzeitig zweien Cen- 

tral-Parallelepipeden an, welche zwei gegen- 
überliegende Kanten, die in den Durchmesser AB und die ihm parallele 
Cylinderaxe DE fallen, gemein haben. Die gegenüberliegenden Seitenflächen 
des Parallelepipeds fallen in dieselbe Ebene BC'CDH'HB. Die beiden in 
dieser zweiten Ebene liegenden Dmx-hmesser des Complexes, CD und CD', 
sind die den beiden Cylinderaxen in der ersten Ebene, so wie die beiden 
Cylinderaxen in der zweiten, BC und BC, die den l^eiden Durclimessem iii 
der ei-sten Ebene gegenüberliegenden Kanten der beiden Parallelepipede. Der 
gemeinsame Mittelpunct der beiden Central -Parallelepipede liegt in einer 
Ebene, welche parallel mit den beiden gegenüberliegenden Seitenflächen, die 
wir ihrerseits, wie l>isher, der Coordinaten- Ebene YZ parallel nehmen wol- 
len, in der Mitte zwischen beiden hindurchgeht. Sie halbii-t also den Abstand 
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uines Darebmessers und einer Cylinderaxe des Complexes, welche unter sich 
und mit YZ parallel sind. Dadurch, dass wir, parallel mit YZ, die ge- 
meinschaftliche Richtung beider von vorneherein annehmen, sind die beiden 
gegenüberliegenden Seitenflächen eines Parallelepipeds in linearer Weise )je- 
stimmt. 

Wenn wir die Grleichimg (27), wie die Gleichung (32), auf .Coordi- 
naten-Axen OF \rnAOZ beziehen, welche zweien zugeordneten Durehmessern 
des Compleses oder, was dasselbe heisst, zweien zugeordneten Cylinderaxen 
desselben parallel sind, so verschwindet auch atis ihr K und es kommt: 

Unter der Voraussetzung, dass '_■ in der vorstehenden Gleichung (33) \m.(\ 
der Gleichmig (32) derselbe Weith beigel^t werde, bedeutet x in den beiden 
Gleichungen die Abstände einer Cylinderaxe des Complexes und eines Durch- 
messei-s desselben, deren Richtung dieselbe und durch - gegeben ist, von 

der Coordinaten- Ebene YZ. Die halbe Summe di^er Abstände, welche wir 
durch .x" bezeichnen wollen, gibt also den Abstand des Mitt^lpunctes des be- 
züglichen Central -Parallelepipeds von derselben Coordinaten-Ebene. Wenn 
wir die fraglichen Gleichungen (32) und (33) addiren, so kommt in Ueber- 
einstimniung mit (21): 

Der Werth von x" ist unalüiängig von dem l^cliebig angenommenen Wertli 
von — . Ueberdiess liegen die Mittelpunete aller Oentral-Parallelepipede, deren 

gegenüberliegende Kanten in den YZ zugeordneten Durchmesser und die die- 
ser Ebene zugeordneten Cylinderaxen fallen, auf der Mittellinie zwischen die- 
ser Cylinderaxe und jenem Durchmesser. Wir ziehen hieraus den Schluss, 
dass alle Central-Parallelepipede, deren eine Kante in einen gegebenen Durch- 
messer des Complexes und deren gegenüberliegende Kante demnach in die 
dem Durchmesser parallele Cylinderaxe fällt, einen gemeinschaftlichen 
Mittelpunct haben. 

Der vorstehende Satz gibt uns unmittelbar neue Reihen von Central- 
Parallelepipeden, welche unter sich und mit den Parallelepipeden der ersten 
Reihe denselben Punct zum Mittelpmicte haben. Wir brauchen bloss zu 

Plück.r, C™m.lri=. 31 



yGoosle 



— 242 ~ 

dif^reni Ende an die Stelle den gegebenen DiirchniesiSt'i'S irgend einen nunen 
zu setzen, der demselben zugeordnet ist, luid, so fortfahrend, den jedesmaligen 
neuen durch irgend einen ihm zugeordneten zu ersetzen. . Einem gegebeneu 
JJurchmesser der Characteristik des Complexes ist al^er jeder Durchmesser, 
welcher in der gegebenen zugeordneten Dimnetralebene liegt, zugeordnet. 
Zwei gegebene Durehmesser haben also l)eide denjenigen zum zugeoi-dneten 
Durchmesser, nach welchem die beiden Diametralebenen, welche den beiden 
gegebeneu Durchmessern zugeordnet sind, sich schneiden. So können wii" 
also auch von jedem gegebenen Durchmesser eines C'omplexes zu jedem zwei- 
ten gegebenen Durchmesser desselben in der Art übergehen, dass wir an die 
Stelle des ersten gegebenen Dm'chmessers zunächst einen demselben zugeord- 
neten dritten Durchmesser setzen und dann, an die Stelle dieses dritten, 
den zweiten gegebenen, der seinei"seits diesem zugeordnet ist. Wir gelangen 
somit zu dem folgenden Satze: 

Alle Central-Parallelepipede eines gegebenen Coiiiplexei 
luibeii denselben Punct zu ihrem Mittelimncte. 

1 )cn gemeinschaftlichen Mittelpunct aller (.'entral-Parallelepipede wollen 
wir den Mittelpunct des Complexes, jede Ebene, welche durch den- 
selben geht, eine Centralebene, jede durch ilm gehende gerade Linie eine 
Centrallinie desselben nennen. 

Ein Uomplex des zweiten (irades hat im Allgemeinen einen, 
Mittelpunct. 

EiiieE])eue, welche parallel mit irgend zweien zugeordneten 
Durchmessern oder mit irgend zweien zugeordneten Cylinder- 
axen eines Complexes in der Mitte zwischen denselben hindurch- 
geht, ist eine Centralebene des Complexes. 

Jedem Durehmesser eines Complexes ist die Axe eines Cylin- 
ders desselben parallel: die Mittellinie zwischen bei<len ist eine 
Centrallinie des Complexes. 

247. Wenn wir für FZ eine Centralebene des Complexes und für die 
Axe OA' einmal den ihr zugeordneten Durchmesser, das andere Mal die ihr 
zugeordnete Cylinderaxe nehmen, so werden die beiden Linienflächen, von 
welchen die eine alle durch den zugeordneten Diu'chmesser gehenden-, mit FZ 
parallelen Cyünderaxen, die andere alle durch die zugeordnete Cylinderaxe 
gehenden, mit FZ parallelen Durchmesser des (Komplexe.'? enthült, durch 
folgende beide Gleichungen dargestellt: 
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_ Rtr -- Ol/z — Uz' 
■'■ ~ Ftf' + Ez' ' 

_ lii/ — Oijz— Uz- 

■' ~ ~ Fy' + Ez^' 

Wenn wir die beiden Linienflächen und mit ihnen zugleicli die bezügliche 
Coordinaten-Äxe OX parallel niit sich selbst und mit der Centralebeue ver- 
schieben, ändern sich ihre beiden Gleichungen nicht. Wenn, nach der Ver- 
.sühiebung, der conjugirte Durchmesser mit der conjugirten Cylinderaxe zu- 
sammenfällt, stellen die vorstehenden Gleichungen die beiden Flüchen, auf 
dasselbe C'oordinaten-System bezogen, dar. In ihnen ist dann die <2;eometri- 
sche Beziehmig derselben zu einander munittelbar ausgesprochen. 

Wir können hierbei immer voraussetzen, dass in ¥Z die beiden Coor- 
dinaten-Axen Oi' m\A OZ, welche irgend zweien zugeordneten Durchmessern 
des Complexes parallel sind, anf einander senkrecht stehen. Wemi ^vir ins- 
besondere filr die gegebene Centi'alebene einen der drei Hanptschnitte des 
fjomplexes. die durch den SEttelpunct desselben gehen, nehmen, so steht 
auch OX auf OY und OZ senkrecht. Dann ist, wenn wir die Centalebene 
als spiegelnde El:)ene betrachten , eine der beiden Linienfltlchen , nach schick- 
licher gegenseitiger Vei"schiebung derselben, das Spiegelbild der andern. 

248. Wenn wir den Mittelpunct des Complexes zum Anfangspimcte der 
<Joordinatt;n nehmen und durch denselben die drei Coordinaten-Axen panülel 
mit irgend dreien zugeordneten Durchmessern und Cylinderaxen l^en, so 
wird die Gleichung des Complexes. indem wir A", L, M gleich Null setzen: 
A}-' + jP-v^ + 6' + J)ü^ + Eq' + Fri^ 
+ 2/;,s- + 2///-+ 2.//-.V 
-■>yri,^-10sQ 
+ 2/Vs) + '10 rr^ + ■>lis}i~ 2.V.v<T — 2 7V; + 2/"o = 0, (i?ÖJ 

wobei die folgenden drei IVdingnngs - Gleichungen (Nr. 240) erfüllt sind: 
n C Q T PS 



aus welchen die folgende sich ableitet: 

PRT = ijSl . 
Dann bestimmen die drei Coordinaten-Paare : 



OSöt 



(;u>ai 
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die Lage der di-ei zugeordneten Diirclimessei', und dieselben drei Coordinaten- 
Paare, mit entgegengesetztem Vorzeichen genommen, die Lage der drei zu- 
geordneten Cylinderaxen. 

Die Coordinaten-Axen werden rechtwinklige, wenn wir sie den drei 
Axen des Complexes parallel nehmen. Dann ist auch das durch diese be- 
stimmte Central -Parallelepiped ein rechtwinkliges. Die Quadratlange der 
Hälfte seiner vier Diagonalen ist: 

Unter diesen vier Diagonalen ist eine ausgezeichnete, welche keine der drei 
Axen des Complexes und keine der drei zu denselben parallelen Cylinderaxen 
schneidet. Wenn wir die Winkel , welche dieselbe mit den drei Coordinaten- 
Axen OX, OV, OZ bildet, durch «, ß, y bezeichnen, ist: 

,, O S R T P ,30^ 

COS « : cos /J : cos Y = 'ß ■ "f '■ ~D ^ ^ ' 1) '■ T ' ^^^' 

Der achte Theil des Inhaltes des Centralparallelepipeds ist: 

BEF ~ DEF ' ^ ' 

249. Nachdem wir die sechs Constanten der Lage in Abrechnung ge- 
bracht haben, beträgt die Äiazahl der Constanten des Complexes nur noch 
dreizehn, die sieb, wenn wir die Bedingungs-ttleichungen (36) beiilcksich- 
tigen, in der G-leichung (35) wiederfinden. Die einzige Bedingung, die 
befriedigt werden muss, wenn wir der Grleichmig des Complexes die 
vorstehende Form geben wollen, besteht darin, dass keine der drei Con- 
stanten D, E, F gleichzeitig mit K, L und M verschwindet. Dann kön- 
nen wir, unter der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen, 
im Allgemeinen in einziger AVeise den Complex durch die Gleichung (3.5) 
dai-stellen. 

Die besonderen Fälle, dass eine oder mehrere der drei Constanten D, 
E, F gleichzeitig mit /(', L, M verschwinden, werden wir später (§3) be- 
handeln. 



y Google 



— 245 — 

Particularisirung fler Complexe, die einen littelpunct liatieu. Complese, deren Linien 
eine Fläche zweiten Grade8 uratüUen. 

250. Die zwanzig Constanten der allgemeinen Complex-Gleichung (I): 

j,-i ^ Bs-^ ^ C-{- Po' + Eq' + Frj-' 

+ -K^s + 2//r + 2Jrs + 2A>7; — ^Ze^ ~ 2J/o(T 

— 2.\r6 + 20sQ 

+ 2PrQ + 2i)rri + 2Its'^ — 2Ss(J — 2Tö + 2 Uq = 0, 

welche, wenn wii'.diu'ch eine beliebige derselben die übr^en dividiren, die 

neunzehn Constanten geben, welche z^n' Bfötimmimg des Complexes und 

seiner Lage nothwendig sind, ordnen sich zu den folgenden seclis Giniiapen 

zusammen ; 

J, B, V imd (r, II, ./, 

Z>, E, F - K, L, }I. 

N, 0, 

P, Q, R, S, T, U. 

Die sechs Constanten der letzten Gruppe ordnen sich ihrerseits wieder in 

verschiedene!' Weise zusammen, zweimal zu drei Paaren: 

/* und Q, R und S, T und i\ 

p - u, R - 0, r - s, 

and einmal zu zwei Gruppen von drei: 

P, R, T und Q, S, C. 

251. Wir- haben im ersten Paragraphen nachgewiesen, dass, wenn die 
drei Constanten K, L, M verschwinden, die drei Coordinaten-Axen di'eien 
zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel sind. Dann können wir- 
durch schickliche Verlegung des Anfangspunctes der Coordinaten übei'diess 
noch drei neue Constanten aus der Gleichung des Complexes ausfallen lassen. 
Wenn x^, y^, Zn die Coordinaten des neuen Anfangsptinctes sind, so erhalten 
die sechs Constanten der letzten Gi'uijpe die folgenden neuen Werthe, die 
wir durch 7',,, £>„, Bn, S^, T^, U^ unterscheiden wollen (Nr. Iö7): 

;>, = i> + Ez^, Q^ = Q~ Fi/o, 

R, = R-^ Fxn, So = S — Dz^, (41) 

T,, = T ^ Dtj^, h\= U— E.i-(,. 

Wenn wir eine der acht Ecken des bezüglichen Central -ParaUelepipeds zum 
Änfangspmicte nehmen, verschwinden drei der neuen Constanten. Je nach- 
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dem (Fig. 1^) die«e Ecke eiue dei'jeiiigfu f>eclis ist, in welcher ^ii.'h ein 
Dm-chmesser und eine Cylinderaxe schneiden, oder eine der beiden noch 
übrigen Ecken, durch welche weder einer der drei conjugii-ten Dui-ehmes^i', 
noch eine der drei, densellten pjiralleh'n, conjupiirteii Cyünderaxen liolien. 
verschwinden bezüglich : 

.S'„, '/■„. r„, K. ,Sn, 7',,, 0,.. ,/.'„. .s;,. 

/'... 0'.>. /^- ^'..- /'.. (A,. 7;, r„, /:, 

und .S,. (Am r„. y'„. 7.'., 7;,. 

Die sechs iienen C'onstanten können nur dann gleichzeitig verschwinden, 
wenn zwischen den ursprünglichen die folgenden drei Itelationen bestehen: 

;u^;-"- : + ;:-'-■ ^-^■^-"■ (^^> 

Die Folge <les Vcr^rliwindpii- der neuen (ViustantHn ist. dass die ilrei 
neuen Coordiniiti-n-A \i.mi mit drei zxigenrdiicten Diirchmessern 
des Compl'.'xes ziisamninifall (-■ii. Der jieui' Anümgspmiet ist der 
ilittelpiini't di's Com }ilcx c-. Dii; I 'oui]il('.\-riir\en in den drei Coordi- 
naten-Ebeneu haben densrlhi.'u \\w-\\ zu ihrriii gs'uii-iiis<haftlichen Mittelpantte. 
nnd zugleich sind <.lie drei (oordinaten-Axen die Axeii dreier Coniplex-Cylinder. 
Weil da,s Coordinaten- System noch von drei willkClrliche]! Constanten ab- 
hangt, so gibt es, im Allgemeinen, in jedem (Vjmplexe pin System dreier 
zugeordneter Diu'chmesser. welche sieh im ^Mittcliamcte desselben schneide)!. 
Wenn wir den Complex auf die drei sich schneidendci) l)ni'i-bnu>sser ;ils (.'our- 
dinaten-Axen bezielien, wh'd seine G-leiehung: 

,\r- -^ Hs' + C + Dit- + Ei!' H- Fi^^ 
H' :?''/^ + 2 77;- + ä.//'.v 

- -lym + -iiHq = u. (4;;j 

Diese (iieichung enthiUl zehn von einander unabhängige Uonstante. indem 
das Oooi-dinaten -System durch neun Bedingungen particnlarisirt ist. 

Die Coordinaten des Mittelpnncte« der Complex-Curve in einer lieliebigeii 
durch den Mittelpunct iles Cornj^lexes gehenden Eliene: 

/'.r-f-«> + (■■: = I) 
sind hl (lemässheit der Uleiehungen (2): 
, _ (Juv 

■'■ — jjf^ s^ Eli' ^ Fv"' ' 
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üii die Werthe der drei Coordinaten .c, //, r nur dann gleiebzeitig ver- 
soliwinden, wenn gleichzeitig zwei der drei Coordinaten der Ebene t', n , t' 
verachwinden , so gibt es, ausser den drei zugeordneten Durchmessern, die 
■zu Coordinaten-Axen genommen worden sind, im Allgemeinen sonst keinen 
Durchmesser des Oomplexes, der durch den Mittelpuuct desselben geht. 

Die drei vorstehenden (jleichungen geben , wenn wir zwischen denselben 
/', '/. r' eliminiren: 

/)(Pffz^ + /;\V.-.r^:^ + J'\X--Oy.r';/-^ ^- yO(\—0).v^: = 0. (4Ö) 
Diese Gleichung stellt den geometrischen Ort tür den Mittelpuuct der Co]n- 
plex-CiiiTe in einer Ebene dar, welche durch den Durchschnitt der drei zu- 
geordneten Durchmesser geht und um diesen Punct beliebig gedreht wird.'^) 

252. Eine Particularisirung des Complexes tritt ein, wenn wir neben 
tlen sechs Constanten der letzten Gruppe eine der drei Constanten: 

T, 0. y—0 

verschwinden lassen. Ist '' die verseb windende Constante, so geben die 
drei lileichnngen (44): 

.r = 0, '/// -[- v'z = 0. 

Dann liegt also in jeder durch den Anfangspunct gehenden l''bene: 

r.v + «> + v'z = 0, 

der Mittelpuuct der Complex-Curve auf derjenigen geraden Linie, In welcher 
die Coordinaten - Ebene J'Z von dieser Ebene geschnitten wird, und rückt 
auf dieser Linie foii. wenn die Ebene um diese Linie sit-li dreht. Wenn 
diese Ebene insbesondere durch die Coordinaten-Äxe ".V geht, verschwindet 
/', \mä in Folge davon werden // und z gleichzeitig mit .v gleich Null; der 
ilittelpunct der Cur\-e fallt also mit dem Anfangspuncte zusammen, oder, 
mit andern Worten, alle der Coordinaten-Axe OA zugeordneten 
Durchmesser gehen durch den Anfangspunct, und liegen in der 
Ebene -F^. Jede Linie dieser Ebene, welche dm'ch den Anfangspunct geht, 
ist ein Durchmesser des Complexes , so wie sie die Axe eines Complex- 
Cjiinders ist. 

Wenn neben den sechs Constanten der letzten Gruppe gleichzeitig die 
beiden Constanten .V und der vorhergehenden Gruppe verschwinden, so ver- 

*; Die durch die Gleichung (45) (iLirgestellte Flilche ist euie Complexflilchi' , ilio sieh iu der Art 
])iirticnlari9ii't hat, dasa sie drei, sich in einem Puncte schneidende Doppellinien besitzt: die drei 
Coordinaten- Äsen OX, OV, OZ. Dem entspi'echeud kann dieaelhe auf dreifach ■ Weise dnreh Drehnng 
i^ines veriinderlicheu Kegelschnitts nni eine feilte Axe erzeugt werden. 
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sehwiiiden die Werthe von .t, y, z in den Gleichungen (44). Dann gehen 
alle Durchmesser des Oomplexes durch den Mittelpunct dessel- 
ben. Sie sind zugleich die Axen der Complex-Cylmder. Jede Complex-Curve, 
deren Ebene durch den Mittelpiinct des Complexes geht, hat diesen Punct 
auch ziT ihrem Mittelpuncte. 

Die allgemeine Gleichung (I) wird in diesem Falle: 
Ar^- + Bs'- + C + i><f2 _|_ E^^ + /■»/- 

+ 2Gs + -iHr + %JrH = 0. (45) 

Sie stellt einen Complex dar, der dadurch, dass sämmtliche Durchmesser des- 
selben in seinem Mittelpuncte sich schneiden, fünf seiner Constanten ver- 
loren hat lind nur noch, ausser von den sechs Constanten der Lage, von 
acht Constant^n abhängt, die in seiner Gleichung sich wiederfinden. Er ist 
auf irgend drei zugeordnete Diu'chmesser als Coordinaten-Axen bezogen, für 
welche wir, imbeschadet der Allgemeinheit, auch die drei Axen desselben 
nehmen können. 

253. Wenn alle Dui'chmesser des Complexes in dem Mittelpuncte des- 
selben sich schneiden und irgend drei dieser Durehmesser, welche einander 
zugeordnet sind, zu Coordinaten-Axen genommen werden, gehen die Gleichun- 
gen (3), (30), (12), (21) des vorigen Abschnitts in die folgenden über: 

Dw-^ + {Fx-'-^B)v^ — 2Gv.v + (ÄV^ + C)«' = 0, (^6) 

(^fj + /') X'- + /}'J + {C ^'- ■ - 2 r. 'l- + ß) = 0, (47) 

{fK+E)?V^+ (ßil- + 'ZG 'J- + Cy^ -■>(j 'l ^ Il)tv + Av^ = 0, (48) 

{b^^, +f)i/-^ + (Cg^ + Ä') z^ + 2 / ~ ^ + 2 //^'; z + /i = 0. (4:j) 

Durch die l^eiden ereten der vorstehenden Gleichungen, (4G) und (47j, 
wird in gemischten Coordinaten diejenige Aequatorialfläche dargestellt, welche 
OA' zu ihrem Durchmesser hat, eunnal vermittelst ihrer Breiten -Cui"ven, 
dei'en jedesmalige Ebene durch .r bestimmt ist, das andere Mal vermittelst 
ihrer umhüllenden Complex -Cylinder, deren Axen mit Ä'Z Winkel bilden, 
deren trigonometrische Tangenten gleich (---7) sind. Aus der Gleichung 
(47) folgt, dass die Axen sämmtlicher nmliüUender Complex-Cylinder in FZ 
liegen und die Coordinaten -Axe OÄ im Anfangspuncte schneiden. 

Die beiden letzten der vorstehenden Gleichungen, (48) und (49), stellen 
in gemischten Coordinaten diejenige Meridiaufläche dar, welche die Coordinaten- 
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Axo OX zur Uoppelliiiie hat, einmal vermittelst ihre]- Mevidian-Ciirven, 
deren jedesmähge Ei3ene durch — ~, die trigonometrische Tangente desjenigen 
Winkels, den sie mit XZ bildet, bestimmt ist; das andere Mal vei-mittelst 
ihrer umhüllenden Complex-Kegel , deren jedesmaliger Mittelpunct auf OX 

liegt, in einem A.bstande ( — — — j vom Anfangspuncte der Coordinaten. Wie 
die Gleichung (48) zeigt, haben alle Meridian-Cmi'en einen Mittelpnnet, der 
mit dem Mittelpuncte des Complexes zusammenfällt und als ein Mittel- 
pnnet der Flache selbst zu betrachten ist. 

2ö4. Wenn zugleich mit den früheren elf Constanten auch noch die 
Constaute G der Gruppe 

0, //, / 
vei-sehwindet, so zeigt die Gleichung (40), dass alle Breiten-Cm-ven der Ijezüg- 
lichen Aequatoriaiflaehe, deren Durchmesser OX ist, zwei zugeordnete Durch- 
messer haben, die zweien zugeordneten Durclimessern des Complexes pai-allel 
sind. Durch das Verschwmden von H und / pai-ticularisiren sieh die Aequa- 
torialflächen, deren Dm-elimesser OY und OZ sind, in gleicher Weise, wie 
sich durch das Verschwinden von C die Äeqnatorialfläche partieularisirt, 
deren Durehmesser OX ist. 

Wenn // und / gleichzeitig verschwinden, schneiden alle Complex-Kegel, 
deren Mittelpunkte auf der Doppellinie der Flache liegen, die ihr conjugirte 
Diametral-Ebene in Curven, deren Mittelpuncte mit dem lyiittel puncto des 
Complexes zusammenfallen (49). 

Wenn die drei Constanten G, 11, I gleichzeitig verschwinden, so sind 
solclu' drei zugeordnete Durchmesser des Complexes zu Coordinaten-Axen 
gewählt worden, dass alle Kegel des Complexes, deren Mittelpuncte auf einem 
dieser drei zugeordneten Durchmesser liegen, die Ebene der jedesmaligen 
beiden anderen in Curven zweiter Ordnung schneiden, deren Mittelpmicte 
sammtlich mit dem Mittelpuncte des Complexes zusammenfallen. 

255. Die sechs Consfcanten 

G, Jl I, K, L, M 
verschwinden gleichzeitig, wenn zu Coordinaten-Axen solche drei Durchmesser 
des Complex-Kegels, dessen Mittelpunkt in den Anfai^spunct fällt, genommen 
werden, welche dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel 
sind. Dieser Bedingung kami, für einen gegebenen Complex, im Allgemeinen 
in einziger Weise entsprochen werden. Denn je zwei concentrische Flachen 
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zweiter Ordnung, insbesondere zwei Kegel mit demselben Mittelpuncte, haben 
ein einziges System dreier zugeordneter Durchmesser gemein^% Für die 
beiden Kegel nehmen wir den Kegel des Complexes: 

J.r^ + Biß + Cz^- + 2Gyz + 2II.vz + -Zl-vy = 0, (50) 

dessen Mittelpunet in den Anfangspunct fällt, und den Asymptotenkegel der 
CliarEieteristik, dessen Mittelpunet wir ebenfalls in den Anfangspunct legen (11) : 
{K^ — EF)x-^ + (Z^ — DFyf + (J/^ — ßE)z^ 
+ 2{DK — MI) ijz + ^{EL — KM) ,r; + 2(FJ/ — KL).v>j = 0. (51) 
Das System der beiden gemeinschaftlichen drei eonjngii-ten Durchmesser ist 
das zu bestimmende Coordinaten-System. 

256. In dem Falle, class alle Durchmesser des Complexes in dem Mittel- 
puncte desselben sich schneiden, und wii" diejenigen di'ei Durchmesser dessel- 
ben, welche sowohl in Beziehung auf den Complex als auch in Beziehung 
auf den Complex-Kegel, der den Mitteliaunct des Complexes zu seinem Mittel- 
puncte hat, einander zugeordnet sind, zu Coordinaten-Axen nehmen, wird 
die Gleichung des Complexes : 

A-r-^ -\- Bs-^ -^ C ^ Dir' + Eij' + l'^f- = 0. (52) 

Diese Gleichung enthält fünf von einander unabhängige Constanten, 
die mit den neun Constanten der Lage die vierzehn Constanten geben, 
von denen der Complex nur noch abhängt. 

2Ö7. Nach dem Verschwinden von C, ff, I gehen die Gleichungen der 
Aequatorialfläche in gemischten Cooi-dinaten, (46) und (47), in die folgen- 
den über: 



, _j_ Fx'_-\-B , _^ Ex' + 
IV- , - ^- . I- , — ^- 

A' ': + F 



^ = 0, (53) 



■ — ..-^ + 1 = 0, (54) 

CJi^ + B C^.r+B 

und lassen sieh immittelbar in die folgenden verwandeln, welche dieselbe 
Aeqnatoi-ialfläohe bezilglieh in Pnnct- nnd Plan-Coordinaten darstellen: 



,. + 1 - 0, (5«) 






'' + 1-«' + -';.' + »»^0. (öo) 
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Die Meridiaiifiäche , deren Doppellinie J ist, \vird in dem ti-agliclien 
Fülle durch die fblgeudeu Gleichiinijen in p;emiseliten Koordinaten dargestellt: 

*& + '■ '" 

if' + .>- ■ /- + ■• ■ i" = 0. (ö7) 



(.ÖS) 



B - , + F ( .- + F 

Ans diesen Gleichungen erhalten wir nnmittelliar die Gleichungen derselben 
Meridianfläche bezüglich in Panct- und I'lan-Coordinaten : 

'■ 5 + ^■ 

Die Aequatorialfläche,- die OA' zum Durchniessier, und die Meri- 
dianfiache, die OX zur Doppellinie hat, bleiben auch nach der 
Particularisation von der vierten Ordnung und der vierten Classe. 
"25h. "Wenn die neue Bedinguugs-Gleichnng : 

BE = CF (lU) 

besteht, wonach : 

Fx- + -ß _ /'■ _ B 

Ex- + f ~ K ~ C '- 
werden alle Breiteu-Cui-veu der Aequatorialfläche (55) iihnliclie und A!\n!icli- 
liegende C'iu-ven des zweiten Grades. Die Gleichung dersellx-'u : 

D{Fx'- + B)iß + D {Ex"' + C) Z-' + (/If-' + B) (E.r^ + Ti = 
verwandelt sieh, wenn wir den gemeinschaftlichen Factor 

DE (F.r^ + B) - /)F(E.r- + T) 
vernacli lässigen, in die folgende; 

D ^ E ^ 1- ' DE ^•^■'^ 

Die Aeqnatorialfltiche reducirt sich also, indem wir von den beiden Eljenen: 
E{F.r^ + B) F(Ex-' + C) = U. ((J3) 

die sich auf der unendlich weit liegenden Doppellinie der Fläche sehneiden 
und die Fläche auf der Axe OX berflhren, absehen, auf eine Flüche des 
zweiten Grades und verliert ihren, in YZ unendlich weit liegen- 
den Doppelstrahl. 
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Die beiden Ebenen, welcl^e durch dit; (Tleiehnng ((i;5) dargestellt werden, 
sind solche zwei Ebenen, in denen sich die von Linien des Complexes um- 
hüllte Cui-ve der zweiten Classe in zwei Pimcte aufgelöst hat, die in einen 
zusammenfallen. 

Li ähnlicher Weise verwandelt sich die Gleichung (riC), wenn wir dieselbe 



Gleichung (61): 



in die folgende: 



E ": + F 



die Gleichung derselben PUlelie des zweiten (irades in Ebenen-(_!oordiiiaten, 
welche wir eben ((J2) durch ihre; Gleichung in Punct-Coordiuate]i durge- 
stelit haben. 

Wir veiTiachliissigen hierbei zwei Puncte: 

Elfi + /'i'^ = 0, ((Jf)) 

welche auf der unendlich weit liegenden Doppelaxe lii;gt.'n, die dadurch eben- 
falls versehwindet. Diese beiden Puncte sind solche zwei, für welche sieh 
der von Complexlinien gebildete Kegel der zweiten Ordnung in zwei Ebenen 
aufgelöst hat, die in eine zusammenfallen. 

Die Gleichung der Meridianiläche in Punet-Coordinaten (5(1) j/educirt 
sich, wenn wir mit "' multii^liciren, in Folge der Bedingungs-Gli?ichun,u- 
(61), auf: 

CF ^ E ^ F ^ EF ^^'"' 

Die Gleichung derselben Flache in Plan-Coordinaten (60) geht, wenn ^vir mit, 

midtipliciren, in die folgende tlber: 

"-'- + '■'"' + '■»' + "!""- '>■ (07) 

Die Mendianflftche reducirt sich, in Folge der Bedingungs-Gleichung (Gl), auf 
den zweiten Grad und verliert ihre Doppellinie. Wenn wü- sie als 
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den geometrischen Ort von Pnncten betrachten und demgemilss, nach der 
Reduction, durch die Grleichung (GG) darstellen, liegt d(;r Gnmd dieser 
Bednetion dai-in, dass wir von den beiden Ebenen: 

B {F>f- + Ez^) ^-. F{Bf + Cz^) = 0, (G8) 

die dem vernachlässigten Factor entsprechen, absehen. Diese beiden Ebenen 
schneiden sich auf OX und sind diejenigen beiden Tjingential- Ebenen der 
Flache, welche sieh durch OX an dieselbe legen lassen. Die Complex-Curve 
in jeder derselben hat sich in ein System zweier Puncte aufgelöst, die in 
einen zusammenfallen. Wenn wir die Meridiaiifläehe als von Ebenen um- 
hüllt betrachten und nach der Bednetion dureh die Gleichung (G7) dai'stellen, 
ist diese Bednetion Folge davon, dass wir von den beiden Tnneten: 

E{Bp + FiB-^) ^^ F(Ct^ + Fm-^) = ißU) 

absehen, welchen der vernachlässigte Factor entspricht. Diese beiden Puncte 
sind diejenigen beiden, in welchen die Flälche von der Axe OX geschnitten 
wird. Der Complex-Kegel, welcher einen beliebigen dieser beiden Puncte 
zum Mittelpimcte hat, artet in i.'iii System zweier El)ene]i ans, die in eine 
zusammenfallen. 

259. Indem wli" eine Fläche des zweiten Grades als Aequatorialfläche 
betrachten, ist zugleich ein Durchmesser derselben bestimmt, der einer gege- 
benen Ebenen-Richtung zugeordnet ist; indem wir sie als Meridianfläche 
betrachten, ist unmittelbar ein Durchmesser derselben, der früheren Doppel- 
linie entsprechend, gegeben. 

2(iO. In Folge der Bedingungs- Gleichung (Gl): 
BK = CF 
gehen die Aequatorial- und die Meridian-Fläche, welche OX bezüglich zum 
Durchmesser und zur Doppellinie liaben, beide in Flüchen zweiten Grades 
über. Wenn die doppelte Bedingungs-Gleichung: 

AD ^ BE = CF (70) 

befriedigt wird, werden diese beiden Flächen identiscli dieselben. 
Für ihre gemeinschaftliehe Gleichung in Punct - Coordinaten können wir die 
folgende nehmen: 

IJ ^ E ^ F ^ EF ^'^-' 

mid - auch mit -— - und -— ,- vertauschen. 
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Die doppelte Bedingiiugs-Uleiclimig (7(]) sagt in Verbindung damit, tlass 
<J, II, I, K, L, M verschwinden, aus, dass der Complex-Kegel und der Asymp- 
toten-Kegel der Charalderistik , welche den Mittelpimct des Ck)mplexes zu 
ihrem gemeinschaftliclien Mittelpuncte haben, identisch werden. AUgememer, 
wemi die obigen sechs Constanten nicht versehwinden, erhalten wir aus den 
Ijeiden G]eichui:^en (50) und (51), um diese Identität anszndriicken , die fol- 
gende fünffache Bedmgungs-Grleichmig: 
Kl _ EF : IJ — I) F : M^ -^ DE : D K — LM : EL - KM : VM - KL 
= J : /; : C : C : II : I .{VI) 

Wenn a))cr die beiden genannten Kegel identisch werden, können wir jedes 
System zugeordneter Durchmesser derselben zu Coordinaten-Asen, jeden 
beliebigen Durchmesser als Axe OX nehmen. Die Äequatoiialfläche und die' 
MeridianflJlche, welche einen iDeliebigen Durchmesser des Complexes iDezüglich 
zu ihrem Durchmesser oder zu ihrer Doppellinie hat, sind identische Flachen 
des zweiten Grades. 

Betrachten wir diejenigen beiden Meridianilächen , welche, ]:iei der 
gewählten Coordinaten-Bestimmung, bezüghch OX und OY zur Doppellinie 
haben, so smd die Durchschnitte dieser beiden Fkichen mit den drei Coordi- 
naten-Ebenen identisch. Zunächst ist beiden Flächen die in XY liegende 
Complex-CmTe gemeinsam. Aljer auch die Durehschnitts-Curven in XZ mid 
in YZ fallen zusammen, insofern die in jeder der beiden Coordinaten-Ebenen 
liegende Complex-Cm-ve einmal Meridian-Curve der einen Meridianfläche, dann 
aber auch Breiten - Curve der mit der anderen Meridianfläche identischen 
Äequatorialfläclie ist. In Folge dessen falleii sämmtliche Meridianfläelien 
und Aequatorialflächen, welche einen beliebigen Durchmesser des Complexes 
bezüglich zu ihrer Doppellinie oder zu ihrem Durchmesser haben, in dieselbe 
Fläche zweiten Grades zusammen. 

Alle Linien eine« so particularisirten Complexes zweiten 
Grades, der nunmehr Jiur noch von neun Constanten abhängt, 
umhüllen eine Fläche des zweiten Grades. Wir können sagen, dass 
diese Fläche durch die Gleichung des Complexes dargestellt werde. 

Ei'st dadurch, dass der allgemeine Complex einer zehnfachen Be- 
schränkung miterworfen wh-d, geht derselbe in einen solchen über, dessen 
Linien eine Fläche zweiten Grades umhüllen. Diese Beschränkungen können 
wir geometrisch dariu zusammenfassen, dass erstens alle Durchmesser des 
Complexes in demselben Rmcte sich schneiden, und dass zweitens der 
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Complex-Kegel und der Asymptoten-Kegel der Charakteiititik des Complexes, 
die diesen Punct zum gemeinsehaffcliclien Mittelpuucte haben, identisch die- 
selben sind. Der ersten Voraussetzung entsprechen fünf Bedingungs - G-lei- 
cliungen, die sieh in allgemeinster Foitu ergeben, wenn wir zwischen den 
acht Gleichungen, die wir diu'ch AnniiUining der acht letzten Coeffieienten 
der auf den neuen Anfangspnnct Qv'^, y", 2*") bezogenen Complex-Gleichung (VI) 
erhalten, die drei Coordüiaten .r", y", z" eliminiren. Der zweiten Voraus- 
setzung entsprechen die fünf Bedii^mgs-Gleichungen (72). 

Wenn wii", in anderer Reihenfolge, dieselben Bedingung^- Gleichungen 
befriedigen, gelangen wir, diu'ch andere Particulaiisationen, zu demselben 
Resultate. 

2G1. Wir wollen uns nochmals zu der Gleichung {'vi) zurückwen- 
den luid diejenigen halben Durehmesser der Curven des Complexes in 
den drei Coordinaten-Ebenen FZ, ZX, XY ^ welche be/Alglich in OY und 
OZ, OX und OZ, OZ und OY fallen, durch 0, und <;, a,, und <.:>, (u, und 
ig bezeichnen. Dann ist: 



'''.- = — ■ 



(7;;) 



I 



Dieselljen sechs Grössen, in folgender Weise zusammengestellt: 

^3 imd '■;, w-, und )\, ti^ und />i , 
sind zugleich die, bezüglich in OF und OZ, OX und OZ, OX mid OF fal- 
lenden Halbdurehmesser der Basen in FZ, XZ, XF derjenigen drei Com- 
plex-Cylinder, deren Seiten mit OX, OF, OZ parallel sind. Wir erhalten: 
a.^h^cJ = 'i^h:?r^. (74) 

Wenn zwischen den sechs Constanteu der Gleichung ((!!)) die doppfdte 
Bedingungs-Gleichung (70) : 

ÄD ^ BE = CF 
besteht, schneiden die di'ei Complex-Cmwen in den drei Coordmaten- Ebenen 
die drei Coordinaten-Axen in denselben Puncten. Di^e drei Complex-Curven 
fallen mit den Basen der drei Complex-Cylinder zusammen. Dann erhalten 
wir, wenn wir die Marken von a, h, c unterdrücken: 
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Wir können eine der fieebs Constanten der Complcx-G-leichung (52) Ijelietiig 
anoehm(?n. Setzen wir : 

C = «■-■ h', 
so geben die iet/.teii (iJeiebnugen; 

A ^ //'(.^ B == a'c. 
J) ^ — fi^, E ^ — /}■', F = — CK 
Die fragücbe Gleiehung geht alsdann in die folgende ülaer: 

/>- f- r- + «- *;- A'- + ß^ /^^ = «= ö' + i- p- + f- 7;-. (7(>) 

Sie stellt einen Complex dar-, dessen Linie eine Flaxihe zweiten Grades mit 
einem Mittelpunct umhüllen; sie stellt diese Fläche selbst dar. 
Die Oleichimg derselben Fläche in Punet-Coordinaten ist: 

und in Ebenen-Coordimtten: 

a' /■' -{- /y-' H' + -'■-' i'-' = W'. (78) 

■262. Um eine gegebene Fläche des zweiten Grades, für deren allge- 
meine Gleichung in Punct-Coordinaten wir die folgende nehmen wollen: 
ffi.H -f a'i/- + ff" z- + ■-'/-". ,y -f -Ih'.v: -{- 20ijz -f- '><-.v 

+ L>r'// + L>r"; 4- -/= 0, (7:1) 

durch eine Complex-Gleichmig darzustellen, brauchen wii' bloss die Gleiehung 
des der Fläche imisehriebenen Kegels zu bestimmen, welcher irgend einen 
gegebenen Punct {.v',i/',:') zu seinem Mittelpuncte hat. Für diese Gleichung 
erhalten wir, wie bekannt ■■■): 

UiP Gieicliui ^ des Testes leitet sich :tuf die folgende Weise ab. 
Die GleiciiHiB eme jeden Fläche zweiton Grades, die eine gegebene FUlehe zweiten Gi-udcs: 
a = 
1 ug lei Diichhi,limtt Luive mit einer Ebene; 

leruiit fallt mtei lie loin 

ISl — p-i = U, 
■no l eine ivillkurlitlie Conatante liezeichnet. Für p ist hier die Polar-Ebene des Punctes (,r', y, z') 
nni Bezns; auf die gegel ene Fläche (Sl) genommen, und l ist so bestimmt, dass die neue Flüche durch 
den Puntt y ) hinduroli geht. 
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(«,rä + ,,,,' + «■■:■• + iVrij + iVx: + ibr- + är.r + ->,■> + 2,"; +rf) 
(« ,i-> + «■/■' + «":•! + 24" .r>'+ 2«'.T'j'+2i/j' + 2r,i' + 2c>'+a/';- + </) 
- [(».f + /;> + Uz + r).r' + ('/".r + dy + «r + c),j + (//,t + «y + «"r + ,") :' 
+ (CT + ,■•</ + <■" : + </)]' (80) 

Die Gleiclinjig dieses Kegels ist, wenn wir .r', tj . t neben .r, y, r als verän- 
derlich betraehtenj die Complex-Gleichung der Flache. Wir können sie 
wirklieh unter der allgemeinen Fonn schreiben: 

A{x-xy+ By-,jy+ £■(=-;>• 

+ rMjjz. -,/!)•+ E(x'-.-xzy+ F{x,j~xi,)' 

+ 2t(y-//) (.--.-•) + 2//(,r-,i0 (z-;") + 2 /(.t— .r) (y~y) 

+ 2/a.ry-.i-y) (,i';-.r=') + 2 /.(.Ty'-.f» (j-i'-yi) + 2 J/(.t-r-.r.-') (y;'-/.-) 

+ 2X(,r-,iO ly=--/;) + 2 0-(y~y-) (.r'r -.fi') + 2 r(.--j') (,./-.r'y) 

+ 2 i'(,f - .1') (.r- ; - .t/) + 2 ö (.f - .r) (.T ji' ^ .r r) 

+ 2Ä(y-y') (,iy-,r» + 2 «(y-y-) (y:'-/=) 



(81) 



+ 27-(:~:')(yi'— y--) + 2 £•(.- 


-:)W:- 


.r:')_l), 


indem wh- 






/i:l — ,- — A, ,iil — ,■•• — B. 


ü',1 


— r"' — C, 


„■,r — lj-- — D. an" — U' — E, 


«(! 


— //■= — /•', 


i,l ~c'c" = e, Vil —er" — II. 


ir.i 


— ('/ _ /, 


Vir — all — /.'. ////" — «V — L. 


IV — 


Vir — M, 


irr" — 11 r = X . hr — V r" -= II' , 


V r 


-l,r - V, 


Vc — iir" — P, ar - 


V'r = Q, 




irr _- ,/,. _ R, ,(c" - 


- lir — S. 




l,r"-a"c—T, «'■(■ — 


Vc' — r 




setzen. 






Dabei ist: 







X' + ly + 1" _ 0, 



(82) 



rmd: 



(80) 



T = X — V = //'(■" — -ll/c + b<\ I 
^ ff — V ^ — ;/'(■" + 2h<- ^ !/(■'. j 

263. Um die Fläclie zweiten Grades zu bestimmen, wenn ihre Com- 
plex-Gleichung gegeben ist, erhalten wir ans den vorstehenden Gleichungen 
(81) unmittelbar eine Eeihe solcher Relationen, in welche die Constanten 
der Gleichung des Complexes und der Fläche linear eingehen. Beispielsweise 
ergeben sich aus den sechs Gleichungen: 
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a,r — h- = />. (ui- — i;^ = A\ üH — h"^ = /■, 

////' üh = K, hh" — üi; == L, l,h' — (i'h" = M 

ilie folgenden ^eohs 7.\\\ I5e^^timlmmg der Verhältnisse von (i.ii ,ii' ,lij>' ,h" \ 

aL4-h'F + h" h'= 0, 

aM + b'K + ir K = 0, 

a'M + h" D + /,/, = (), 

ah' + JfL -1- ///'■= 0, 

ft'K + /y/i' + //J/= 0, 

a" I. + /y.V + ^'/y = . 

Wir nntei'iiinssea es, dit'.sc llelationun, a,u« denen sich durch Elimination der 

Grössen fi, ti n, s. w. auch unmittelbar die Bedingimgen ergeben, welche die 

Uonstanten der allgemeinen Complex-Gleichnug zu erfüllen haben, damit die 

(Jomplexlinien eine Fläche des zweiten Giude.s nnihüUen, volbtändi,n' liin- 

ziischreiben. 

264. So wie, wenn wir uns der Punct-Coordinaten x, y, z bedienen, 
die Gleichimg der einer gegebenen Fläche zweiten Grades umschriebenen 
Kegelfläche, indem vra- die Coordinaten x, y. z seines Mittelpimetes eben- 
falls als veränderlich betrachten , die Complex - Gleichung der Fläche in 
Strahlen -Coordinaten ist, so ist, wenn wir mis der Plan -Coordinaten 
t. II, V bedienen, die Gleichung der Durchschnitts-Curve einer Fläche zwei- 
ten Grades mit einer beliebigen schneidenden Ebene {(', u, r) , wenn wir 
die Coordinaten derselben ebenfalls als veränderlich betrachten, die Complex- 
Gleichimg dieser Fläche in Äsen-Coordinaten. In ganz analoger Weise, wie 
wir von der Complex-Gleichnug einer gegebenen Fläche zweiten Grades in 
Sti-ahlen-Coordinaten zu ihrer gewöhnlichen Gleichmig in Punct-Coordinaten 
übergehen, können wir von der Complex -Gleichimg derselben Fläche in 
Axen-Coordinaten sogleich zur Gleichung der Flache in Plan -Coordinaten 
übergehen. Da überhaupt, wenn eine der beiden Gleichungen eines Com- 
plexes in Strahlen- und in Axen-Coordinaten gegeben ist, es beide zugleich 
sind, so ist in dem Vorstehenden auch der emfachste Weg angezeigt, um 
von einer der beiden Gleichungen einer Fläche zweiten Grades in Punct- und 
in Plan-Coordinaten zu der anderen derselben übei'zugehen. 

265. Der Grund der Darstellbarkeit einer Flache zweiten Grades durch 
eine Complex -Gleichung liegt in der Eigenschaft dieser Flächen, dass jede 
Ebene dieselbe in einer Curve der zweiten Classe schneidet und jeder 
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PLuict liir diesi-'lbe der Mittelpunct eines Umliüllungw- Kegels dei' zweiten 
Ordnung ist. 

Die Fläche kann eineraeits in eine Kegelüäche, iindererseits in eine 
ebene Curve a^lsal■ten. In beiden Fällen lässt sich dieselbe durch eine Glei- 
chung zwischen Linien-Coordinaten dai-stellen. 

In dem ersten Falle arten sammtliehe Complex-Kegel in Systeme von 
zwei Ebenen aus, welche die dargestellte Kegelflaehe berühren. Alle durch 
den Mittelpunct der Fläche gehenden geraden Linien gehören dem Com- 
plexe an. 

In dem zweiten Falle artet die Complex-Ciu-ve in ehier beliebigen Ebene 
in ein System zweier Puncte aus, in denen die dai'gestellte Curve von der 
gegebenen Ebene geschnitten wird. Alle in der Ebene dev Ciu-ve Uegeitden 
geraden Linien sind Linien des Complexes. 

Während in Punct-Coordinaten sieh eine ebene Cur\-e, in Ebenen-Coordi- 
naten sich eine Kegelüäche nicht durch eine Gleichung darstellen lässt, 
finden beide geometrische Gebilde ihre Darstellung in Linien-Coordinaten. 
Wahrend aber eine Kegelfläche, durch eine Gleichung zweiten Grades zwi- 
schen Punct-Coordinaten bestimmt, von der zweiten Ordnung, und eine 
ebene Cuitc, durch eine Gleiehnng zwischen Ebenen -Coordinaten gegeben, 
von der zweiten Classe ist, kann ein Complex zweiten Grades nur einen 
Kegel der zweiten Classe und eine Curve der zweiten Ordnung 
dai-stellen. 

Ein Kegel zweiter Classe kann sich auflösen in zwei sich in Hcinem 
Mittelpimcte schneidende Axen; eine Cun'e zweiter Ordnung in zwei in ihrer 
Ebene liegende Strahlen. Kegel und Curve sind nach dieser Particularisation 
identisch dasselbe und finden, nach wie vor, ihre Darstelhiug in einer Glei- 
chung zwischen Linien-Coordinaten. 

Noch von einer anderen Seite kommen wir auf dieselbe Particularisation 
des Complexes zweiten Grades. Die Gleichung desselben kann sich in 
lineare Factoren auflösen und diese Factoren wiederum können der Bedin- 
gung genügen, Complexe ersten Grades von der besonderen Art darzustellen, 
deren sämmtliche Linien eine feste gerade Linie schneiden. Wenn die beiden 
auf diese Äi-t dargestellten geraden Linien durch denselben Punct hindurch- 
gehen, oder, was dasselbe heisst, in derselben Ebene liegen, so haben wir 
einmal den partienlarisirten Kegel zweiter Classe, das andere Ma! die par- 
ticularisirte Curve zweiter Ordnung. 

3:5 ^^■ 
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Die imendlieh weit liegeuden Linien des Complexes. 
Eiütheilung der Complexe nacli diesen Linien. 

26lj. Wenn wir in einer gegebenen Ebene eine gerade länio beliebig 
annehmen und, pa,rallel mit ,sieli selbst, immer weiter fortrücken lassen, so 
verliert sie in unendlicher Bntfermmg jede Spur ihrer m-sprünglichen Eichtimg 
in der Ebene. Auch können wir an die Stelle der gegebenen Ebene, welche 
die unendlich weit gerilckte Linie enthielt, jede andere Ebene setzen, die 
derselben parallel ist. Alle in parallelen Ebenen unendlich weit liegenden 
gemden Linien fallen im Unendlichen in eine einzige zusammen. Die un- 
endlich weit gerückte gerade Linie ist der Durchschnitt unendlich vieler 
parallelen Ebenen. Sie hat, im Unendlichen, keine andere Beziehung zum 
Endlichen behalten, als dass sie einer gegebenen Ebenen-Eichtnng, emer ge- 
gebenen Ebene, parallel ist. 

Weim eine gegebene Ebene, parallel mit sich selbst, inimer weiter fort- 
mckt, so verheizt sie ihrerseits ihre Eichtimg. Eine unendlich weit entfernte 
Ebene ist als jeder gegebenen Ebene parallel zu betrachten. Die in Uir 
liegenden geraden Linien haben jede Beziehung zum Endlichen und somit 
jede Bedeutung im gewölmlichen Sinne verloren. 

Diese geometrischen Auschaumigen finden ihren unmittelliaren anal\'- 
tischen Ausdruck. Damit eine gerade Linie: 
■'■■ = rz + Q, 
;/ = .v: + (>, 
in einer gegebenen Ebene: 

l.v + «g + ».- + «-_(), 

enthalten sei, ergeben sich die folgenden drei Relalioiien: 

//• + IIS + /) = 0, 

/q + KG -{- w = (}, 

ifj + va — WS = 0. 

"Wenn die gci'ade Linie in der gegebenen Ebene unendlich weit licirt, sind 

i» und ö, und, in Folge davon, auch rj —/■(> — sq miendlich gross. Dann 

geben die beiden letzten der voi-stehenden Gleichungen: 

i : u : V =^ — (! : Q : ij, 
während die erste Gleichung bloss ausdrückt, dass die unendlich weit gerückte 
gerade Linie der gegebenen Ebene parallel ist. 
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Wenn die gegebene Ebene ixnendlicli weit rückt, wird ic mieiidlicli gross, 
odex", was auf dasselbe hinauskommt, es verschwinden /, u und v. Ihre 
Cxleichung diTückt dann ilii-e Richtung nicht mehi" aus und die vorstehenden 
drei Relationen verlieren ihre Bedeutung. 

267. Wenn wir wiederum fClr die allgemeine Gleichung dei' (,'ouiplexe 
def^ zweiten Grades die folgende nehmen: 

Ar'- + Bs'- + f + Dn^- + En' + Fr^- 
+ 2^5 + 2///- + 2//-,^ + 'IK^r^ — 2/.0-»; - '1 \1 ^n 
— 2.V/-ff -!- tOxQ 
+ -2/Vy + IQrrt + tRsfj — ■ZS.so — 2'/'(! + 2 Uq = 0, (/) 

und in derselben q, 6, tj iniendlich gross werden lassen mid demnach gegen 
diese drei Vei-änderlichen die beiden tlbrigen, r und s, sowie eonstante 
Grössen und endlich gegen zweite Potenzen der erstgenannten drei Ver- 
änderliehen ernte Potenzen derselben vernachlässigen, so ergibt sich für wolehe 
Linien des Complexes, welche unendlich weit liegen: 

J)ß' -\- Bq^-\- F7i^-\- 2Ä"97? — 2i«); — 2J/9tr= 0. (Sfj) 

Diese Gleichung stellt, wie jede Gleichung in Linien-Coordinaten, einen 
Complex dar. Wir wollen denselben den Asymptoten-Complex des 
gegebenen Complexes nennen. Dieser Complex subsumiii sieh, nach den 
Erörterungen des vorigen Paragraphen, unter diejenigen, welche einen Kegel 
zweiter Classe darstellen. Der Mittelpunet dieser KegelflSlche filUt mit dem 
Coordinaten-Anfangspuncte zusammen und ihr Durchschnitt mit der unend- 
lich weit liegenden Ebene ist die in dieser Ebene von Linien des Complexes 
umhüllte Curve zweiter Classe. 

Ein jeder Complex des zweiten Grades, in dessen Gleichung die Glieder 
zweiter Oi-dnung in q, g, r^ mit denselben Constanten /), h\ F, K , L, M 
multipliciii vorkommen, wie in der Gleichung des gegebeneu Complexes, 
stellt mit gleicher Genauigkeit die im Unendlichen liegenden Linien des ge- 
gebenen Complexes dar, als deijenige Complex, dessen Gleichung die vor- 
stehende (85) ist. Es ist der Asymptoten-Complex, der seinerseits wieder 
zu allen solchen Complesen in gleicher Beziehung, wie zu dem. gegebenen, 
steht, unter ihnen diu-ch die Einfachheit seiner Gleichung und, dem ent- 
sprechend, sowohl durch die übersichtliche Gruppinmg seiner Linien als durch 
eine besondere Lage zu dem Coordinaten-Systeme ausgezeichnet. 

Der Grad der Annäherung, mit welcher der Asymptoten-Complex die 
luiendlich weit liegenden Linien des gegebenen Complexes dai'stellt, ist nur 
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dyr erste, insofern ^eiuc Uleiehung mit dei- def^ gegebenen einzig in den 
fJliedern zweiter Ordnung der in Betracht kommenden Veränderliclien, nicht 
aber auch in denen erster Oi-dnung, übereinstimmt. 

268. Wenn wir in der Gleichung (85) für — a, q. tj bezüghch die 
obigen Werthe /, u, i; welche diese Coordinaten für nnendUch weit entfernte 
gerade Tjinien annehmen, einsetzen, so erhalten wir die, folgende Gleichung; 

ßr + h'ir' + Ff^ + 2Ä'«r + 2lh' + 2M/U = 0, 
/All' Bestimmimg deijenigen Ebenen-Richtungen, nach welchen Linien de^; 
(,'omplexes imendlicli weit liegen. Legen wir dm'ch den Coordinaten-Anfangs- 
punct Ebenen, welche diese Richtung haben, so umhüllen dieselben eine Kegel- 
Häche zweiter Classe, dieselbe Kegelflache, welche durch die Gleichung (»;')) 
in Linien-Coordinaten dargestellt wii'd. Wir können die Kegelfläche und mit 
ihr den Asymptoten -Complex beliebig parallel mit sich seihst verschiel)en, 
ohne die Beziehung zu dem gegebenen Complex zu ändern. Denn bei einer 
solchen Vei-schiebnng bleiben nach den Coordmaten-Transfomiationsformeln 
der 157. Kummer die Coefficienten D, E. F, K, L, .1/, auf die es hier einzig 
ankommt, ungeäudert. Bei der Verschiebung rücken die Tangential-Ebenen 
der Kegelfläche parallel mit sich si^lbst fort. Alle unter sich parallelen 
Tangential-Ebenen schneiden sii-h nuf einer l^iniu des gegebenen Complexes, 
welche miendlieh weit liegt. 

Wir haben in dem ersten Paragraphen dieses Abschnitts als Charae- 
teristik eines Complexes eine Fläche zweiter Classe bezeichnet, deren Mittel- 
punct und absolute Dimensionen beliebig angenommen werden können, und 
die, wenn wh* ihren Mittelpunct in den Anf'angspunct der Coordinaten legen 
und diu'ch k eine willkürliche Oonstanto liezeiclmen. durch die folgende Glei- 
chung dargestellt wird : 

nr- + Ell,'- + /->^ + -IKu,- + -ILiv J- Mh> + Ine- -^ n. 
Nach dem Vorstehenden liegen die imendlich weit entfernten Lhneu des 
Complexes in den Tangential-Ebenen des Asymptoten-Kegels der Characteristik, 
und dieser Asymptoten-Kegel wird durch die Gleichung (85) in Lmien-Coor- 
dinaten dai-gesteflt. Eine Ebene, die wir unendlich weit rücken lassen, aber 
so, da-ss sie ihre ursprüngliche Richtung noch nicht verliert, schneidet diesen 
Asymptoten-Kegel, und ako ai.ich die Characteristik selbst, nach einer Curve, 
die von miendlicli weit liegenden Linien des Complexes umhüllt wird. Es 
kommt hierbei auf eine endliche Terschiebung der Characteristik und ihr(;s 
Asymptoten- Kegels nicht an. 
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'2G'). Wir können um der unendlich weit fntferntfu Ebeni,', von dor 
wir kaum eine geometrische Vorstellang haben, auf unendlichfach ver- 
schiedene Weise nähern, indem wii' von einer Ebene mit gegebener 
Richtung ausgehen, die, diese Richtung beibehaltend, immer weiter fortrückt, 
lu einer solchen beliebigen Ebene liegt einerseits eine Complex-Cnrve zweiter 
Classe, andererseits als Durchschnitt mit der Characteristik eine zweite solche 
Curve: die beiden Cui-ven fallen, wenn ihre Ebene unendlich weit i-ückt, 
zusammen; mit anderen Worten, die CniTen der sämmtlichen Aequatorial- 
flächen eines gegebenen Complexes in Breiten-Ebenen, die nni^udlich weit 
gerückt sind, liegen auf der Characteristik. 

Während die Ebene von gegebener Richtung toitrilckt, ändert sich in 
ihr fortwähi'end die Complex-Curve, welche die Aequatorialfläche beschreibt. 
Die Richtung der beiden Äsen der Cui-ve und ihr Verhältniss nahem sich, 
wenn die Ebene immer weiter rückt, der Richtung der Ebene entsprechend, 
einer bestimmten Urenze. Diese Grenze ist gegeben durch die constante 
• Richtmig und das constante Verhältniss der Axen der Durchschnitts- Curve 
der fortrückenden Ebene mit der Characteristik. Da in unendlicher Ent- 
femimg Complex-Curven und Durehsehnitts-CmTen der Chara.cteiTstik, welche 
in pai'allelen Ebenen enthalten sind, zusammenfallen, mu?-s der Durchmesser 
der bezüglichen Aequatorialfläche des gegebenen Complexes mit ilemjenigen 
Durchmesser der Characteristik parallel sein, welcher der parallel mit sich 
selbst forirückenden Ebene zugeordnet ist, wie das die analyti-^clien Ent- 
wicklimgen des ersten Paragraphen bestätigen. 

Es bezeichnen die vorstehenden geometiiseheu Anschaumigen die Be- 
ziehungen zwischen dem gegebenen Complexe und seiner Characteristik. In 
Uebereinstimmung mit denselben erhalten wir aus den (Gleichungen (7) der 
166. Nummer für die drei Complex-Cnrven in solchen Ebenen, welche 
den beliebig angenommenen Coordinaten-Ebenen VZ, XZ, XV pai'allel iin- 
endlich weit gerückt sind, indem wir erste Potenzen \o\\ .c, //, z und 
Constante gegen zweite Potenzen derselben vernachlässigen, die folgt'uden drei 
Gleichungen : 

ßiv'' + -ILxvw -f- F.K'v- + -IMxnw + -ZK.v'uv -f K.r''t- = 0, I 
E7i>-^ + 2Mytw + öy V^ + 2 Kfjvw + l'Zy.' /. ,> + />-';■-■ -= U, (8(1) 

Fw^ -\-2Kzum + Fz'W + ->Lz/w + -iMzUu J- ^rv■^ = d, J 
die mit den Gleichungen der Durchschnitts -Curven der drei fraglichen 
Ebenen mit dem Asymptotenkegel der Characteristik zusammenfallen. 
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270. Die Kegelfläche der ziveiten Classe, welche von den Lhiien des 
Asymptoten -Complexes umhüllt wird, kann reell oder imaginär sein, und 
dementsprechend sehliesst der gegebene Complex zweiten Grades entweder 
solche reelle Linien ein, welche unendlich weit liegen, oder nicht. Danach 
zerfallen die allgememen Complexe des zweiten Grades in zwei coordinirte 
Arten. Complexe der ersten Art wollen wir hyperboloidisehe, Complexe 
der zweiten Art ellipsoidische nennen. Wir sehen bei dieser Eintheilimg 
zunächst von allen solchen Complexen ab, deren Asymptoten -Complex sich 
irgendwie particnlansirt hat. 

Hyperboloidische Complexe haben eine Chai-acteristik mit einem 
reellen As}^Ilptotenkegel, und wei'den Llenniach analyti^c-h diidnn-h l.>czei<:hnet, 
dass nur zwei der drei Ansdruckc : 

.--. ,-^-iJi. .--/ 

"Wertlie mit glciL-iiem Vorzeichen haben. 

Ellipsoidische Complexe haben eine Cliaracteristik , deren Asymp- 
toten-Kegel sieh auf einen ellipsoidischen Punct reducirt; die obigen drei 
Ausdrücke halben für solche Complexe Wevthe, ilie alle drei im Zeichen 
üljeremsfcimnicn. 

271. In hyperboloidischen Complexen bestimmen die Tangential- 
Ebenen des Asjinptoten-Ivegels der Chai-acteristik die Eiehtimgen derjenigen 
Ebenen, nach welchen Linien des Complexes imendlich weit liegen. Die 
Complex-Curven in solchen Ebenen sind Parabeln, welche die unemllich weit 
liegenden Linien berühren. Bewegt sich eine solche Ebene pai'allel mit sieh 
selbst, so liesehreibt die in ihr liegende, von Linien des Complexes umhüllte 
Parabel eine parabolische Aequatorialfläche (n. 232). Die Seite, nach wel- 
cher der Asymptoten-Kegel der Characteristik von einer Breiten -Ebene der 
Fläche berülirt wird, bestimmt die Richtung, welcher die Richtung der Axe 
der Parabel sich fortwährend nähert, wenn die Ebene derselben immer weiter 
fortrückt, was in zweifachem Sinne geschehen kann. 

Jede andere Ebenen-Kichtung, nach der keine Linie des Complexes un- 
endlich weit liegt, bestimmt eine Aequatorialfläche, deren Breiten -CuiTen 
einen Mittelpmiet besitzen. Hier heben wir zunächst nur hervor, dass, l>ei 
zunehmender Entfernung einer parallel mit sich selbst fortmckenden Ebene die 
Complex-CmTe in ihr entweder eine Hyperbel oder eine Ellipse' kt, je nachdem 
die Ebene den Asymptoten-Kegel in einer Hyperbel oder einer Ellipse schneidet. 
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Durch eine gegebene gerade Linie la^ison sich Im Allgemeinen zwei 
Ebenen legen, in denen eine Linie des hyperboloidischen Complexes nnend- 
lieh weit. liegt. Nehmen wir irgend einen Punct der gegebenen geraden 
Linie als Mittelpnnet des Asyinptoten-Kegels der Chai'acteristik, so sind die 
beiden Taiigential-Ebenen, welche durch die gegebene Linie an diesen Kegel 
sich legen lassen, die beiden ft'aglichen Ebenen. Sie sind reell oder imaginär, 
je nachdem die Linie ausserhalb oder innerhalb des Kegels liegt, mid fallen, 
wenn die Linie eine Seite des Kegels ist, in eine Tangential-Ebene desselben 
zusammen. Dem entsprechend können unter den Meridian-Curven einer 
Meridianflacbe eines hyperboloidischen Compleses zwei Paral>ehi auftreten. 
Dieselben können auch zusammenfallen. Es hangt das ab von der lÜchtung 
der Doppellinie der Meridianfläche in Beziehung auf den Asymptoten-Kegel 
der Characteristik des Compleses. 

Die der Doppellinie einer Meridiaufläehe parallelen Linien des Complexes 
bilden einen der M"eridianfläche umschriebenen Complex-Cyiinder. Dieser 
Cylinder ist ein hyperbolischer oder ein elliptiselier'^), je nachdem die beiden 
Meridian-Ebenen, in welchen parabolische Complex-CuiTen liegen, reell oder 
imaginäi" sind. Fallen die beiden Ebenen in eine zusannnen, so wird der 
Complex-Cyiinder ein parabolischer. 

Nach dem Vorstehenden sind also die von den Linien eines liyperboloi- 
dischen Complexes gebildeten C^dinder elliptische oder hyperbolische, je nach- 
dem die Eichtimg der sie erzeugenden Complex- Linien in den Asymptoten- 
Kegel der Characteristik hineinfiült, oder nicht. Alle Complex-Cyiinder, deren 
Erzeugende einer Seite des Asymptoten-Kegels parallel sind, sind pai'abolische. 

272. La ellipsoidischen Complesen gibt es überhaupt keine parabo- 
lischen Complex-Curven. Alle Aequatorialfläehen sind zwischen zwei in end- 
lichem Abstände von einander befindliche Ebenen eingeschlossen. Diese 
Ebenen bezeichnen den Uebergang von solchen Ebenen, in welchen eine reelle 
Complex-Curve liegt, zu solchen, in denen eine imaginäre Cnrve von Linien 
des- Complexes umhüllt wird. 

j '\^ 11 TPrstehec hiei «nd im Folgeoden unti^i einem hjjei oli&clipi und t nein elliptii heu 
Cvlrndex einen solchen der ■von dei unendlith weit entternten tbeae be.!l„lic.h u z\ ei reellen odei 
u zwei imagnd,ien geraden Linien ge'iehnitten wirl Dmach wird i h dei ni^smlre Cjlmder aU 
ein elhjtisclier bezeichnet Insbesondere kinn aicli der hjperbohsehe und dei elli]tii,che Cvlindpi iii 
das '^i&tem zneiei b ch sehneidender bezugl cb reeller oder imagindrei Ebenen aiiflooeii 

T\ enn die teilen Durchs chmtt=lmien mit dei unendlich entferntpn Fl e le m eine :?eiade Lmie 
ausammenfalleu heis&t derCjlmdei ein paraholitchei lu h wp i e si h ii nn "M^tPii zwpipi janl 
eler reellei Ddei imiginarer El neu paiticihii it 
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Unter den Heridian-Cxirven einer beliebigen, dem Complexe angehörigen 
ilei-idianfläehe finden sich keine Parabeln. Die beiden Meridian -Ebenen, in 
welchen in dem Falle hyperboloiclischer Complexe Parabeln von den Linien 
des Complexes mnliüllt weixlen, sind bei ellipsoidi.sehen Complexen unab- 
hängig von der Richtimg der Doppellinie imaginär. In Folge dessen sind 
sämmüiche Cylinder, welche von Linien eines ellipsoidi«i'hpn Complexe« ge- 
bildet werden, elliptische Cylindei'. 

27Ü. Wir haben in der 163. Nimimer für die i'Tleifhmig einer .solchen 
Aeqnatorialflälche, deren Breiten-Curven der Ebene YZ parallel sind, in 
gemischten Rmct- und Linien -Coordinaten .r, u, i\ lo, die folgende erhalten: 

O^r-' +-l{Lx — S)vw -f (/'■.*■.' — 2R.r + ß)v^ 
+ -i{}r-^' + 'Huw + :^(/r.r^ - 0.1- - (;)-n- + {ß.v-^ + -l C.i + Qh^ = I). (ST) 
Diese Gleichung enthält dreizehn Constante, welche mit den zwei Constan- 
ten, durch welche das Coordinaten-System particularisirt ist, die fünfzehn 
Constanten geben, von denen die Aequatorialfläche abhängt.. 

Wenn wir die Axe OÄ' so bestinmien, dass sie dem Durchmesser des 
Complexes, welcher der zu. FZ genommenen beliebigen Ebene zugeordnet 
i^t, parallel läuft, so verschwinden die Constanten L und J/; wenn sie mit 
diesem Durchmesser ziisammenfällt, so verech winden gleichzeitig .S' und 7'. 
Es versehwindet /i', wenn wir m YZ den beiden Axen OF' imd OZ eine 
solche Richtung geben, dass die drei Coordinaten -Axen dreien zugeordneten 
Durchmessern des Complexes parallel sind. Durch diese Coordinaten-Bestim- 
mimg verliert die allgemeine Gleichung der Aequatorialfläche fünf weitere 
ihrer Constanten, indem sie in die folgende übergeht; 

/),/.-■ + (Fj ■■- — IRx + B)iy^ — -2(0.1 + 6')«r 

+ (Ä'.*-' + 2f.r + r)«-' = 0. (SH) 

Wenn wir die Coordinaten -Ebene FZ parallel mit sich selbst verschieben, 
bis sie dm-ch den Mittelpimct des Complexes geht, so reducirt sich die An- 
zalil der Constanten, in G-emä:Ssheit der Bedingungs-Gleiehung (36): 

FR= FV^ 
um eine sechste Einheit. 

274. Für ellipsoidische Complexe sind alle Aequatorialflächen durch eine 
Gleichimg von der Form der letzten, (88), darstellbar, wie wir auch die 
Richtung der Ebene FZ wählen mögen. Wenn wir aber bei hyperboloi- 
diseheti Complexen insbesondere die Breiten -Ebenen der Aequatorialfläche 
einer Tangential -Ebene des Asymptoten -Kegels der Charaeteristik parallel 
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nehmen, so ist der zugeordnete Durchmesser der Charactei'istik diesen Ebenen 
parallel und in Folge dessen die vorstehende Coordinaten-Bestiminuug nicht 
mehr möglich. Daiui verliert die allgemeine Grleiehung der Aequatorialfläche 
(87) die Constante D, so dass die Flache nur noch von vierzehn Constanten 
abhängt. Solche Aequatorialfläehen haben wir parabolische genannt. 

Dem Verachwinden von D entspricht, dass die Ebene VZ eine Tangential- 
Ebene des Asymptoten -Kegels der Characteristik ist, als deren Mittelpunct 
wir den Coordinaten-Anfangspunet genommen haben. Wir wollen die Axe 
Z mit deijenigen Seite des Asymptoten-Kegels zusammenfallen lassen, nach 
welcher derselbe von der Ebene Y Z beröhrt wird. Dann versehwindet in 
der Grleichnng der Aequatorialfläche die Constante Bl. Im allgemeinen Falle 
sind die Coordinaten des Mittelpunctes einer beliebigen Breiten-Cnrve : 

Mx-Y T Lt — S 

// = - j, , --=- --,,- ■ 

Wenn /> verschwindet, rückt der Mittelpunct in der Ebene der Cnrve un- 
endlich weit, imd die Richtung, nach welcher er unendlich writ liegt, ist 
durch die Gleichung: 

taugt; =- z,; --,s- 
bestimmt, in welcher a den Winkel bezeichnet, den diese Iticlitnng, die Axen- 
Richtung der Parabel, mit OZ liildet. Für die unendlich weit liegende 
Parabel kommt: 

taug fi = ■ 

Wenn M verschwindet, ist diese Axen-Richtung mit der Axe OZ parallel. 

Die Richtung der Axe ^i' ist bisher noch unbestimmt geblieben. Wir 
können dieselbe in FZ senkrecht gegen Z nehmen. Wenn wir dann durch 
Oy eine zweite Tangential-Ebene an den Asymptoten-Kegel legen und die- 
selbe als Ebene XF und die Seite des Asymptoten-Kegels, nach welcher sie 
berührt wird, als Axe O.Y nehmen, so verschwinden aus der G-leichnng der 
Aequatorialfläche die zwei Constanten F nnd /*'. Dann schreibt sich die 
Gleichung der Flache unter der folgenden Form: 

— 2{0x + G)uv + (Ex-' + 2 U.V + C) u- = 0. (8!)) 

Aus dieser Gleichung können wir dm'ch schickliche Wahl des Anfangspunctes 
noch weitere drei Constante fortschaffen. 
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210. AVeim ^^k4i der Aiisclnic:k; 

entsprechend der Bedingiings-Gleiehnng: 

DEF — DK^ — EL^ ~ F.JI^ + äA'Z.V = 0, (<)()) 

in zwei Faetoren des ersten G-rades auflöst, so partic-uhirigirt sich 
der Compiex, indem ev eine seiner neunzehn Constanten verhert. 

Die voretehende Bedingungs-Gleichung kommt darauf hinaus, dass, wenn 
^vir durch eine schicMiche Annahme der Richtung der drei Coordinaten-Axen, 
wie früher, /i". /,, .'/ verschwinden lassen, dadurch zugleich eine der drei 
konstanten />, /:', /' verschwindet. Ist 7) die verschwindende Constante, m 
wird die (Tieichiing des Complexes: 

Ar-^ + B.r' + ^'+ Eq' + /''ir 
j_ 2^'.v+ 2//r + 2/rs 
- 2Jr(> + 20s o 
-\- 2l'ro + 20 rrj + 2Iisri — 2Ssa — 2Tr, + 2 L (j = d. (Dl) 

AiLs dieser Gleichung, bei welcher wir, unbeschadet der Allgemeinheit, 
das Ooordinaten-Sj'stem als ein rechtmnkliges annelmien wollen, können ^vir 
noch weitere di'ei Coiistanten diu-ch die Bestimmung des Anfai^spmictes der 
Coordinaten fortschaffen. Wesentlich bei den folgenden Betraehtmigen ist, 
dass durch die Wahl der Richtimg der Coordinaten-Axen ausser D niclit auch 
noch eine andere der Coiistanten D, E, F verschwindet. 

27C. Wir haben durch die Gleichmig: 

ßii + Eir' + Fv^- + 2Kttv + 2Ltv + 2M(u + /nß^^ = 
die Characteristik des Complexes dargestellt. Diese Characteristik ist in 
dem allgemeinen Falle der hyperboloidischen mid ellipsoidisehen C'omplexe 
eine Fläche des zweiten Grades mit einem Mittelpuncte. Der Mttelpmict 
dieser Fläche und ihi-e absoluten Dimensionen, die von der willkürliehen 
Constante X- abhängen, können beliebig angenommen werden. Li dem Falle 
der Complexe besonderer Art, die wir jetzt betrachten und die wir durch 
die Gleichung {!)!) dargestellt haben, reducirt sich die Chai'acteristilt auf eine 
CmTe zweiten Grades mit einem Mittelpuncte. Wir wollen diese Curve die 
characteristisehe Curve des Complexes besonderer Art nennen. 

Dm-ch (Me Ebene der characteiistischen Ciu-ve ist eine ausgezeichnete 
Ebenen-Richtmig für den Complex gegeben. Nehmen wir dieselbe der Coor- 
dinaten-Ebene FZ parallel, so verschwinden />, Z, M und die Gleichung dci- 
CuiTe geht in die folgende über: 
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Eh' + Fv' + 2KHß + /-w-' = 0. 
'Wenn wir zwei zugeordnete Dlirclimesser der CiuTe, insbesondere die beiden 
Axen derselben, zu Coordinaten-Axen OY und OZ neliinen, so vei-sehwindet 
K, und dann sind die Coordinaten-Axen dieselben, auf welche der Complex 
in der (rleiehung (91) bezi^en ist. 

277. Wir haben die Bestimmung der Richtung der zugeordneten Durch- 
messer eines Complexes der allgemeinen Art auf die Betrachtung der Durch- 
messer seiner characteristischen Flache zurflckgefahrt. Die characteristische 
Cm-ve eines Complexes der besonderen Art können wir als die Grenze von 
characteristischen Flachen ansehen, und, in Folge davon, sagen, dass von 
zwei zugeordneten Durchmessern der Curve jeder zugleich allen Ebenen zu- 
geordnet ist, welche nach beliebiger Richtung durch den jedesmaligen anderen 
gelegt werden können; dass jede durch den Mittelpunct der Curve hindurch- 
gehende gerade Linie, welche nicht in der Ebene derselben liegt, dieser Ebene 
zugeordnet sei, und endlieh, dass eine beliebige solche gerade Linie und zwei 
zugeordnete Durchmesser der Cm-ve ein System dreier zugeordneter Durch- 
messer der Cm"ve bilden. 

Diese Relationen übertragen sich unmittelbar auf Complexe der beson- 
deren Art. Einer gegebenen Ebene entspricht ein Durchmesser des Com- 
plexes, welcher der Ebene der characteristischen Curve parallel ist und 
dieser Ebene parallel bleibt, wie auch die Richtung der gegebenen Ebene 
sich ändern mag; oder, mit anderen Worten, die Durehmesser aller 
Aeqnatorialflächen des Complexes sind der Ebene seiner charac- 
teristischen Curve parallel. 

Wenn sich die gegebene Ebene um ilire Durehschnittslinie mit der 
Ebene der characteristischen Curve dreht, so i-ückt der zugeordnete Durch- 
messer des Complexes parallel mit sich selbst fort. Es gibt also unendlich 
viele unter sich parallele Durchmesser des Complexes. Weim endlich die 
sieh dreliende Ebene mit der Ebene der characteristischen Ciu-ve zusammen- 
fällt, so wird der Durchmesser unbestimmt. Er verliert seine Richtung, indem 
er unendlich weit rückt. 

In dem allgemeinen Falle der hyperboloidischen und ellipsoidischen Com- 
plexe haben wir gezeigt, dass je zwei conjugirte Durchmesser von der Axe 
desjenigen Complex-Cylinders geschnitten werden, dessen Seiten dem dritten 
conjugirten Durchmesser parallel sind. In dem Falle der besonderen Com- 
plexe, die wir hier betrachten, ist jedesmal der dritte eonjugirte Durchmesser 
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unendlich weit gerückt. Aber nach wie vor bestimmen je zwei beliebige, 
der Central-Ebene paraUele, tonjughte Durchmesser durch den Durchschnitt 
ilirer zugeordneten Ebenen die Richtung der Seiten eines Complex-Cylmders, 
dessen Ase die beiden Durehmesser schneidet. Wir sagen, dass dieser Cylin- 
der und insbesondere seine Axe dem Systeme der beiden Durchmesser zu- 
geordnet sei. 

278. Zm- Bestätigiing und Erweitemng dieser Resultate wollen wir zu 
den Gleichungen (5) zui'ückgehen, welche in dem allgemeinen Falle der 
Gomplexe den Durchmesser darstellen, der einer gegebenen Ebene: 

Air + ufj + vz + ?i>^i) 
zugeordnet ist. Diese Gleichungen redueiren sich, wenn wh' che Gleichung 
der Complexe besonderer Ai't, (i)l), zu Crrunde legen und x', >/', z' in der 
frälieren Bedeutung lieil^ehidten, auf: 



. .- F^ \ 

•-' - Ku^^Fv^- 1 
Danach isU 

{,,-,,■) /■>.-. Kz-z) Eu. (93) 

Der Dm-chmesser ist, in Gemässheit mit der ersten der drei Gleichungen (92), 
der Ebene VZ parallel. Die Gleichung (93), in folgender Welse geschrieben: 

(h'ückt:' nnmittelbai; ;Lns, dass der Durchschnitt der gegebenen Ebene V Z und 
der dieser Ebene zugeordnete Durehmesser des Complexes die Richtung zweier 
zugeordneter Durchmesser der charaeteristischen Curve haben, die, nach dem 
Vei^chwinden von A', durch die Gleichung: 

E,i^- + Fr^ + /,«■■■ = n 
dargestellt wird. 

Die "Werthe für .r', ij\ z', welche wir den Gleichungen (92) zu Grunde 
gelegt haben, sind die folgenden: 

., _ Otiv + Rv- -\- Stv — Tlu — Uu - ] 
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Der Abstand .v' des Dur(:limessers von der Ebene rZ Ijleibt aho für alle 
Ebenen dei^elbe, deren Coordinaten die folgende Gleichnng beftiedigen: 

[Eif^ + Fv'-).v' = Oitv + /?i'^ H- S/v — Tut — Ulf. (!>5) 

Alle solche Ebenen umhüllen eine unendlich weit liegende Curve der zweiten 
Classe. Indem in der vorstehenden Gleichung das Glied mit ?-' fehlt, bei'ühi't 
diese CuiTe, unabhängig von der Annahme von .%■', die in /'^ unendlich weit 
liegende gerade Tjinie. Für den Beriihrmigspimct erha.lt(?n wir: 

Sv — Tu = 0. (!)<>) 

In dieser Gleichung kommt .v' nicht mehr vor. Es ist durch dieselbe eine 
für den Complex ausgezeichnete Richtung bestimmt. 

Weim u mid v gleichzeitig vei'sehwinden, werden die Coordinaten des 
Punctes x', y', :', durch welchen die Lage des Dm-clunessers bestimmt wird, 
unendlich gross. Dabei verliert der Durchmesser, wie die Gleichungen (92) 

ze^en, in miendlicher Entfernung ^eine Richtung. Aber der Quotient , 
behält einen endliehen und bestimmten Wca-th. "Wir erhalten aus (4), indem 
wir u imd v vei-sehwinden lassen: 

Der Durchmesser ist also in der durch die vorstehende tilciehuiig bezeichneten 
Richtung parallel zu FZ unendlich weit gerückt. Diese Eichtimg fällt mit der- 
jenigen zusammen, welche wir durch die Gleichung (96) bestimmt haben. Wir 
können sagen, dass die unendlich vielen Durchmesser, welche im Complexe 
der Ebene der characteristischen Curve zugeordnet sind, diese Ebene in dem- 
selben unendlich weit liegenden Puncte schneiden. Dieser Punct ist der 
Mittelpunct der in der Ebene der characteristischen Cni-ve von Linien des 
Complexes umhüllten Cui"ve, und bleibt imverandert, wenn die Ebene parallel 
mit sich fortrückt. Wir werden in den folgenden Nummern die analytische 
Bestätigung für diese geometrische Folgerung erhalten. 

279. Für die Durchschnitte der beiden, den Coordinaten - Ebenen Ä^Z 
und Ä^y zugeordneten, mit OV und OZ parallelen Durchmesser mit diesen 
beiden Coordinaten-Ebenen erhalten wir: 

U P 1 
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60 veröchieben wir die Ebenen Ä'Z nnd ÄJ' .so, dass, nach der Versehicbung, 
die beiden diesen Ebenen zugeordneten Durcbmesser die Axe OX schneiden. 
Von den Gleichungen-Paaren (18) der 240. Nummer, durch welche über- 
haupt die Axen der drei Complex-Cylmder, deren Seiten den Coordinaten- 
Äxen OS, OF, OZ parallel smd, dargestellt werden, zeigt das erste: 

,'/---■;. '--",' m 

dass eine der drei Gyiindur-Axen mit OX zusammen HUlt. Die beiden anderen 
(Tleiehiingen-Pa.are j^-eben : 

'^ I 



I 



(100) 



Es sind also die beiden anderen Cylindev-Axeu in denselben zu VZ jjaral- 

lelen Ebenen, in welchen die beiden zugeordneten Durchmesser liegen, vm- 

endhch weit geialckt. 

Von den drei Coordinaten des Mittelpunctes des Centralparallelepipeds, 

dessen Kanten bezüghch OX, Ol', OZ pai'allel sind, für welche wir in dem 

iillgenieinen Falle erhalten haben: 

i, — ^-Ji^ ^^' •> — — ^' 'TiJlL > — J'^' ~ ^^ i ) 

■'" ~ ■ )iYF""' 'J ~~ 2ßF ' -" ^ "2DE"' '- * 

bleibt nm- x" endlieh und vollkommen bestimmt, wahrend y" und z" unend- 
lich gross werden. Das Verhältniss zwischen y imd z" bleibt ein bestimmtes. 
Wir erhalten für ila^^sclbe: 

t-^l- m> 

Durch diese Gleichung wird dieselbe für den Complex ausgezeichnete 
liichtung bestimmt, welche wir in der vorigen Nummer erhalten haben (^T). 

Der Mittelpnnet des Centralparallelepipeds, welches wir ausgewtlhlt 
haben, liegt in einer nicht nur der Richtung, sondern auch der Lage 
nach bestimmten Ebene in dem durch die Gleichung (101) bestimmten Sinne 
unendlich weit. Wenn wir die Axe OX als eine Seite des Centralparallel- 
epipeds beibehalten und V und Z beliebig zweien conjugirten Durch- 
messern der characteristischen Cur\'e parallel nehmen, so erhalten wir eine 
Eeihe von Centralparallelepipeden. Dieselben Betrachtmigen, welche wir in 
der 246. Nummer in dem Falle der hyperboloidischen und ellipsoidischeu 
Complexe angestellt haben, zeigen hier, dass der Mittelpunct aUer dieser 
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t'entvalpariillelepipede in derselben ['iciitung und in dei'sellien zu der ELieue 
der charaetei'istischeu Curve parallelen Ebene unendlich weit geiUckt sind. 

Wenn wir an Stelle der Ase OX eine andere Cyliuder-Axe des Coni- 
plexes wählen, so erhalten wir eine neue Eeilie von Centralpai-allelepipeden. 
Der Mittelpunct aller dieser Parallelepipede ist in derselben Richtung, wie 
vorhin, parallel mit der Ebene der charaeteristischen Cui've unendlich weit 
gerflclft, indem die Bestimmung dieser Richtung von der "Wahl der Coordi- 
naten-Äxe OÄ' iinabhängig war. Dagegen ist die Ebene, in welcher der 
Mittelpunct des Parallelepipeds unendlich weit gerückt ist, im Allgemeinen 
eine andere geworden. Denn wenn wir irgend ■ zwei conjngLrte Durchmesser 
des Complexes auswählen und den einen durch einen anderen, ihm parallelen, 
«■setzen, so ändert sich dabei die in der Mitte zwischen den beiden con- 
jugirten Dm-chmessern hindm'ch gehende Central-Ebene. 

Wir sind so zu den folgenden Sätzen gekommen: 

In den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, ist 
der Mittelpunct parallel mit der Ebene der characteri^itischeu 
Curve nach gegebener Richtung: 



unendlich weit gerückt. 

Alle Ceutral-Parallelepipeda, welche dieselbe im Endlichen 
liegende Cj'linder-Axe zu einer ihrer Kanten haben, besitzen 
parallel zu der Ebene der eharaeteristischen Curve dieselb-e 
Central-Ebene. 

280. Für die Grleichung des C^amplexes der besonderen Art erhalten 
wir, wenn mr die Axe irgend eines seiner Cylinder mit der Coordinaten-Axe 
OA' zusammen fallen lassen und OF und OZ irgend zweien Durchmessern 
der eharaeteristischen Curve parallel annehmen, die folgende: 
.!;-■ + Bs^ + C + Ä"^^ + F^j-^ 
+ 2Cs + 2/fr + 2/;-.v 
— 2 Ära + 20 SQ 
+ 2B.'.'yj — 2.S.UJ — 2T(i + 2 f > = 0. 
Wir können noch die Bedingungs-Gleichnng 
ER ^ Fi' 

hinzufügen, u,nd bestimmen damit, dass die der Axe OÄ zugehörige Central- 
Ebene mit der Coordinaten-Ebene l'Z zusammenfällt. Endhch können wir 

Plucket, GoomiMiHtf. ,^5 



(102) 



(103) 
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nach Belieben -S odrr T vers(,'liwinck'ii lassen, imlem wir eine der beiden 
Axen OY, "Z der durch ibe (Jleiehmig (101) bestinjintpn Riehtinig parallel 
nehmen. 

Unter Berücksichtigung dieser Vereinfachungen enthält die' Grleichung 
(102) elf von einander unabhängige Constanten. Wemi wir zu denselben 
die sieben Constanten hinzuzälilen, durch welche das Coordiiiaten- System 
partieulaiTsirt ist, so erhalten wir die achtzehn C'onstanten des Complexes 
der besonderen Art. 

"281. Der Asymptoten -Kegel der characteristischen Flache eines Com- 
plexes clev allgemeinen Ai-t wird bei Complexen der besonderen Art, die wix' 
hier betrachten, durch die beiden Asymptoten der cluuuctevisti sehen Curve 
vertreten. 

In dem Falle der allgemeüien Complexe bestimmt die Ourve, nach 
■welcher eine gegebene Ebene den Asymptoten -Kegel sehneidet, die Natur 
der Complex-Cux-ve in derjenigen Ebene, welche parallel mit der gegebenen 
unendlich weit genickt ist. In Complexen der basonderen Art löst sich diese 
Curve in die beiden Durehsehnittspuncte der gegebenen Ebene mit den 
Asymptoten auf. Es ai-tet also in der unendlich weit geitickten Ebene die 
Comples-Curve m ein System von zwei Punkten aus, die nach der 
Richtung der beiden Asjinptoten imendllch weit liegen. 

Alle Aequatoiialfläehen, deren Breiten-Ebenen einer der beiden ÄsjTnp- 
toten parallel sind, sind parabolische. Wir erhalten auch dann eine para- 
bolische Aequatorialfläche, wenn wir die Breiten-Ebenen derselben der Ebene 
der characteristischen Curve paraUel nehmen. Die Gleichung dieser Fläche ist : 

— iSi-m + {Fx'- — 2.R.V + ß\v^' + -iTioe 
— '2(0.v + /;)uv + (Ä',r^ + 2r.r + C]'r' = 0, (104) 

und demnach die Fläche dadurch particulaiisii-t, dass die Axen der Parabeln 
in allen Breiten-Ebenen gleich gerichtet sind. Diese Richtung ist, in Ueber- 
einstimmung mit der 278. Nimimer, dieselbe, in welcher der Mittelpnnct des 
Complexes unendlich weit geriickt ist. 

Wenn wir dieselbe Aequatorialfläche, statt dm-ch ihre Breiten -tiurven, 
durch ihre umhüllenden Cylinder-Flächen bestimmen, so erhalten wir nach 
den Entwicklungen der 182. Nummer die folgende Gleichung: 
(f'Y^ -f. /■z'^)x^ - 2{%'^ - 0>/z' - Vz'-^).v 
+ 2(,Sy' + Tz-);,' ■ : + (ffy'^ + 2 <,>';' + Tz'O = 0- {iOr>) 
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Dieselbe stellt den Durchschnitt mit XZ desjenigen Complex-CylindeK dar. 
dessen Seiten der durch das Vevhältuiss -^ bestimmten Richtung parallel shid. 

In der vorstehenden Gleichung fehlt das Griied mit r-. Alle Complex- 
Cylinder also, deren Seiten der Ebene der characteristisehen C'urve parallel 
sind, sind parabolische Cylinder. Die Diametral-Ebenen derselben sind mit 
der genannten Ebene parallel. Insbesondere lösen sich diejenigen beiden 
Cylinder., deren Seiten einer der beiden Asymptoten der chax-acterist^chen 
Curve parallel sind, in Systeme von zwei Ebenen auf, von deneu die eine 
unendlich weit rückt. In Folge drasen reduch't sich die Gleichung des Cylin- 
ders auf den eisten Grad. Weun wir endlieli den Seiten des Cylinders die- 
jenige Eichtung geben, in welcher der Mittelpnnct des Complexe.* imeudlicli 
weit gerflcK't ist, so kommt: 

.V//' + Tz' = 0, 
und der Cylinder zerfällt hi zwei Ebenen, welche lieide der Ebeuf der charac- 
teristischen CiuTe parallel sind. 

282. Je nachdem die beiden Asymptoten der eharacteristi^ohen CwiYr. 
reell oder imaginär sind, wollen wir den Complex der besonderen Art einen 
hyperbolischen oder einen elliptischen nennen. 

In beiden Arten von Complexen liegt in solchen Ebenen, welche der 
Ebene der characteristischen Curve parallel sind, eine Linie des Coniplexes 
unendlich weit. In elliptischen Complexen gibt es sonst keine Ebenen, welche 
unendlich weit liegende Linien des Complexes enthalten. In hyperbolischen 
Complexen lassen sieh durch jede Linie des Raumes zwei reelle Ebenen legen, 
die bezüglich den beiden Asymptoten der characteiisfcischen Curve parallel 
sind: die Complex -Ourven in diesen Ebenen sind Parabehi. Mit Ausnahme 
derjenigen Gomplex-Cylinder, deren Seiten der Ebene der characteristischen 
Curve parallel verlaufen, sind sämmtliche einem hyperbolischen Complexe 
angehörige Cylinderflächen hyperbolische , die einem elliptischen Complexe 
angehörigen elliptische Cylinder. 

Wh- können sagen, dass sich die in der unendlich weit liegenden Ebene 
enthaltene Curve des Complexes in dem Falle der hyperbolischen Complexe 
in ein System von zwei reellen, in dem Falle der elliptischen Complexe 
in ein System von zwei imaginären Puncten aufgelöst hat. 

283. Wenn wir, um die Gesammtheit der unendhch weit liegenden 
Linien des Complexes darzustellen, nur die Glieder zweiten Grades in q, o, ti 

35* 
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betrachten, wie wir dies in dem allgemeinen Falle gethsin htibou (n. 2G7), 
so erhalten wir aus der Gleichung (102): 

EqI + Fri'- ^ 0. (1061 

Diese Gleichung stellt in Linien-Coordinaten die i^eiden Asymptoten der 
characteristisehen Cm-ve dar. 

Mit gi-össerer Annäherung aber, als es vermittelst der charaeteristisehen 
Curve geschehen kann, bestimmen wir die unendlich weit liegenden Jjinien 
des gegebenen Complexes, wenn wir gegen zweite Potenzen von 9 und i], 
nach wie vor, erste Potenzen derselben, sowie die Veränderlich™ /■, .v und 
Constante vernachlässigen, während wir erste Potenzen von <> buibe- 
halten. Aiif diese Art*) erhalten wir die folgende Gleichiuig: 

E(}> + Fti'- — 2{Ss + T) G = 0. (107) 

Ein Glied mit -V oder tritt nicht hinzu. Es ist nämlich: 

— Xro + Chii = — Jii + {0 — X).so, 
das heisst, es blei))t /-{> iiumev von der Ordnung der Glieder mit iy und sq 
und kommt somit nicht in Betracht. 

Die vorstehende Gleichung stellt einen neuen Complex dar, welchen wir 
den Asymptoten-Complex des gegebenen nennen wollen. 

Wie in dem allgemeinen Falle, ist die Annähennig des Asymptoten- 
Oomplexes an den gegebenen vom ersten Grade, während dieselbe bei Nicht- 
Beiilcksichtigung der Glieder erster Ordnung in a nur von dem Grade '2 
sein würde. 

Wenn wir den Anfangspmict der Coordinaten beliebig verschieben, be- 
halten in der Gleichung (91), welche Z>, K, L, M nicht enthält, die beiden 
Constanten S und T unverändert dieselben Wei-the. Wie wir also den ge- 
gebenen Complex und seinen Asymptoten -Complex pai-allel mit sich selbst 
gegen einander vei'schieben mögen, ihre gegenseitige Beziehung zu 
einander bleibt dieselbe. 

Die Gleichimg des Asymptoten-Complexes wird befriedigt, wenn gleich- 
zeitig: y = 0, ö ^ 0, t] = 0. 

' Analog hat ei L ifi^zn^i^ mt tmei i uiIcIi-Mlu \ \a\\lA niu emeii iiinct du tboclut 
gänDmraeiL, unendlich weit liegt deijeuige, in welchem deiselbe ^oii den D irchmefiserii dei pArabo 
bachen Asymptote geschnitten wird Eine genauere Anschauung iiher die Lage der dem Unendlichen 
«ich nähernden Puncte erhalten wir durch die parabolische A=jmptote selbst, deren Punete wenn sie 
unendlich weit nicken sowohl nich der Richtung det A\e ilo auch senkrecht dagegen uncnlhch 
iieit sich entfernen aljer so da>» wenn die Groise dei Entfernung nich dei -ixe lon der Pt=ten 
Uidnuag it,t die Ordnung der Giüsae dei Entfernung ^on dei i\e nut i/, betragt 
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Alle durch dfii ('oordiniiten-Anfan<^'spunet gehenden geraden Linien gehören 
dem Asymptoten -C'omplexe an. Der Complex uiiifasst ferner alle geraden 
Linien, welche den beiden Gleichungen: 

Eq^ -\- Ftj^ = 0, *f = 0, 

oder den folgenden helden: 

Eq' + Fi^' =- 0, .V.? + /' = 0, 

Grenüge leisten. 

Eine jede gerade Linie also, welche die Axe OA' und die beiden in FZ 
liegenden Asymptoten der characteristischen Curve schneidet, ist eine Linie 
des Äsymptoten-Complexes. Und femer gehört demselben Jede gerade Linie 
an, welche eine der beiden Asymptoten schneidet mid der durch den Anfangs- 
punet gehenden Ebene: 

.s> + rz = o, 

welche diejenige Richtung bezeichnet, in welcher der Mttelpunet des gege- 
benen Complexes in der Ebene der characteristischen CuiTe unendlich weit 
gei"ftckt ist, pajullel ist. In Folge dessen artet die Complex -Curve in der 
Ebene FZ in das System zweier Puncte aus, von denen der eine mit dem 
Coordinaten-Aiifangspunete zt^ammenfällt und der andere in der durch die 
vorstehende Grleiehung bezeichneten Richtung unendlich weit gei"ückt ist. 
Die Aeqnatorialfläche des Asymptoten-Complexes, deren Breiten -Ebenen zu 
FZ parallel sind, besteht, vne die des gegebenen Complexes, aus Parabeln. 
Alle diese Parabeln werden von den beiden Ebenen berOhrt, -welche sich 
durch die Axe OX und die beiden Asymptoten der characteristischen Curve 
hindurch legen lassen. Wenn die Breiten-Ebene parallel mit FZ imendlich 
weit rückt, ai-t-et die Parabel in ihr in das System zweier imendlich weit 
liegender Puncte aus. Den Uebergang von einer Parabel m zwei unendlich 
weit liegende Puncte haben wir uns so zu denken, dass auf zwei festen 
Tangenten der Cm've die Bei'tlhrung.spuncte unendlich weit gertlckt sind. 

284. Wenn die Ebene, in welcher der Mittelpunct unendlich weit ge- 
rückt ist, eine der beiden Asymptoten enthält oder unbestimmt wird, erhalten 
wir eine entsprechende Particulaiisation des gegebenen Complexes in Beziehung 
auf die Lage seiner Durchmesser und die Anordnung seiner unendlich weit 
liegenden Linien. Derartige Complexe hängen, im Allgemeinen, bezüglich 
von siebenzehn oder sechszehn Constanten ab. 

Wir wollen hier nur den letzten Pall betrachten, in welchem in der allge- 
meinen Complex-Gleichung neben A\ L, M und D auch .S' und T verschwinden. 



y Google 



- L'TB - 

])itun fällt aus der 14 leiuliimg des so partiüulai'isirten Complexes 
die Veränderliche « ganz aus. 

Die allgemeinste Irleifhiiiigsfonn, in welcher diese Vei'iliidevliehe fehlt, ist: 
Jr^ -L //.v -i- r+ 2^',s- -f 2///- -jr 2lrs 

J- !■ /Vy + 2ifrij + 2/?.v»/ + 2 Ty = 11. (10s) 

iAidurch, da>.s wir die Ci)ordinaten-Axeii OS' und OZ zweien zugeordneten 
Diirchmesserii der characteristisclien CuiTe parallel nehmen, versehwindet 
aus dieser Gleiehung Ä'. Indem wir (Ue Axe 0A\ weiche bisher willkürlich 
angenommen worden ist, mit der Axe eines Coniplex-Cvlinder.s ziisammeü- 
fiillen lassen, verschwinden /' tmd ('. Endlich erhalten ivir dui-cli W'iNeliie- 
nimg der Klirnc J'Z parallel mit ^\'A\ seilet die Relation: 

Die llleiclniiiL:-: 

.(,,. ^ ^_ /^.; ^_ r ^ :>6-.v -h- 2//;- J- 2//-.V 

-i- ■2(0.-.\)so -^Xri 

+ 2Jl.srj + 2r\. ^ n. (Uif)) 

wobei: /■:/< ^ Fr 

i>t al>o als dio al Igenieiin' (ileichnng der in fraglicher Weise partieu- 
laiisirten t'omj'iexe anzusehen. Sie euthillt zehn von einander miahhilngige 
konstanten, zn welclien noch sechs Coustanten der Lage hinzugerechnet wer- 
den müssen, die darauf kommen, dass einmal die Ebene l'Z durch den 
Complex bestimmfc ist, dass ferner die beiden Axen " /' und OZ zugeordnete 
Riehtmigen mit Bezug auf die characteristische (_'ur\-e liabcii. endlich, dass 
(iX eme C'ylinder-Axe iles Gomplexes ist. 

Der Bedingimg also, dass sich ein Complex zweiten Grades dnveh eine 
Uleichung zweiten ttrades zwischen mu' vier der fthif Yariabeln: 
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2HÖ. Es ist interessant, den so |")iii'tiL-uUirisirteii ConiiilcN nilher zn 
untei-suehen. 

Für den Abstand desjenigen Dnrehmesser.s de^ CDnii^k'xes, welcher einer 
gegebenen Ebene: 

/x + u// + ,.;+/..= 
zugeordnet ist, von der ihm pai'ailelen C'oordinaten-Ebene FZ finden ^vir nüch 
den Formeln der 278. Nummei", indem wir ^S' und 7' p;leicli Null s(.'tzen: 

Wenn wii- dami die gegebene Ebene um ihren Dm-chsehnitt mit der Ebene 
der characteristisehen Curve beliebig drehen, so bleibt der ihr zugeordnete 
Durchmesser immer in derselben, durch den vorstehenden Wei'th von .r 
bestimmten Ebene, während in dem allgememen. Falle der hyperbolischen 
und elliptischen C'omplexe bei der Drehung der gegebenen Ebene der ihr zu- 
geordnete Durchmesser seinen Abstand von der F^- Ebene äVndeit. 

Danach geht das fi-flhev gewonnene Resultat in das folgende ftber. 

Die irgend zweien zugeordneten Durchmessern der characteristisehen 
CuiTe parallelen Dm"chmesser des Complexes liegen in zwei parallelen Ebenen, 
die von einer festen. Ebene gleichen Abstand habeu. Wir wollen diese 
Ebene die Central-Ebene des gegebenen Complexes nennen. 

Die Cooi'dinaten des Mittelpuncts des Complexes in der Cciitriil-Ebeni^ 

sind nicht mehr unendlich gi'oss; ihre Werthe eracheinen unter der Foim „ 
Der Mittelpunct liegt nicht mehr unendlich weit. Jeder Punct der Central- 
Ebene kann als Mittelpunct des Complexes angesehen werden. 

286. Bei den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, liegen, 
wie in dem allgemeinen Falle der hyperbolischen und elliptischen Complexe, 
in allen Ebenen, welche einer der beiden Asymptoten der characteristisehen 
Cm've para^llel sind, Linien imendlich weit, und die Complex-Cnrven in ihnen 
sind Parabeln. In Ebenen aber, die der Central-Ebene mid also beiden 
Asymptoten parallel sind, werden die Complex-Cnrven nach <len] Vei-schwin- 
den von S und T dm'ch die Grleichmig: 

{F.r'- — 2M.v-\-B)v^-^2{O.T-{-Gyin-+ (E.v^ + 2 T.r + r)r^=0 (111) 
dargestellt. Sie hören auf, Parabeln zu sein, nnd sind in Systeme \"on zwei 
Puncten ausgeartet, die nach Eichtungen, welche von einer Ebene zur lin- 
deren sich ändern, unendlich weit liegen. 
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Die Liok'ii des Comjjloxe^ in einer lIct (Zentral-Ebene parallelen El)e]ie 
bestehen also aus allen Linien der, Ebene, welche zwei gegebenen i^arallel 
sind. Diese Linien können reell oder ünaginär sein, sie können endlieh zu- 
sammenfallen. Wenn die Ebene sich immer weiter von der Central-Ebeue 
entfernt, näliei"t sich die Richtung der beiden Linien-Systeme immer mehr 
der Richtung der beiden Asymptoten der characteristischen Cnrve. 

Dem entsprechend arten die von Complex- Linien gebildeten Cylinder, 
deren Seiten der Central-Ebene parallel sind, in Systeme mit dieser Ebene 
paralleler Ebenen aus. Die Mittel-Ebenen zweier conjiigirter Cylinder liegen 
auf beiden Seiten der Central-Ebene in gleichem Abstände Ton deraelben. 

Der Complex ist also, wenn wir zusammenfassen, in der Weise particu- 
larisirt , dass jeder Pmict einer in der unendlich weit entfernten Ebene 
liegenden ausgezeichneten geraden Linie der Mittelpunet eines Complex-Kegels 
ist, der sich in das System zweier Ebenen auflöst, die sich nach der frag- 
lichen Linie schneiden; oder, was dasselbe sagt, dass jede Ebene, welche 
dm'ch eine ausgezeichnete gerade Linie der unendlich weit entfernten Ebene 
sicli legen lässt, eine Complex -Cnrwe enthält, welche sich in das System 
zweier Pmicte aufgelöst hat, die auf der fragliehen geraden Linie liegen. 

287. Wir haben in dem Vorstehenden denjenigen Fall discntirt, dass 
sieh der diireh die allgemeine Gleichung zweiten Grades dargestellte Complex in 
Folge <la.von, ilass sieh der Ausdruck: 

/>o-^ + /i'y^' + /'»;-' + 2ÄV.J/ — -ZLori — -IM HO 
in zwei lineare Factoren auflösen lässt, in Beziehung auf seine imendiicli 
weit liegenden Linien particularisirt. Wir wollen jetzt die neue Parti- 
ciilarisirmig des Complexes betrachten, wo derselbe Ausdruck das Quadrat 
einer linearen F^lnefcion wird, dem eiitsprechend, dass gleichzeitig: 

h'=~EF=0, L'- — J)F=0, M^- — J)E^Q. (112) 

Es kommt das darauf hinaus, dass bei gehöriger Bestimmung der Richtung 
der Coordüiaten-Axen zwei der drei Constanten ß, E, F zugleich mit K, Z, M 
verschwinden. Sind E mad F die beiden verschwindenden Constanten, so ist 
die Gleichung des Complexes die folgende: 

Ar'- + Bs- -\- C+ -1 Gs + 2IIr -i- 2 Jrs 

+ IJG^ 

— 2yrs+ 20so 
-f ■2PrQ + -^Orij + 2/l.s7i — 2.V.vö ~ 2Ta + 2 Ty = 0. (113) 
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2S^. Die Uleic-hungen (2) der 2'M. Xmnmei' geben zur Bestimumiig 
desjenigen Durchmessers des Complexes, der einer gegebenen Ebene; 

f.v -j- 111/ -j- rz + w = 
zugeordnet ist: 



bi- 



+ 



(.\—"\lu + />)>•' + {lu v - RIv - .' 



(114. 



Alle Durchmesser des Complexes sind zu der Axe '/-V parallel. 
Die Eiehtmig der Axe <iX ist sonach dm-ch den Complex gegeben. Die 
sechszehn Constanten des Complexes, der durch die drei Bedingungen (112) 
particularisirt ist, finden sich in den vierzehn Constanten seiner Gleichung 
(113) und denjenigen zwei Gonstanten wieder, durch die wir die Richtung 
der genannten Axe bestimmt haben. Wir können also, unbeschadet der 
Allgemeinheit, füi- das Coordinaten-System, auf welches der Complex in der 
Gleichmig (113) Ijezogen ist, ein rechtwinkliges nehmen. 

Zur Bestimmung dei^enigen di-ei Cvhnder-Axen, welche den drei Coor- 
dinaten-Axen OX, OF, OZ bezüglich parallel sind, erhalten wir aus den 
Gleichungen (18): 



,'/ = =^ 



(Ur.) 



Alle Cylinder-Axen des Complexes sind unendlich weit gerückt. 
Durch 2:iarallele Verschiebung der Axe OX können ivir aus der obigen 
Gleichung (llü) die beiden mit .vö und a liehafteten Glieder fortschaffen. 
Wh- wählen dann zum Coordinaten-Anfangspimcte den Mittelpunct der in 
der Ebene i'Z liegenden Complex-Curve, der in dem Falle der Gleiclumg 
(113) durch die folgenden beiden Gleichungen dargestellt wird: 



Die Axe OX wird dadurch derjenige Durchmesser des Complexes, welclter 
von den beiden Axen der tm OF und OZ parallelen Cylinder, die nach OX 
unendlich weit gerückt sind, geschnitten wird. Von den Kanten des durch 
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ilie Richtung der drei C'oordinateii-Axen im Coiuplexe bestimmten Oentral- 
parallelepipeds ist nur eine im Endlichen geblieben. Dem entsprechend wer- 
den die Coordinaten des Mittelpnnctes des Complexes, wie wir sie durch die 
*jJleichungen (21) bestimmt haben, sänimtlich miendlich gross. Der Quotient 

je zweier derselben erscheint unter der Form -.. . Der Mittelpnnct des 
Centralparallelepipeds ist in unbestimmter Itichtung unendlich 
weit gerückt. 

2Si). Für eine beliebige Ebene, welche die Axe OÄ' enthalt und damit 
allen im Endlichen liegenden Durchmessern des Complexes parallel ist, erhal- 
ten die Coordinaten .%■', y', z' (114), indem f verschwindet, unendlich grosse 
Werthe. Aber ihr Verhaltniss bleibt ein endliches. Es ist die Complex- 
Curve in einer beliebigen solchen Ebene eine Parabel und die Durehmesser- 
Richtung dieser Parabel wird durch das endliche Verhältniss bezeichnet. Wir 
finden für diese Richtung aus (114): 

x' ://' : z' ^ (Ofiv + 7h'-' — U>r^}: —v(Pi/ + Ov):h{Pu -f O r), 
luid hieraus, wenn wir 

^' ~ 'J' 
setzen und die Aoeente foiilassen: 

.r(/': - Qu) _ R„' - 0,j- ~ ^ -■' ■ (116) 

Diese Gleichung stellt eine Kegelfläche der zweiten Ordnung dar, deren Mit- 
telpnnct in den Coordinaten- Anfangspunct föllt und welche die Axe OX als 
eine Seite enthält. Diejenige zweite Seite, nach welcher die Kegelfläche von 
einer beliebigen durch die Axe OX gelegten Ebene geschnitten wird, gibt 
die Richtimg an, in welcher in der angenommenen Ebene der Mittelpnnct 
der Complex-Curve unendlich weit gerückt ist. Diese Richtung bleibt un- 
verändert, wenn die angenommene Ebene parallel mit sich fortrückt. Denn 
die Coefficienten 0, P^ Q, R, U, welche in die vorstehende Gleichung ein- 
gehen, bleiben, nach den Transformationsformeln der 158. Nummer, bei einer 
Vei'schiebung des Coordinaten-Systems ungeändert, sobald, wie in dem beson- 
deren Falle, den wir betrachten, die Constanten E, F, K, L, Jf vei-schwinden. 
Es smd also die Aequatorialflächen des Complexes, deren Breiten-Ebenen der 
Axe OX parallel sind, in der Art particularisirt, dass ihre Breiteu-Curven, 
welche Parabeln sind, dieselbe Durchmesser-Richtung besitzen. Die gemein- 
same Richtung der Dm'chmesser aller Parabeln wird diu:ch die Gleichung 
(UG) gegeben. 
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In dem Falle der elliptischen und hyperbolischen Oomplexe gab es eine 
Aequatorialfläche, welche in gleicher Weise parfcicularisii-t war: diejenige, 
deren Breiten- Ebenen der Ebene der characteristischeu Curve parallel waren. 
Die allen Breiten-Curven dieser parabolischen Aequatorialfläche gemeinsame 
Axen-Richtung bezeichnete den in der unendüeh weit entfernten Ebene liegen- 
den Mittelpunct des Complexes. Dem entsprechend erhalten wir für die 
Complexe besonderer Art, die wir betrachten, unendlich viele Richtungen, 
nach denen der Mittelpmict des Complexes unendlich weit gerückt ist, und 
diese unendlich vielen Richtungen werden durch die (rleiehimg (116) bezeichnet. 

In den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, ist 
der Mittelpunct unbestimmt geworden. Der geometrische Ort 
für denselben ist eine in der unendlich weit entfernten Ebene 
liegende Ciirve der zweiten Ordnung, 

290. Die Complex-Curven in allen mit OX parallelen Ebenen sind in 
dem Falle, den wir betrachten, Parabeln. In Uebereinstlmmung hiermit sind 
nach den Gleichungen (115) alle Complex-Cylinder parabolische C}dinder, deren 
Diametral-Ebenen die Axe OX parallel ist. Alle Linien, welche in der un- 
endlich entfernten Ebene liegen und die Axe OX schneiden, gehören dem 
Complexe an. Wir können sagen, dass sich die Curve, welche in der unend- 
lich weit gerückten Ebene von Linien des Complexes umhüllt wird, in ein 
System zweier Puncte aufgelöst hat, die auf der Axe OX in un- 
endlicher Entfernung zusammenfallen. Wir wollen einen derartigen 
Complex, der früheren Bezeiehnmig entsprechend, einen parabolischen 
Complex nennen. 

Derjenige Cylinder, dessen Seiten der allen Durehmessern des Complexes 
gemeinsamen Richtung parallel ist, löst sieh in ein System von zwei Ebenen 
auf, von denen eine unendlich weitrOckt. Und wie in dem Falle der hyper- 
bolischen und elliptischen Complexe derjenige Cylinder, dessen Selten die 
Richtung bezeichneten, nach welcher der Mittelpunct des Complexes unendlich 
weit gerückt war, in das System zweier, zu der Ebene der charaeteristischen 
Curve paralleler Ebenen zerfiel, so wird sich in parabolischen Complexen ein 
jeder Cylinder, dessen Seiten eine beliebige derjenigen Richtungen besitzen, 
nach welchen der Mittelpimct des Complexes unendlich weit gerückt ist, in 
ein System zweier zu OX paralleler Ebenen auflösen. Die aualji^ische Be- 
stätigung dieser Behauptung finden wir aus der Gleichung (27) der 182. Num- 
mer, welche diejenigen Cylinder, deren Seiten der Ebene Y Z parallel sind, — 
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einer Ijeliebig angenommenen Ebene, die in Iteinerlei ansgezeiehneter Be- 
ziehung zu dem Complexe stellt — , dmx'li ihren Dinxhsclinitt mit XZ 
bestimmt. Diese Gleiehung ist die folgende: 

D./-^.y^ - 2(%'^ - Oy'z' - Iz'^x + {ß;/' + 'i'-l/''-' + C'-'') = 0. 
Der Annahmii entsprechend, dass 

By'^-Oy'z' - Cz'^ = 0, 
das heii^st, daÄS die Seiten des Complex-Cy linders die Richtung einer der- 
jenigen beiden geraden Linien haben, nach welchen die Kegelfläche (116) 
von der Ebene FZ geschnitten wird, zerfallt dieselbe in zwei lineare Factoren, 
in welchen .v nicht mehr vorkommt, und stellt also zwei zu OÄ pai-allele 
Ebenen dar. 

291. AVenn wir in der Complex-Gleichung (113) gegen zweite Potenzen 
von p, </, ); erste Potenzen dieser Veränderlichen, so wie ?; s und Constante 
vernachlässigen, so finden wir, um die imendlich weit liegenden Linien des 
(Komplexes darzustellen: 

/>f;-* = U. (UT) 

Alle Linien, welche die Coordinaten-Axc OÄ schneiden, gehören dem vor- 
stehenden Complexe an. Die beiden Asymptoten der charaeteristischen C'urve 
bei hyperbolischen und elliptischen Complexen fallen also bei parabolischen 
Complexen in eine gei-ade Linie zusammen. 

Mit grösserer Annäherung aber, als dies durch die vorstehende Gleichung 
möglich ist, können wir die unendlich weit liegenden Linien des Complexes 
dai-stellen, wenn wir neben der zweiten Potenz von ö die ersten Potenzen 
von Q mid j; beibehalten. Die resultirende Gleichung: 

Do'- — 2.\7i + 2{0 — -\)SQ -\- 2(Pr -}- i')Q + 2(yr -f- B.s)ij = (118) 
stellt einen neuen Complex dar, welchen wir den Asymptoten-Complex 
des gegebenen nennen wollen. Wie wir auch den gegebeneu Complex und 
meinen Asymptoten-Complex gegen einander verschieben mögen, ihre gegen- 
seitige Beziehung zu einander bleibt dieselbe. Denn die Coefficien- 
ten />, .y, 0, P, Q, R, U behalten bei einer Verschiebung des Coordinaten- 
Systems parallel mit sich selbst nach den Regeln der 157, Nummer in dem 
Falle, den wir betrachten, dieselben Werthe. 

Der Asymptoten-Complex, der durch die Gleichung (118) dargestellt 
wird, umfasst alle geraden Linien, welche dm-ch den Coordinaten-Anfangs- 
punct hindurch gehen. Für die Gleichung derjenigen Aequatorialfläche des- 
selben, deren Breiten-Ebenen der Coordinaten-Ebene FZ parallel sind, erhalten 
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wir aus der IGT). Nummer, iudeni wir die Constanteii B, (J, E, /'' 6', A', T., 
M, S, T vei-schwiuden lassen, nach Ablösung des Factors x, die folgende: 

21) Ry^ — •> ßOyz + -2 DUz^ + OKx — ARV.v = 0. " (110) 

Diese Gleichmig ist vom zweiten Orade und stellt ein ' Paraboloid dar, wel- 
ches in dem Coordinaten-Anfangspuncte die Ebene YZ berührt, und dessen 
Durchmesser mit OX parallel sind. Die Keduction der Gleichmig -i. Grades 
der allgemeinen Äequatorialflaehe auf den 2. Grad kommt hier, in üeber- 
einstimmung mit den Entwickli-mgen der 25S. Nummer, dadm-cli zu Staiade, 
da-ss sich von der Äequatorialflaehe zwei Ebenen absondern, in denen von 
den Linien des Complexes zwei Puncte umhüllt werden, die in einen zusam- 
menfallen. Es sind dies in dem vorliegenden Falle die Cooi-dinaten-Ebene 
VZ und die unendlich weit liegende Ebene. 

Wir erhalten für die Meridianfläche, welche 0\ zur Doppellinie 
hat, ans der 169. Nummer die folgende Gleichmig in gemiscliten Coordinaten: 
[R tang^'9) — <5tang 9-. — U)tw — ((Hang cp — P)vw ^ 0. (120) 

Es löst sich also die Curve in einer beliebigen Meridian-Ebene in das System 
zweier Puncte auf, voia denen der eine mit dem Coordinaten-Anfangspuncte 
zusammenfilllt und der andere in der durch die Gleichung: 

(R tang^ rp — tang 9 — T)/ — (£> tang 9 — P)v = (121) 

bezeichneten Richtung unendlich weit gerückt ist. Derjenige Cylinder des 
gegebenen Complexes, dessen Seiten diese Kichtnng besitzen, löst sich in 
das Syst;em zweier zu der durch den Wertli von tang 9-; bestimmten Ebene 
parallelen Ebenen auf. 

292. Wir erhalten eine letzte Particulai-isation des Comploxes, wenn 
die sechs Constanten der Gruppe 

I), K, F, K, L, M 
zugleich verschwinden. Dann enthält die allgemeine Gleichung des Com- 
plexes nur noch dreizehn von einander unabhängige Constanten. 

Um diejenigen Linien darzustellen, welche in dem so particnlai'isii'ten 
Complexe der (absolut) miendlich weit entfernten Ebene angehören, erhalten 
wir die Identität: 

= 0. 
In den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, gehört jede in der 
unendlich weit entfernten Ebene liegende gerade Linie dem Com- 
plexe an. Die Complex- Curve in einer beliebigen Ebene ist eine Pa- 
rabel. Sämmtliche Complex-Cylinder zerfallen in Systeme von zwei Ebenen, 
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und reduciren sich, indem die eine dei'selljeii unendlich weit räckt, auf den 
ei-sten Grad. Von Ceiitralijarallelepipeden des C'omplexes kann keine Rede 
mehr sein. Der Complex hat seinen Mittelpunct verloren. 

Als Asymptoten- Complex des gegebenen bezeichnen wir denjenigen, 
dessen Gleiehimg sich aus der des gegebenen Complexes ableitet, indem wir 
die Yeränderliehen /■, s und Coiistante gegen die ersteii Potenzen von p, o. ij 
vernachlässigen. Wir erhalten so: 

— •l^ra + -ZOsfj 
+ irjQ Ar -lOrq + 2ß57/ — 'ISsG — 'IT G + 2 ?> = 0. (122) 

Die Beziehung des Asymptoten-Complexes zu dem gegebenen ändert sich, 
zu Folge der Form dieser C41eichmig, nicht, wemi wir denselben parallel mit 
sich selbst um ein endliches Stück vei"sehieben. 

Wir mögen zunächst l^emerken, dass der Asymptiiten-Com[)lex. in dessen 
Gleichung sowohl die Constanten: 

. f. ß, C. r., fr I 

als die Coiifitantfu: 

h. IC. }\ K. /., M 
fehlen, in analoger Weise in Bezug auf den Anfangspunct particularisii-t ist 
als in Bezug auf die miendlich weit entfernte Ebene. Alle Linien, welche 
unendlich weit liegen, sowie alle Linien, welche dm-ch den Coordmaten- 
Aiifangspunct hindurch gehen, gehören dem Äsymptoten-Complexe an. 

Wie in dem Falle des gegebenen Complexes ai'ten alle von Liiiien des 
Asj'niptoten-Complexes gebildete Cylindei"flächen in das System zweier Ebenen 
ans, von denen eine unendlich weit gerückt ist. Aber hier tritt die neue 
Particularisation hinzu, dass jetlesmal die andere Ebene durch den Coordi- 
naten- Anfangspunct hindurchgeht. Wahrend in einer beliebigen Ebene des 
Raumes eine Parabel von Linien des Complexes lunhüUt wird, zerfUllt die 
C^omplex-CiuTe in jeder Ebene, welche durch den Coordinaten- Anfangspunct 
hindiu'chgeht , in das System zweier Puncte, von denen der eine mit dem 
Coordinaten- Anfangspuncte zusammenfällt, während der andere unendlich 
weit gerückt ist. Eine jede Aequatorialfläche des Complexes artet in Folge 
(lessen in einen Kegel der zweiten Oi-dnung aus, dessen Mittelpunct in den 
Coordinaten-Anfangspunct fällt und der vou den zugehörigen Breiten-Ebenen 
in Parabeln geschnitten wird. Lisbesondere bei"ührt diejenige Breiten-Ebene, 
welche durch den Coordinaten-Anfangspunct geht, die Kegelfläche nach einer 
Seite, welche diejenige Richtung bezeichnet, in der einer der Puncte, in 
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welche sich die Complex-Cui'\'e in der fraglichen Ebene LUit'gelöst liut, uneiul- 
lieh weit genickt ist. 

293. Wir haben in dem Vorstehenden die Lage der nuendhch weit 
entfernten geraden Linien imd die entsprechenden Diirthmesser-Verhältnisse 
bei Complexen des zweiten Grades discutirt und insbesondere durch em- 
fachere Complexe des zweiten Grades, welche wir als die Asymptoten- 
Complexe der gegebenen bezeichneten, veranschaulicht. Wir sind dabei, wenn 
wir zusammenfassen, zu einer sechsfachen Unterscheidung der Complexe 
zweiten Grades gelangt. 

Li hyperboloidischen Complexen umhüllen die unendlich weit liegen- 
den Linien des Complexes eine reelle, in ellipsoidischen Complexen eine 
imaginäre Cuitc der zweiten Classe. Diese Curve löst sieh in dem Falle 
der hyperbolischen Complexe in ein System von zwei reellen, in dem 
Falle der" elliptischen Complexe in ein System von zwei imaguiären 
Pmicten auf. Fallen diese beiden Puncte zusammen, so ist der Complex ein 
parabolischer. Endlich kaim der Fall eintreten, dass alle der unendlich 
weit liegenden Ebene angehörigen geraden Linien Linien des Complexes sind. 

Tangential- und Polar -Complexe des ersten Grades. 

294. Die im Vorstehenden gewonnenen Resultate lassen sich ohne 
Weiteres verallgemeinern, indem wir alle Betrachtungen, die wir vorhin füi" 
die unendlich weit liegende Ebene angestellt haben, auf eine beliebige 
Ebene und, nach den Kegeln des Piincips der EecipTOcität, auf einen be- 
liebigen Punct übertragen. Wii" lassen indess vorab eine Reihe anderer 
Ueberlegungen folgen, die bestimmt sind, die Sätze der vorbeigehenden Para- 
graphen zu erweitern imd unter emen allgemeinen Gesichtspunct zu brhigen. 

Es sei ß„ eine homogene Function des n. Grades von lieliebig vielen 
Variabein p, q. r, ■ ■ ■ ■ , Tu Gemä-ssheit des bekannten Theorems ül.)er homo- 
gene Functionen erhalten wir alsdann; 
öß„ , S9-„ , 69., 

öj-i'-^ -j^r''^ ^r ■' + "- ■'"• 

Wir können hiernach die Grleiehimg: 

J3.= (124) 

aiich in folgender Weise schreiben: 



(123) 
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Wenn also //, q', >■',,,. gegel:)ene Wertlie sind, welche die Gleichung 

(124) befriedigen, so befriedigen dieselben Werthe die Gleichung (125). Die 
partieBen Differentialquotienten, die in dieser Gleichung vorkommen und im 
Allgemeinen homogene Functionen (?! — 1) . Grades der Veränderlichen sind, 
erhalten dann constante Werthe, die wir, zur Unterscheidung, in dem Nach- 
stehenden einklammern wollen. Wenn wir von den gegebenen Werthen 
//, r/', r, ... zu benachbarten Übergehen, so finden wir aus (12-1): 

(^)"" + f-Ä^)"'/ + (^)'"- + -»■ a^'^) 

Die folgende Uleichung: 

Kä,, )>'+[ it) 1 + (.TTJ '■ + II -a, (li- ,) 

in welcher die eingeklammerten DifFerentialquotienten die eben angegebene 
Bedeutmig haben, ist eine Gleichung des ersten Grades zwischen den Ver- 
änderlichen /j, q, r, Die gegebenen Werthe p'> q'> r', befrie- 
digen die vorstehende Gleichung, wie sie die Gleichung des n. Grades (124) 
befriedigen. Denn wenn wir die letztgenannte Gleichmig miter der Form 

(125) schreiben, erhalten wir aus beiden Gleichungen übereinstimmend: 

\TJ,-) !• + \-h) '' + y-Tr-) >' + -''■ 

Aber auch, wenn wir von den gegebenen Werthen //, //, >■', .... zu benach- 
barten Werthen übergehen, gibt uns die Gleichung (127) dieselbe Gleichung 
(12G), die ims oben die Gleichung des ?t. Grades (1-24) gegeben hat. Dem 
entsprechend wollen wir II eine lineare Tangential-Function 
der gegebenen homogenen Function des /t. Grades Si„ nennen. 

Wenn wir, statt vorauszusetzen, dass die constanten Werthe p', q\ r , .... 
die gegebene Function U„ befriedigen, diese Werthe ganz beliebig annehmen, 
so wird dadurch die Fonn der Function II in keiner Weise geändert.. Wir 
wollen in diesem allgemeinen Falle JJeine lineare Polar -Function der 
gegebenen Function il„ nennen. Dm"ch die obige Voraussetzung geht 
eine Polarfunction in eine Tangentialfunction über. 

Wenn insbesondere ?i = 2, so sind die Differential- Quotienten von il,, 
Functionen des ersten Grades der Veränderlichen. Wir können dann in der 
Polarfunction JT der veränderlichen Grössen /', q, i\ . . • . mit ihren constan- 
ten Wei+hen i>', q',r\ .... gegenseitig mit einander vertauschen, ohne dass 
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die Function irgend wie sich ändert. Demgemäss können wir die Gleichung 
(127) in der folgenden doppelten Weise schreiben: 

(^')'' + (^)*+(^^)" + -"■ (-) 

Das Vorstehende i^bertr^gt sich unmittelbar auf den fall allgemeiner, 
nicht homogener Functionen. Wir können zu diesem Ende durch Einführung 
einer neuen Veränderlichen die nicht homogene Function homogen machen, 
für die homogen gemachte Function die Polar -Function ableiten, und in 
dieser, die eine homogene Function des ereten G-rades ist, die eingeführte Ver- 
änderliche und ihren eonstanten Werth der Einheit wieder gleich setzen. 

Wenn die gegebenen Variabein /?, q, r, . . . . nicht von einander unab- 
hängig sind, sondern beliebig viele (w) Bedingungs-Gleiehungen: 

<j, = 0, «/'' = ü, (130) 

zu liefriedigcn haben, deren Grad wir, der Einfachlieit wegen, gleich dem 
von ß„ nehmen wollen, so modificiren sich die vorstehenden Betrachtmigen. 

Dieselben Werthe der Veränderlichen />, fj, i\ , welche der Gleichung; 

il„ = 
Genüge leisten, befriedigen eine jede der Gleichungen von der folgenden Ge- 
stalt: ß, + x<i> + ;/ *' + — = 0,' {i?A) 
Avo )., ).', .... unbestimmte Constanten bezeichnen. Einem gegebenen Systeme 
von Werthen der Variabein entsjjrechend erhalten wir in Bezug auf eine 
jede derartige Gleichung eine lineare Polarfnnction. 

Diese Polaifnnctionen stellen, gleich Null gesetzt, lineare Gleichungen 
dar. Dieselben werden gemeinsam von denjenigen Wcrthen der Veränder- 
lichen p, q, r, . . . . befi-iedigt, welche den folgenden {m -|- 1) Gleichungen 
Genüge leisten; 

(t-)" + ('&-)* + (^-)" + ---«. I 



Es bilden also die unendlicli vielen (oo'") linearen Polarfiuietionen , welche 
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einem gegebenen Systeme vun Wertlieu der Viiriabein p, <j, r, . . . . ent- 
sprechen, eine (?« + l)gUedrige Grnppe.'^) 

Ans der m fach nnendlichen Anzahl linearer Porlarfnnetionen Itönnen 
wir, einer willkürlichen Annahme von A, X', .... entsprechend, eine behebig 
auswählen. Ist dann insbesondere « = 2, so lassen sich m derselben, wie 
in dem Falle unabhängiger Veränderlicher, die Veränderlichen mit den ent- 
sprechenden partiellen Differentialquotienten vei-tansehen, ohne die Form der 
Polarfunetion zn ändern. Al>er während in dem Falle unabhängiger Varia- 
bein die eine lineare Polarfunetion, welche es gab, in einer ausschliesslichen 
Beziehmig zu dem Systeme der g^ebenen Werthe der Veränderlichen und 
zn der gegebenen Grleichnng stand, ist jetzt jede beliebig angenommene Imeai-e 
Polarfunetion mit jeder anderen gleichberechtigt. Wir können sagen, dass 
den gegebenen constanten Werthen //, q', r', .... nicht sowohl jede einzelne 
Polarfunetion als die m fach unendliche Sehaar aller Pohirfunetionen zuge- 
ordnet sei. 

2'.)'). Beschrilnlicn wir uns auf drei Veränderliche, so ist: 

imd wir erhalten: 

(Sit,, \ , ISii, \ , (Sil. \ „ 

Wenn wir den Veränderlichen die Bedeutung von Punct-C'oordinaten in der 
Ebene geben, so bestimmen p, q', r einen Punct, mid die homogehe Gleichung ; 
i2„ = (124) 

stellt eine Curve der n, Ordnung dar, während: 

«-(*S> + (^)^ + (*^)'--» (-) 

die Gleichung der Polaren des gegebenen Punctes in Beziehung auf die 
Ciure dai-stellt, insbesondere, wenn der Punct auf der Curve liegt, die Glei- 
chung der Tangente der Curve in diesem Pmicte. 

Das Princip der Eeciprocität in Betracht der CuiTCn zweiter Ordnung 
beruht a^Tf der zweifachen Form, welche in dem Falle w ^ 2 die letzte 
Gleichung annimmt. 

Wenn wir den drei Veränderlichen die Bedeutung von Linien-Coordinaten 
in der Ebene geben, so wird durch die drei constanten Werthe derselben 



*) Wir sehen dabei von dem Falle ab, daes sich unter den Bedingungs- Gleichungen * lineare 
befinden. Unter dieser Aonahme werden die entsprechenden unter den Gleichungen (132), als von 
den Bedingungs-öleichungeii selbst nicht verschieden, ohnehin befriedigt. 
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eine gerade Linie Ijestimmt, und die fileieliung (124) stellt eine Curve der 
n. Classe dar, während die Gleichung (133) den Pol dieser geraden Linie in 
Beziehung auf diese Curve dai'stellt, insbesondere, wenn die gerade Linie 
eine Tangente der Curve ist, den Berflhrimgspunct auf derselben. 

Für CuR'en zweiter Classe gilt in Beziehung auf Reciprocität die in Be- 
ziehung auf Curven zweiter Ordnung gemachte Bemerkung. 

296. Li dem Falle von vier Veränderliehen sei: 
ß„ =/'(A q, r, ..) 
und : 

Geben wir den vier Veränderlichen die Bedeutung von Punct-Coordinatcn im 
Ramue, so stellt die Gleichung: 

P.„ --= (124) 

eine Fläche der «. Ordnung dai', und: 

1/ = (134) 

ist die Gleichung der Polar-Ebene des l'unctes (//, q', r', ,s-') in Beziehung 
auf diese Fläche, insbesondere, wenn der Punct auf der Fläche Hegt, der 
Tangential-Ebene der Fläche in diesem Puncto. 

Wenn /*, q, r, s Plan-Coordinateu bedeuten, so stellt die Gleichung (124) 
eine Fläche der n. Classe dar und (//, q', r', s') bezeichnet eine gegebene 
Ebene. Dann ist (134) die Gleichung des Pols dieser Ebene in Beziehung 
auf die Fläche, insbesondere, wenn die Ebene die Fläche benihrt, die Glei- 
chung des Beröhrungspunctes. 

Die doppelte Form der Gleichung (134) in dem Falle, dass 7i = 2, 
ächliesst das Princip der Reciprocität für Flächen der zweiten Ordnung und 
Flächen der zweiten Classe ein, wie es für Curven und Flächen der zweiten 
Oi-dnung in eleganter Weise zuerst von Gergonne entwickelt worden ist. 

Wir können die vier Veränderlichen auch als Punct- oder Linien-Coordi- 
naten in der Ebene betrachten, müssen in diesem Falle aber zwischen ihnen 
und also auch ihren constanten Werthen eine lineare Bedingungs-Gleichung 
statuiren. Dann stellt die Gleichung (124) wiederum eine Curve der n. Ordnung 
oder der n. Classe dar, mid die Gleichung (134) bezügheh die Polare des 
Punctes (//, q', r\ s') oder den Pol der geraden Linie (//, q\ r', s') in Be- 
ziehmig auf die Curve. Polai*e und Pol gehen in Tangente und Berührungs- 
pimct über, wenn bezüglich der gegebene Punct auf der Curve liegt oder 
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die gegebene gei'ade Linie die Curve berührt. Wir können zu der gegebenen 
Grleichung des ti. Grades die lineare Bedingungs-Gleichung, welcher die Ver- 
änderlichen p, q, r, s zu genügen haben, mit einer beliebigen (homogenen) 
Function des (« — 1). Grades multiplicirt, hinzufügen. Aber dadurch wird 
die Gleichling (134) der Polaren, bezüglich des Pols, nicht geändert, insofern 
sowohl die Veränderlichen p, '/, r, s als ilire festen Werthe p', q', r', .«' die 
betreffende lineare Bedingiing---Gleichi^ng befriedigen. 

297. "Wenn endlich: 

i'-.- /■(/'. '/, '■. -V, '■ '0, 
si.1 erhalten wii': 

- - (^S;) " + (*i^) ^ + CJ^) '■ + (tO ' + m ' + m "• 

Den Veränderlichen wollen -^vir die Bedeutung von Linien-Coordinaten geben, 
und zwar einmal für die^^elben die Strahlen-Coordinaten: 

|,r-,r'l. {>/-!/'}. {-—-'}, {y: —'j'z), {x'z-.vz'), (,,//' -,r», 
das andere Mal die Axen-Coordinaten: 

{uv' — ti'v), {t-v — iv), {tu — fu), (/ - t"), {u - «')- ('■ - v") 
nehmen. Daim stellt in I^eiden Annahmen die homogene Gleichung: 

i^„ - (124) 

denselben Complex do^ n. Grades dar, und die Gleicliung: 

n - ü, (135) 

Avenn wir die constanteu Werthe //, y', r', .v', /', u\ welche die partiellen 
Diffei'entialquotienten einsclaliesseii, auf eine gerade Linie, auf einen Strahl 
oder eine Axe beziehen, einen linearen Complex, welchen wir den Polar- 
Complex der gegebenen geraden Lmie (/>', q', ?■', a', /', «') in Beziehung 
auf den gegebenen Complex des n. Grades nennen wollen. Wenn insbeson- 
dere die gegebene gerade Linie dem Complexe selbst angehört, so geht der 
Polar-Complex in einen Tangential-Complex iiber, das heisst, in einen 
Complex ersten Grades, der die gegebene gerade Linie und alle diejenigen 
Linien des gegebenen Complexes enthält, welche der gegebenen unendlich 
nahe liegen. 

298. Die sechs Coordinaten der geraden Linie sind nicht von einander 
luiabhängig, sondern befriedigen eine Gleichung des zweiten Grades, welche 
in der Identität: 

{X - x') iyz' ^y'z) + {i/- y-) {x z ~ xz') + (r - 2') {xy^ - x' y) = 
ihren Ausdnick findet. Dem entsprechend erhalten wir nach den Erörterungen 
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dei" 294. Nummer eine zweigliedrige Gruppe linearer Polar-Coni- 
plexe, welche zu der gegebenen geraden Linie und dem gegebenen Complexe 
sämmtlich in derselben Beziehung stehen. Die zweigliedrige Gruppe linearer 
Polai'-Complexe, die einer gegebenen geraden Linie zugehören, bestimmt eine 
lineare Congruenz, von der wir insbesondere sagen können, dass sie der 
gegebenen geraden Linie in Bezug auf den Complex n. Grades zugeordnet sei. 

Wn.' wollen in dem Folgenden wiederum, wie fiTiher, die sechs Linien- 
Coordinaten in der voi-stehenden Keihenfolge mit 

;■, s, h, — ff, §, ti 
bezeichnen. Dann schreibt sieh die Bedingungs-Gleiehung, welche die Linien- 
Coordinaten befriedigen müssen, unter der folgenden Foitii: 

— rG + «9 + h'q = 0. (136) 

Der gegebenen geraden Linie ertlieilen wir die Coordinaten /■', .v', //, — o"', y', >/. 

Ohne den gegebenen Conijilex n. Grades: 
ii,. = 
zu andern, können wir seiner Gleichung die Gleichung (136) mit einer be- 
liebigen homogenen Function des {n — 2). Grades multiplicirt, hinzuaddh-en. 
So durften wir der allgemeinen Gleiehmig (I) der Complexe des zweiten 
Grades nach Belieben ein Glied 2 Vii hmzufügen. Unbeschadet der Allge- 
meinheit wollen \m die beliebige Function des (« — 2). Grades mit X bezeichnen 
imd bei der Bildung der Polaifunetion als constant betrachten. Demi die- 
jenigen Glieder der Polaifunetion, welche wir dadurch vernachlässigen, erschei- 
nen mit dem Factor ( — r' g' + s'y' + h' r{) multiphcirt, und dieser Factor 
ist gleich Null, weil die Coordinaten der angenommenen geraden Linie, 
/■', s', h'j — ö', q', tj', die Gleichung (136) befriedigen müssen. 

Wir können sonach für die Gleichung des gegebenen Complexes die fol- 
gende nehmen: 

ii,. + ;.(- ra -f ,vy + /ni) = 0. (137) 

Dann wird die Gleichung des Polar-Complexes : 

Ji + A (— ra' + .sq' + /iij' — r'o + s' q + k'yj) ^ 0, (138) 

WO i'f die Function bezeichnet: 

Einem jeden Weiche von X entsprechend erhalten wir einen anderen Polav- 
Complex. 

299. Von den beiden Directricen der dm'ch die zweigliedrige Gruppe 
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der Polar -Coniplexe bestimniten Cotigruenz fiUlt eine mit der gegebenen 
geraden Linie zusammen. Denn indem wir 1 unendiicli gi-oss nehmen, wird 
die Grleielmng {138): 

— ra' + sq' + h'q — r'ö + s' q + h' ^ = 0, (139) 

und diei^e Oleiclumg stellt nach den Erörteinmgeii der 4ö. Nummer einen 
linearen Complex dar, der alle diejenigen Linien umfasst, welche die gege- 
bene gex'ade Linie schneiden. Wir kömien diesen Satz, ii:a ÄnseMuss an 
die Betrachtungen der 71. Nummer, folgendermassen aussprechen: 

Einer gegebenen geraden Linie entspricht in Bezug auf die 
zweigliedrige Gruppe der ihr zugeordneten linearen Polar-Com- 
plexe dieselbe gerade Linie als conjugirte Polare. 

Diese letztere gerade Linie ist die zweite Direetrix der durch die Polar- 
Complexe l^estimmteu Congi'uenz. Wir sagen, dass diese gerade Linie der 
gegebenen in Bezug auf den Complex n. Grades zugeordnet sei, imd 
nennen sie die Polare der gegebenen geraden Linie mit Bezug auf 
ilen Complex n. Grades.*) 

Wir kömien in der Gleichimg (138) die unbestimmte Constante X so 
wählen, dass die Gleichung einen Complex eraten Grades der besonderen Art 
darstellt, dessen sämmtliche Linien eine feste gerade Linie schneiden. Wir 
wollen zu diesem Zwecke die Gleichung (138) in der folgenden Weise schreiben: 

Dann erhalten wir zur Bestimmung von 1, naeli der 45. Nummer: 

Zufolge der Gleichung (136) wird eine Wurzel der vorstehenden Gleichimg 
miendlich gi'oss, dem entsprechend, dass die eine Direetrix der durch die 



*') Wir mügeii gleich liioi- lji.inerkon, tlasä oiiia geriiUu Linie luid iliie Poliiro nicht gogeuseitig 
LI einaadur in dereelben Beziohnng stelm. Der Pohire der gegebenen geraden Linie entspricht eine 
eue gerade Linie als die ihr zugeordnete Polare u. 3. f, Es giljt nur eine endliche Anzahl solchei' 
erador Linien, die selbst die Polaren ihrer Polaren sind. 
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zweigliedrige Gruppe (138) bestimmten Congruenz mit der gegebenen geraden 
Linie zusammenftlllt. Es i-educirt sich daher die Gleichung (141) anf den 
ersten Grad und gibt, zur Bestimmung der zweiten Directrix, welche wir 
als die Polare der gegebenen geraden Linie bezeichnet haben, indem wir 
der Kurze wegen 

~d~r~ ' ~6ä' ^ ~Ts~ ' ~öf '^ ~ö/7 ' Ön 
setzen, 

i--'4(-|), (142) 

WO in <l> und ß„ die Werthe der Coordinaten der gegebenen geraden Linie 
einzusetzen sind und wir desshalb die Klammem zugefClgt haben. 

300. Wenn die gegebene gerade Linie insbesondere dem gegebenen 
Complexe Si^ angehört, so erhalten wir statt der zweigliedrigen Grappe der 
Polar-Complexe eine zweigliedrige Gmppe von Tangential-Comjjlexen. 

Die beiden Directricen der dnreh dieselben bestimmten Congruenz fallen 
in die gegebene gerade Linie zusammen. Denn indem ii,„ für die Coordinaten 
der gegebenen geraden Linie vei'sch windet, wird der Werth von X, wie wir 
ihn durch die Gleichung (142) bestimmt haben, unendlich gross. Die Con- 
gruenz hat sieh in der Art particularisirt., dass sie alle diejenigen Linien 
eines linearen Complexes umfasst, die eine feste gerade Linie schneiden, 
welche dem Coniplex selbst angehört (vergl. n. 68.)- Diese feste gerade Linie 
ist die gegebene (?■', s', h' , — p', p', ^'). 

Nur in dem besonderen Falle, dass die gegebene gerade Linie ausser 
dem gegebenen Complexe i2„ zugleich dem folgenden Complexe angehört: 

ar 03 OS ÖQ oh ot; ' ^ ' 

wird der durch (142) gegebene Wei'th von X unbestimmt. Indem sowohl £i 
und <r> verschwindet, erscheint X unter der Form -^ . Bei beliebiger An- 
nahme von X erhalten wir jedesmal einen Tangential-Complex, dessen sämmt- 
liehe Linien eine feste gerade Gerade schneiden. Wenn wir X imendlich gross 
wählen, fällt diese gerade Lmie mit der gegebenen zusammen. Die gege- 
bene gerade Linie bleibt, nach wie vor, eine der Directricen der durch die 
zweigliedrige Gruppe der Tangential-Ebene bestimmten Congruenz. Es hat 
sich diese Congruenz nach den Erörterungen der 68. Nummer, in der Weise 
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particularisirt, dass sie unendlich viele Directiiceu besitzt, welche in einer 
Ebene liegen nad innerhalb derselben durch einen Punct gehen. Alle Linien, 
■welche in der durch die Directricen bestimmten Ebene liegen, oder durch 
ihren Sclmittpunet hindurch gehen, gehören der Congiiienz an. 

Wir wollen diejen^en geraden Linien, welche sowohl dem gegebenen 
Co]nplex ';. Grades: 

il„ = 
ab dem ans demselben abgeleiteten Complexe 2{« — 1). Grades: 
d.Q, 8Sl, _j_ dß„ SSi.„ , Sil, ^^^ _a 

'" dr ' ■ "d6 ^ öT ■ Sq' ^ ~ä/i ' "dn ~ ^ ' *-'^^> 

angehören, al;> die singuliVren Linien des gegebenen Couiplexes 
l)ezeichnen. 

Die siiagulären Linien eines Complexes des w. Grades bilden eine (.'on- 
graenz von der Ordmmg und Classe 2n.{n — 1). 

Einer jeden singulären Linie entspricht, nach den vorstehenden Erörterun- 
gen, eine Ebene und ein Punct in ausgezeichneter Weise. Wir wollen jene 
eine singulare Ebene, diesen einen singuLlren Punct des Complexes 
neimen und dieselben als der angenommenen singulären Tjinie zugehörig oder 
entsprechend bezeichnen. 

Noch ein letzter Fall bleibt zu benicksichtigen. Wenn: 

r' : s' : //' : — o' : q' : ij' 

(_ dii\ . (ö^\ . /dil\ . f_äSi\ . /d£i\ . j d£l\ 
~ V .. Öo) ' \Ö&J ' U"^"/ ' \ dr ) ' \ öi) ■ \ ö/i J' 

so stellt der Polar -Complex der gegebenen geraden Linie, unabhängig von 
dem besonderen Werthe, den wir X ertheilen mögen, die Gesammtheit aller 
derjenigen geraden Linien dar, welche die gegebene schneiden. Die Polar- 
C'omplexe sind unter sich identisch geworden und bestimmen nicht mehr 
eine lineai'e Gongruenz. Als Polare der gegebenen geraden Linie kann jede 
beliebige gerade Linie angesehen werden. 

Wir wollen die gegebene gerade Linie eine Doppellinie des Complexes 
nennen. 

Wäly.-end zwei Bedingmigen zu erfüllen sind, damit eine gegebene gerade 
Linie eine singulare Linie des Complexes sei, und es also in einem gege- 
i>enen Complexe eine Congruenz singulärer Linien gibt, sind fünf Bedin- 
gungen zu befriedigen, damit eine gegebene gerade Linie eine Doppellinie 
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des Complexes sei. Weil eine gerade Linie von vier Constanten abliängt, 
enthält also ein gegebener Complex im Allgemeinen keine Doppellinien. Es 
ist dazu eine Pai-ticulai-isation desselben erforderlich. 

301. Wir beschränken uns in dem Folgenden auf Complexe des zwei- 
ten Grades. 

Die allgemeine Gleichung des Complexes in Stralden-Coordinaten sei: 

Ar' + Bs' + C+ Da' + J!q' + Fri' 

+ 'iGsh + 2Urh + Urs + 'iK^r, ~- iLari — 2 J/jo 

— 2jyr(j + 20«9 + 2»7(, 

+ 2iV() + 2Ö)-5 + 2Äs), — 2Äs(T — 27715 + 'll'h,, — 0. (V) 

Wir erhalten dann für die Gleichimg des Polar-Complexes einer gegebenen 

geraden Linie {/■', .9', h' , — ö', p', ^') in Strahlen-Coordinaten die Gleichung; 

(Ar' + all + /»• — Na' + y>j' + Oij') r 

+ {Bs' + GW + Ir' + flo' + Rti ~ Sa") s 



+ («' + Cs- + Hr 



Ir,'— Z'o-'- 



Pjj-) /, 



(144) 



— (— ßa' + lij' + Mq' + Nr' + Ss' + rii') a 
+ (Eq + Kri' — Ma' + Os + Pr' + VW) (, 

+ (Fri' + Ä's' — La' + VW + <Jr' + Rs') ,; = 0. 
Wir können in der vorstehenden Gleichung h und W willkürlich der Einheit 
gleich setzen. 

Weim wir von der Gleichung des Complexes in Äxen-Coordinaten (IH) 
ausgehen, imd die gegebene gerade Linie durch ihre Axen-Coordinaten 
(jo', ([', /', — y.', jr'. Gl') bestimmen, so erhalten wir für die Gleichung des- 
selben Complexes: 

(Df' Jr LI' + Mq' — Nu' + Sa' + Toi') p 
■\- {Eq' + Kl' + Mp' + Ok' — P»' -f IIa') q 
-I- (Fl' + Kq' -f Lp' + Fol' — ü%' + Rx') l 

- (- Ar.' + //,„- + /.t' -f Np' + Pq' + Ü n y. 
+ (»!t' -f Co/ — Ir: + Oq' + Rl' + Sp') .1 

-I- (Ci.: + Cir' — n/ + VI' + Tp' -f Vq') a — 0. 



(145) 



Dabei ist; 



:/i'; - 



= — '/.' : n' : di' : f' : q' : /'. 
302. Wenn wir insbesondere in der allgemeinen Gleichung der Polar- 
Complexe (144) bezüglich 

Piücfcar, Gcomelric. 38 



y Google 



1'', h' > q', (>', y]', 
r' ; s' , q', g', Yi 
gleich Null setzen, so stellen die drei resultirenden Uleichungen : 
Ar + Bh + Is — Na + Pq^ Qr) = <>, \ 
Bs + Gh + Ir +OQ + Rr, — So = 0, i (146) 

Ch-\rGs-\- Hr+ Fij — Tg + T^ = ] 
die Polar -Complexe der drei Coordinaten-Äxen OS, OV, OZ dar. Diese 
CTleiehnngen können wir unter der folgenden I^orm schreiben: 

was sich immittelbar ergibt, wenn wir zu der Gleichung (144) 2urtickgehen. 

Wenn wir eine derjenigen drei geraden Linien, welche in den Ebenen VZ, 

XZ, -Vi' unendlich weit liegen, für die gegebene nehmen, versehwinden bezüglich : 

r' , s', h', q', tj', 

r', s', h' , a', 1]', 

r', s', h\ (>', p'. 

Für die Polar-Complexe dieser drei geraden Linien erhalten wir somit: 

— />(?+ i); + ^ß + TVr + Ss + Th = 0, 1 

B^ + Kv^ — Mß -\-0s-\- Pr + Vh = 0, [ (147) 

Fl] + /i'p — X(T + Vh + t)r + Its = 0, J 
oder, unter anderer Form geschrieben: 

303. Setzen wir in der allgemeinen Gleichung des Complexes zweiten 
Grades (V), die wir auf folgende Weise schreiben wollen: 

ßa = 0, 
r, Q und folghch auch i; gleich Null, so finden wir zm.- Bestimmung der 
Complex-Curve in FZ: 

Bs^-\- C/t^ -\- IJö^ + %Gxh— 2.ysß— 2 7'Äö -.. ii^« = 0. (149) 
Für die Gleichung des Pols dieser Complex-Ciu-ve in Beziehung auf OZ fin- 
den wir, in bekannter Weise: 

4 ""/ = « + C, - Te = 0. (160) 

Andererseits ist die Grleichung des Polar-Complexes der Äxe 0Z\ 
- Hr — r<l + Pj, + Vr, — 0. 
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Für alle Linien dieses Polar-Comploxes, welche in YZ liegen, ist wiederum 
r, o und rj gleich Null, wonach die folgende Gleichung: 

C/t + Gs — T-ö = (150) 

denjenigen Punct darstellt, in welchem diese Linien sich schneiden. 

Der Pol der Axe OZ, in Beziehung auf die Complex-Curve in FZ, fällt 
also mit demjenigen Puncte zusammen, in welchem alle Linien des Polar- 
Complexes, welche in FZ liegen, sich schneiden. Dieser Durchschnittspunct 
beschreibt eine gerade Linie, wenn die Ebene FZ um OZ sich di'cht. Diese 
Linie ist also zugleich der geometrische Ort der Pole von OZ ia Beziehung 
auf diejenigen Complex-Curven, deren Ebenen durch OZ gehen. Wir erhal- 
ten so den folgenden Satz: 

Einer beliebigen geraden Linie entspricht im Complex eine 
Meridianfläche. Die Polare dieser Meridianfläche fällt mit der- 
jenigen geraden Linie zusammen, welche wir als die Polare der 
gegebenen geraden Linie in Bezug auf den Complex bezeichnet 
haben.*) 

Insbesondere also ist ein Durchmesser des Complexcs die Polare der 
in den ihm zugeordneten parallelen Ebeneu nnendlich weit liegenden ge- 
raden Linie. 

Wenn wh- den Beweis des vorstehenden Satzes auf seinen einfachsten 
Ausdruck ztu:öckführen, so beruht er darauf, dasa es einerlei ist, ob wir in 
der Function ß^ zuerst r, q und */ gleich Null setzen und dann in Beziehung 
auf h differentiiren, oder ob wir zuerst in Beziehung auf h differentiiren und 
nach der Differentiation r, q und ^ gleich Null setzen. Das aber ist selbst- 
verständlich. 

304, Das Vorstehende gibt eine geometrische Definition für die Con- 
gruenz der einer gegebenen geraden Linie zugeordneten Polar-Complexe. 

In einer beliebigen durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebeue 
liegt eine Complex-Curve zweiter Classe. Dieselbe wird, im Allgemeinen, 
von der gegebenen geraden Linie in zwei Puncten geschnitten. Die Tan- 
genten der Complex-Curve in diesen Puncten gehören der fraglichen Con- 
gi'uenz an. 

Ein beliebiger Punct der gegebenen geraden Linie ist der Mittelpunct 
eines Complex-Kegels zweiter Ordnung. An denselben lassen sich durch die 



*^) Dieser Satz überfi-ägt sich uniTiittelbur von Complexen des zweiten Gvades auf Comple^ 
«ines beliebigen Gi-ades. 
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gegebene gerade Linie, im Allgenieinen, zwei Tangential-Ebenen legen. Die 
beiden Seiten, nach welchen derselbe von diesen Ijeiden Ebenen bcrährt 
wird, sind ebenfalls Linien der Congmenz. 

Der durch die Polar-Complexe einer gegebenen geraden 
Linie bestimmten Congruenz gehören unter den Linien des ge- 
gebenen Oomplexes zweiten G-rades diejenigen an, welche eine 
nächste Linie desselben Complexes, die mit ihnen bezüglich in 
derselben, durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene liegt, 
in einem Puncte der gegebenen geraden Linie schneiden. 

Wenn die gegebene gerade Linie selbst eine Linie des Complexes ist, 
wird sie Ton allen Complex-Cni'ven berührt, die in den durch sie hindurch- 
gelegt-en Ebenen liegen, und ist eine gemeinschaftUche Seite aller Complex- 
kegel, deren Mittelpuncte auf ihr angenommen sind. Dann fällt die Polare 
mit der gegebenen geraden Linie zusammen. Alle Linien, welche in einer 
dm'ch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene liegen und durch den Be- 
i-ührungspunct der bezüglichen Complex-Curve mit der gegebenen geraden 
Linie gehen, oder, was dasselbe ist, aUe Linien, welche durch einen Punct 
der gegebenen gei'aden Linie gehen und in derjenigen Ebene enthalten sind, 
von welcher der bezügliche Complex-Kegel nach der gegebenen gei-aden Linie 
bertlhrt wird, gehören der durch die Tangential-Complexo der ge- 
gebenen geraden Linie bestimmten Congruenz an. 

Die fragliche Congiiienz hat mit dem gegebenen Complexe zweiten Gra- 
des alle diejenigen geraden Linien gemein, welche in diesem nächste 
Linien der gegebenen sind und dieselbe schneiden, 

305. Wenn die gegebene gerade Linie eine singulare Linie des 
Complexes ist, so umfasst die durch die Tangential-Complexe bestimmte 
Congruenz alle solche Linien, welche in einer bestimmten, durch die gegebene 
gerade Linie gelegten Ebene liegen, sowie alle solche Linien, welche diu-ch 
einen bestimmten Punct derselben gehen. Wir haben die Ebene und den 
Punct bezüglich die zugeordnete singulare Ebene und den zugeordneten 
singuiären Punct genannt. 

Eine singulare Linie des Complexes wird sonach von allen Comples- 
Curven, die in den durch sie hindurehgelegten Ebenen liegen, in einem festen 
Puncte berührt; und alle Complex-Kegel, deren Mittelpuncte auf einer sin- 
guiären Linie des Complexes angenommen werden, berühren eine durch die- 
selbe hindurchgehende feste Ebene. 
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Dieses Resultat finden wir analytisch bestätigt. Wenn wir verlangen, 
dass die Coordinaten-Axe OX eine singulare Linie des gegebenen Complexes 
sein soll, so erhalten wir, indem wir in den beiden Gleichungen: 

^, = 0, *I> = 

die Veriinderliehen: 

s, h, ö, (), r^ 
gleich Null setzen, die folgenden beiden Relationen zwischen den Constanten 
der gegebenen Complex-Grieichung : 

J = 0, PI^IIQ^O. (151) 

Wir haben, initer der Voraussetzung, dass OX eine Linie des gegebenen 
Complexes sei, dass also die Constante A den Werth Null habe, den Be- 
rühmngspimet derselben mit der Complex-Curve in einer beliebigen durch 
sie hindurchgelegten Ebene, durch die folgende Gleichung bestimmt (n. 191): 
^ Jtang q> + H 
■ " CnangQ) — P ' *- ' 

Es bezeichnet 97 den Winkel zwischen der beliebig angenommenen Ebene 
imd der Coordinaten-Ebene XZ, a-» den Abstand des Berührungspunctes von 
dem Anfangspuucte der Coordinaten. Dieser Abstand wird constant, sobald 
die zweite der Bedingungs-Gleichungen (151) erfüllt ist. 

Wir haben ferner, unter dereelben Voraussetzung, in der 192. Nummer 
zur Bestimmung der durch OX gelegten Tangential-Ebene eines beliebigen 
Coniplex-Kegels, der seinen Mittelpunct auf der Axe ÖA' hat, gefunden: 

taug 9. = ^^'^Iy- (153) 

und auch dieser Ausdruck erhält einen constanten Weiih, weim die zweite 
der Gleichungen (151) erfüllt ist. 

306. Die Gleichimg (64) der 191. Nummer, durch welche wir diejenigen 
unter den dui'ch OX gelegten Ebenen bestimmt haben, f(tr welche sich die 
Complex-Curve m das System zweier Puncte auflöst, besitzt, wenn die zweite 
der Gleiehimgen (151): 

PI + ^{> ^ 
erfilllt ist, die doppelte Wurzel: 

taug <p = — y = 7/ ■ (154) 

Diesem Werthe von tang ^ entsprechend löst sich die Complex-Curve 
in ein System von zwei Pimcten auf, welche beide auf der Axe OX liegen. 
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Demi der Werth von .ro (152), welcher den Berührungspunct der Complex- 
Carve mit OX bestimmt, erscheint für den Wertli (154) von tang 91 unter 



Ebenso hat, unter derselljeu Voninssetzung , die G-leichung (07) der 
192. Nummer, durch die wir diejenigen Puncte der Axe OX l^estiimnt haben, 
fili- welche sich der Complex-Kegel in das System ziveier Eljenen auflöst, die 
doppelte Wurzel: 

.r = - -^ = -^^^ . (15o) 

Diesem "Werthe von .v entsprechend löst sich der Complex-Kegel in das 
System zweier Ebenen auf, die sieh nach OS schneiden. Denn der 7,nge- 

hörige Werth von tang <pn (153) erscheint unter der Form - . 

Dies gibt die folgende geometrische Definition dei: singulären Linien, 
Puncte und Eigenen eines Complexes des zweiten Grades. 

Die Verbindungslinie solcher zwei Puncte, in welche sich eine Com- 
plex-Curve für l^esondere Lagen ihrer Eigenen auflöst, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, die Durchsehnittslinien solcher zwei Ebenen, in welche 
ein Complex-Kegel bei einer besonderen Amiahme seines Mittelpuncts zerfällt, 
ist eine singulare Linie des Complexes. Diejenigen Ebenen und Pmicte, 
fili- welche sich die Complex-CuiTe, bezögiieh der Complex-Kegel, in der fi'ag- 
lichen Weise particnlarisii't , sind singulare Ebenen und singulare 
Puncte des Complexes. 

Insbesondere also sind die acht Lünen einer Complexfläche, welche wir 
bezüglich als singulare Strahlen und als singulare Axen derselben bezeichnet 
haben (n. 187, 189), und die vier singulären Ebenen und vier singulären 
Puncte einer Complexfläche (n. 215) singulare Linien, Ebenen, Puncte des 
Complexes. 

Wir haben in dem vorigen Paragraphen (n. 1^75 — n. 283) die unend- 
lich weit Hegende Ebene für eine singulare Ebene des Complexes genommen 
und die ihr entsprechende singulare Linie zu JTZ paraUel gewählt. lu Ueber- 
einstimmung mit dem Vorstehenden fanden wir, dass die Complex-Curven in 
allen zu FZ parallelen Ebenen Parabeln sind, deren Durchmesser -Richtmig 
dieselbe ist (u. 281). Die gemeinsame Richtmig der Durchmesser aller Pa- 



y Google 



- 303 - 

rabeln bezeichnet den der in Y Z unendlich weit liegenden singnliiren Linie 
zugehörigen singulären Punct. 

307, Wemi gleichzeitig 

A, H, I, P, Q 
verschwinden , so particularisirt sieh die Beziehung der singulären Linie, 
welche mit OX zusammenfällt, zu dem Complexe. Die Werthe von .i'o (152) 
und tang (p^ (153) erscheinen dann, unabhängig von der Annahme der Ver- 
änderliehen tang 9? und x, unter der Form -jr . Dem entsprechend löst sieh 

die Complex-Curve in einer beliebigen durch OX gelten Ebene in das 
System zweier Puncte auf, welche auf OX liegen, und der Complex- Kegel, 
dessen Mittelpunct ein beliebiger Punct von OX ist, zerMlt in das System 
zweier Ebenen, die sich nach OX sehneiden. 

Für die Gleichimg des Polar-Complexes der Axe OX erhalten wir unter 
dieser Constanten-Bestimmung die folgende: 

ö = 0, 
welche alle Linien darstellt, die die Axe OX schneiden. Die Axe OX ist 
eine Doppellinie des gegebenen Complexes geworden {vergl. n. 300). Eine 
Doppellinie ist sonach eine singulare Linie, deren Beziehung zu dem Complexe 
sich in der Weise particularisirt hat, dass ein jeder auf ihr angenommener 
Punct ein singiilärer Punct und jede durch sie hindurcbgelegte Ebene eine 
singulare Ebene des Complexes ist. 

In der 284. — 286. Nmumer haben wir die in J^^ unendlich weit liegende 
gerade Linie zu einer Doppellinie des Complexes gewählt, und, dem ent- 
sprechend, gefunden, dass alle Complex-Cylinder, deren Seiten der Ebene TZ 
parallel sind, in Systeme von zwei zu FZ parallelen Ebenen zei'fallen. 

Im Allgemeinen enthält ein gegebener Complex des zweiten Grades keine 
Doppellinie. Es verlangt das eine einfache Particularisation desselben. 

308. Wir wollen die Gleichung des gegebenen Complexes des zweiten 
Gi-ades wiederum unter der folgenden Form schreiben: 

ß = 0. (15ß) 

Ohne den Complex selbst zu ändern, können wir zu dieser Gleichung die 
Identität 

-'■o + s? + '"i-0, (157) 

mit einem beliebigen Faetor miütiplicirt, liinzuaddiren. Dann erhalten wir: 

Sl + 1(— ril + sij + h^) — 0. (ISS) 
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Dem entsprechend wird die Grleicbnng des Polar-Complexes, der einer gege- 
benen geraden Linie (r', s', //', — g\ o', rj') zugeordnet ist, die folgende: 

[(f)-^"']"+[(f)+^^-]"+i(^)+'-v]"-[(-^)+--^ 

+ [(f) + -']^ + [Gf)+"']^-ö. (!=-») 

die sich anch unter der anderen Form Sühreil^ien lässt: 

-i-lf- + >--y + {lf + >-')-y + {l^ + >-"h--^>- («0) 

Wenn wir dann A einen festen Wertli eitheilen, knüpft sich an diese dop- 
pelte Fonn derselben Gleichung in dem nämlichen Sinne eine Theorie 
der Reciprocität, wie sie Gfergonne zuei-st bei ebenen Cun-en und 
Flächen der zweiten Ordmmg entwickelt hat.*) "Wir können dieselbe in den 
folgenden Woi-ten zusammenfassen: 

Einer jeden geraden Linie, welche dem Polar-Complexe 
einer gegebenen geraden Linie angehört, entspricht ein Polar- 
Complex, welchem, umgekehrt, die gegebene gerade Linie 
angehört. 

Die G-esammtheit aller geraden Linien des Raumes mit ihren Polar- 
Complexen bilden em Polarsystem. Für die Gleichung desselben können 
wir die voi-stehenden beiden (159) und (160), die unter sich identisch sind, 
ansehen, indem wir neben r, s, k, — g, q, tj auch ?•', s', h', — o', q', ij', 
aber unabhängig davon, als veränderlich betrachten. Einer anderen Annahme 
der unbestimmten Constante X entsprechend erhalten wir aus dem gegebenen 
Complexe des zweiten Grades ein anderes Polarsystem, welches zu dem Com- 
plexe in derselben Beziehung steht, wie das ui-sprüuglich ausgewählte. 
Während ein Complex des zweiten Grades von neunzehn Constanten ab- 
hängt, ist ein jedes der Polar-Systeme, welche demselben zugehÖren, durch 
zwanzig Constante bestimmt. 

309. Um auszudrücken, dass die gegebene gerade Linie selbst dem ihr 
zugeordneten Polar-Complexe angehöre, erhalten wir, unabhängig von dem 
besonderen Werthe, den wir der Constante X beilegen wollen, unter Berück- 
sichtigung der Gleichung (157), die folgende Bedingung: 

*) Geumcti-ie des RLiiimas. u. 258. 
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[i?].- + [^f]. + .... -.(.)^o. a«, 

Diejenigen Linien, welche den ihnen zngcordneten Polar- 
Complexen selbst angehören, sind in allen Polar-Systemen die- 
selben und fallen mit den Linien des gegebenen Complexes des 
zweiten Grades zusammen. 

Wenn in einem Polarsystenie, als dessen Gleichung wir die Gleichung 
(159) betrachten wollen, der Polar-Complex einer gegebenen geraden Linie 
ein Complex von der besonderen Art sein soll, dessen Linien sämmtlich eine 
feste gerade Linie sehneiden, so erhalten wir, nach den Erörterungen der 
45. Nummer, indem wir, wie in der 299. Nummer, 

(*) - Vtfr j ■ Kdß) '^ \ds)\d&) '^ \ öh) \ d~r]} 
setzen, unter Berücksichtigung der Gleichmig (157), die folgende: 

(*) + ;. (Si) = 0. (162) 

Diese Gleichung wird unabhängig von dem besonderen Werthe, den wir X 
gegel)en haben, erfüllt, sobald die beiden Gleichungen: 

(0) = 0, (^2) = 

l.iefriedigt "(Verden. Es sind dies dieselben Gleichungen, durch welche wir, 
in der 300. Nummer, die singulären Linien des gegebenen Complexes be- 
stimmt haben. "Wir erhalten also, in Uebereiustimmung mit dem Früheren, 
den Satz, dass die Polar-Complexe der singulären Linien des gegebenen Com- 
plexes in aUen zugehörigen Polar-Systemen Complexe von der beson- 
deren Art sind, deren sämmtliche Linien eine feste gerade Linie 
schneiden. 

310. AVir wollen X in dem Folgenden, unbescliadet der Allgemeinheit, 
gleich Null setzen und das durch diesen "Werth von A bestimmte Polarsystem 
einer näheren Betrachtung unterwerfen. Es schreibt sich dann die Gleichung 
des Polarsystems unter der doppelten Form: 

m ' + (^?) ' + (ff) * - (- if ) " + (^) ^ + (*/:) •>- «. (i«3, 

ip. , , rsa , , da ,, , äii , , da , , äa , ,, ,,„„ 

f-r +-,-,,-•< + „■'• + ä,--" +ä, -S +sl,-1=0- (1C4) 

Sei eine gerade Linie gegeben. Derselben entspricht in dem Polar-System 

ein Polar-Complex. Jeder Linie des leztercn gehört ein Polar-Coniplex an, der 
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die gegebene gerade Linie enthält. Aber im Allgemeinen haben die Polai'- 
Complexe, welche den Linien eines beliebig angenommenen linearen Com- 
plexes entsprechen, keine gerade Linie mit einander gemein. Dazu bedarf es 
einer besonderen Lage desselben gegen das gegebene Polar-System. 

Die Polar-Complexe, welche zwei gegebenen geraden Linien entspre- 
chen, bestimmen eine hneare Congmenz. Die gegebenen beiden geraden 
Linien gehören einem jeden derjenigen Polar-Complexe an, die den Linien 
der Congruenz entsprechen. Und umgekehrt haben auch die Polar-Complexe 
aller Linien einer beliebig angenommenen linearen Congmenz zwei feste ge- 
rade Linien gemein. Denn vier Linien der Congruenz bestimmen durch 
ihre Polar-Complexe zwei gerade Linien. Die Polar-Complexe dieser zwei 
geraden Linien haben vier Linien der gegebenen Congruenz und somit alle 
derselben gemein. 

Wenn drei gerade Linien gegeben sind, so bestimmen die Polar-Com- 
plexe ein Hyperboloid durch die Linien einer Erzeugung desselben. Eine 
beliebige der Linien dei^elben Erzeugung, die wir als die erste bezeichnen 
wollen, besitzt einen Polar-Complex, dem die gegebenen drei geraden Linien 
angehören. Die gegebenen drei geraden Linien bestimmen, als Linien erster 
Erzeugung, ein zweites Hyperboloid. Die beiden Hyperboloide entsprechen 
sich gegenseitig. Die Linien der ersten Erzeugung des zweiten H3^erboloids 
gehören den Polar-Complexen der Linien erster Erzeugung des ersten Hyper- 
boloids an, und ebenso die Linien erster Erzeugung des ersten Hyperboloids 
den Polar-Complexen der Linien erster Erzeugung des zweiten Hyperboloids. 
■ Die zweite Erzeugmig jedes der beiden Hyperboloide kommt dabei nieht 
weiter in Betracht. Jeder Erzeugung entsprechend ist einem gegebenen 
Hyperboloide ein zweites zugeordnet. 

Indem wir dje drei gegebenen geraden Linien insbesondere so annehmen, 
dass sie sieh in einem Puncte sehneiden oder dass sie in einer Ebene liegen, 
bestimmen sie alle Linien, welche diu-eh einen festen Punct hindurchgehen, 
oder welche in einer festen Ebene enthalten sind. Es entspricht also in dem 
Polar- Systeme jedem Puncte und jeder Ebene die eine Erzeugnis eines 
Hyperboloids. Der Polar-Complex, welcher eiuer beliebigen Linie dieser Er- 
zeugung angehört, ist von der besonderen Art, dass alle seine Linien eine 
feste gerade Linie sclmeiden. Diese feste gerade Linie geht bezüglich durch 
den gegebenen Punct oder liegt in der gegebenen Ebene. Die Linien der 
einen Erzeugung der Hyperboloids gehören dem durch die Gleichung (162) 
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bestimmten Compiexe an. Das Hyperboloid ist nicht selbst partieularisirt, 
sondern nur seine Lage zu dem Polar-System. 

Nehmen wir insbraondere für die drei sieb schneidenden geraden Linien 
die drei Coordinaten-Axen OX, OT, OZ oder die drei in den Coordinaten- 
Ebenen VZ, XZ, XV imendlieh weit liegenden geraden Linien, so erhalten 
väv znr Bestimmung desjenigen Hyperboloids, welches bezüglich dem Coordi- 
naten-Änfangspuncte oder der unendlich weit liegenden Ebene zugeordnet ist, 
die folgenden drei Gleichungen: 



ö'ß 



■ = 0, 



6h "' 



(165) 



4^ = 0, 






■ 0, 



.0 



(ICC) 



Unter lieidcn Annahmen wird die Gleichung (162): 

erfüllt, welche diejenigen geraden Linien darstellt, denen iii dem gegebenen 
Polar-System (A = 0) solche Polar-Complese entsprechen, deren sämmtliehe 
Tänion eine feste gerade Linie schneiden. 



§ 5. 

Fläche vierter Ordnung und Classe, von den siagulären Puneten des Complexes 
gebildet, von den singulären Ebenen desselben umhüllt. 

311. "Wir haben einen Pmict, dessen Complex-Kegel sich in das Sj^stcni 
zweier Ebenen auflöst, einen singulären Punct, und eine Ebene, deren 
Complex-Cm-ve in das System zweier Puncte ausartet, eine singulare 
Ebene des Complexes genannt. 

Die Durchschnittslinie der beiden Ebenen, in welche sich de]' Complex- 
Kegel, dessen Mittelpunct ein singulärer Punct ist, aufgelöst hat, so wie die 
Verbindungslinie der beiden Pimete, in welche die Complex-OuiTe, deren 
Ebene eine singulare Ebene ist, zerfallt, sind singulare Linien des Com- 
plexes. In diesem Sinne entspricht einer jeden singulären Linie ein singulärer 
Punct und eine singulare Ebene. Alle Complex-Curven, welche in Ebenen 
liegen, die dm'ch eine singulare Linie hindurchgelegt sind, berühren dieselbe 
in dem entsprechenden singulären Puncte, und alle Complex-Kegel, deren 
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Mittelpuncte auf einer singiüaren Linie angenommen sind, berühren nach 
derselben die entsprechende singuläi'e Ebene. Wir wollen den einer singu- 
laren Linie entsprechenden singulären Pimct und die derselben entsprechende 
singulare Ebene als einander zugeordnet bezeichnen. 

Die singulären Linien eines gegebenen Complexes bilden eine Congi'uenz 
vom vierten Orade. Dieselbe ist durch die zweigliedi'ige Gruppe zweier 
Complexe des zweiten Grades bestimmt, von denen der eine der gegebene 
ist und der andere erhalten wird, wenn man in die Bedingnngs-Gleichnng 
des zweiten Grades, welclier die Linien- Coordinaten genügen müssen, an 
Stelle der Coordinaten die nach denselben genommenen partiellen Differential- 
quotienten der Gleichung des gegebenen Complexes einsetzt. Im Allgemeinen 
sind vier imter den Tangenten einer gegebenen Complex-Curve und vier 
unter den Seiten eines gegebenen Complex- Kegels singulare Linien. "Wenn 
insbesondere die Complex-Cui-ve sich in das System zweier Puncto oder der 
Complex-Kegel sich in das System zweier Ebenen auflöst, fallen zwei von 
den vier singulären Linien bezüglich in die Verbindungslinie der beiden Puncto 
oder in die Durchschnittslinie der beiden Ebenen zusammen. 

312. Wenn sich die Complex-Cui-ve in einer gegebenen Ebene so par- 
tieularisirt, dass sie sich in zwei Puncte auflöst, welche in einen zusammen- 
fallen, wollen wir die Ebene eine Doppelebene des Complexes nennen. Als 
einen Doppelpunct bezeichnen wir einen solchen, der Älittelpunct eines 
Complex-Kegels ist, welcher in das System zweier, in einen zusammenfallen- 
der Ebenen ausgeartet ist. Deijenige Pimct, welcher von den Linien des 
Complexes in einer Doppel-Ebene umhüllt wird, ist darum noch kein Dop- 
pelpunct, so wenig wie die Ebene, die von den durch einen Doppelpunct 
hindurchgehenden Lmien des Complexes gebildet wird, eine Doppelebene. 

Eine jede Linie des gegebenen Complexes, welche in einer Doppelebene 
liegt oder durch einen Doppelpunct hindurchgeht, ist eine singulare Linie 
desselben. Die Doppelebenen und Doppelpuncte sind solche Ebenen und Puncte, 
welche unendhch viele Linien aus der Congraenz der singulären Linien enthalten. 

Einer jeden singulären Linie, welche in einer Doppelebene liegt, entspricht 
diese als singulare Ebene. Der jeder einzelnen singulären Linie entsprechende 
singulare Punet fällt dai'um noch nicht mit dem singuläi'en Puncte zusammen, 
in welchem sie sieh alle schneiden. Vielmehr entspricht einer jeden singulären 
Linie ein zweiter, im Allgemeinen von dem ersten verschiedener singulärer 
Punet. Wenn sich die singulare Linie in der Doppelebene um den festen 
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Punet dreht, welcher in derselben von den Linien des Complexe.s umhüllt 
wird, beschreibt der entsprechende singiüäre Punct eine Curve der zwei- 
ten Ordnung, welche durch den festen Punct hindurchgeht. Wähi-end 
einer singnlaren Ebene im Allgemeinen ein singulärer Punct zugeordnet ist, 
entsprechen einer Doppelebene unendlich viele zugeordnete singulare Pimcte, 
welche auf einer Cur\'e der zweiten Ordnung liegen. 

Einer jeden deqenigen singulären Linien, welche diu'ch einen Dopiwlpunct 
hindurchgehen, entspricht dieser als singulärer Punct. Aber jeder derselben 
entspricht, im Allgemeiuen, eine singulare Ebene, welche nicht mit der- 
jenigen festen Ebene zusammenfällt, die voii den durch den Doppelpnnct 
hindurchgehenden Linien des Complexes gebildet wird. Alle diese Ebenen 
umhüllen eine Kegelfläche der zweiten Classe, die insbesondere die 
feste Ebene berührt. Während einem singiilären Puncte im Allgemeinen 
eine singiüäre Ebene zugeordnet ist, entspi'echen einem Doppelpimete unend- 
lich viele zugeordnete singulare Ebenen, welche eine Kegelfläche der zweiten 
Classe iimhüllen. 

Die analytische Bestätigung der vorstehenden geometrischen Folgerungen 
entnehmen wir der 289. imd 290. Nummer, in denen die unendlich weit 
entfernte Ebene für eine Doppelebene des Complexes genommen ist. 

313. Eine singuläi-e Linie kami sich in der Art particularisiren, dass 
eine jede durch sie hindurchgelegte Ebene eine singulare Ebene und dass 
ein jeder auf ihr angenommener Punct ein singulärer Punct ist. Solch' eine 
gei'ade Linie haben wir eine Doppellinie des Complexes genannt (n. 307). 
Aber es verlangt eine Particularisation des gegebenen Complexes, wenn der- 
selbe eine Doppellinie enthalten soll. Wir schliessen die Möglichkeit, dass 
der gegebene Complex sich in der dazu nöthigen Weise particularisire, von 
der ferneren Betrachtung aus. 

In einem gegebenen Complexe kann es ausgezeichnete Puncte oder 
Ebenen von der Ai-t gehen, dass alle durch dieselben hindurchgehenden, be- 
züglich alle in denselben liegenden geraden Linien Linien des Complexes sind. 
Dann ist jede durch den Punct hindurchgelegte Ebene eine singulare Ebene, 
jeder in der Ebene angenommene Punct ein singulärer Punct. Solch' eine 
Ebene haben wir in der 292, Nummer mit der unendlich weit entfernten 
Ebene zusammenfallen lassen. Nach den Erörtenrngen dieser Nmnmer ver- 
langt es eme sechsfache Particularisation, wenn für einen gegebenen Complex 
die unendlich weit liegende Ebene von dieser besonderen Art sein soll. 
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Im Allgemeinen al;50 gibt es derartige Eigenen und Punete nicht. Wir seilen 
in dem Folgenden von der Möglichkeit al:), dass der gegel^ene Complex sieh 
dementsprechencl particnlarisiii; habe. 

314. Damit sich ein gegebener Kegel zweiter Ordnung in das System 
zweier Ebenen, oder eine gegebene Curve der zweiten Classe in das System 
zweier Puncte auflöse, ist eine Bedingungs-Gieichung zu erfüllen. Es wird 
also von den singiilären Puncten eines Complexes eine Fläche gebildet, 
und von den singulären Ebenen desselljen eine Fläche umhüllt. Dagegen 
sind drei Bedingungen zu erfüllen, wenn die beiden Ebenen, in welche sieh 
ein Complex-Kegel, bezüglich die Jjeiden Pmicte, in welche sich eine Complex- 
Ciu've auflöst, zi^ammenfallen sollen. Es gibt also eme endliehe Anzahl 
\-on Doppelpuneten und Dopi3elebenen. 

In dem sechsten und siebenten Paragi'aphen des vorigen Abschnitts 
haben wir nachgewiesen, dass auf der Coordinaten-Axe OX, welche ■wir zia- 
DoppelUnie einer Complexfläche genommen hatten und die ganz beliebig an- 
genommen worden war, vier singulare Puncte liegen mid dass durch dieselbe 
vier singulare Ebenen hindurchgehen (vgl. n. 215). Wir erhalten somit 
mmiittelbar die folgenden Sätze: 

Die von den singulären Puncten eines Complexes des zweiten 
Grades gebildete Fläche ist von der vierten Ordnung. 

Die von den singulären Ebenen eines Complexes des zweiten 
Grades umhüllte Fläche ist von der vierten Classe. 

315. Um die Gleichung der Fläche der singulären Puncte in Punct- 
Coordinaten zu erhalten, gehen wir von der Gleichung (11) des Complexes 
zweiten Grades in Strahlen-Coordinaten aus. Wir haben auszudrücken, dass 
sich der Kegel, welchen die Gleichung des Complexes darstellt, sobald wir 
den Veränderhchen x, y, z feste Werthe ertheilen, in ein System zweier 
Ebenen auflöse. Von den sechs Strahlen-Coordinaten: 

{x — x'), iy—y'), {z — z'), {yz' —y'z), {x' z — xz'), {xy' — x'y) 
können wir die letzten di'ei auf folgende Weise schreiben: 
{{y-y-)z-y{z--A\{x{z--z')-{x-x')z-),{_{x-x')y-x{y-y')\ 
Dadurch nimmt die Gleichung IT des Complexes die folgende Form an: 
a (,r _ ,.')= 4- 2/>(.r - X-) {y-y-)^c{y~ y'Y 

4- t»,/(.. - X-) [z ~- z) + 2Ky - y') (: - z) + /■(- - z-)^ = 0, (167) 
wo a, b, <\ ti. <; f Functionen des zweiten (irades in x ., y, z sind. Insbe- 
sondere finden wir: 
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a = A + Ez'+ ;.'y'-2A>.-. 
i — I — F.ii/ + K.rz + ij'i - 
c = B + ßz' + F.I-' — 2L.I-: 
fl ^^ ff — Fxz + Ä'.ry — Li/'~ - 



-iPz + 20i/. 

-Vz' + (.V— 0) ; — fix + R'J, 
- 2Rx+ iSzl 

yi,jz - -i> + Px - Vz. 



(168 



e = a~ Dyz — Kx' + Lxtj + M xz + Ox — Sy + Tz, 

f=C+ Dy' + Ex' — 2Mxy — 2Ty + 2 Vx. 
Um anszudriicken, dass sich der durch die Gleichiing (167) dargestellte 
Kegel in das System zweier Ebenen auflöse, erhalten wir, nach der 186. Num- 
mer, die folgende Bedingung: 

ruf + 2bie — ae* — ciP — /'S« — 0. (ICSI) 

Wenn wir in diese Gleichung für «, h, c, d, e, f die Werthe aus der Grlei- 
chung (168) einsetzen, bekommen wir die gesuchte Gleichung der Fläche. 
Dieselbe ist scheinbar vom sechsten Grade. Es werden sich also bei der 
wirklichen Ausfülnnmg der in (169) angedeuteten Multiplicationen die Glieder 
fünfter und sechster Ordnung in x, y, z fortheben. 

316. Wir erhalten die Gleichung der von den singiüaren Ebenen des 
Complexes im^htillten Fläche in Ebenen-Coordinaten , wenn wir in den \^^. 



stehenden Gleichungen (168) nach den Vertauschnngsregeln der lö 

•r, y, z mit t, u, v 
und 

J, B, C, 
bezüglich gegenseitig mit 

ß, E, F, 



•N-., 



P, Q, R 



vertauschen. 



K, L. a. 



S, T, ü 



Wenn wir nach der Vertai^ 



üngeändert bleiben dp^^j,; jie Constanten: 
J, 0. 



xbx-mg statt «, «', statt li, V n. s. w. schreiben,. 



■ Bt' + c„i _ .2tf„„ _- 2.Si, + 2Tii, 
- Clu + «7 „ + //,„ — Iv'+ (X- 0) i 



— TI+ Uli, 



so kommt; 

«' — 

1/ — M 

c' - E + Av + c t'^2Hlv--2Ul+iP<' 

<l'-l~- Btv + Q,^__ //„, + /„„ _ Xm + St~Itv, 

'' - K—Auv - _ g,, j^ g,,, + liv + Ol - Pu + £'!>. 

r — F + Att'. ,^ B,t ^21111 — 2Qit + 2Ä<, 

und wir erhalten die ^ Gleichung der Eläxjhe unter der folgijnden Form 
«■'•'/ ■■ + 2l'iVc' -ae'-c'd''--fl>'' -- 0. 



(170) 



(171) 



Bezüglich der Hed ^^^^^^ j^j. voi-stehenden Gleichung, die in /, », o scheinbar 
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vom sechsten Grad ist, auf den vierten Grad in diesen Veränderliclien gilt 
das in der vorigen Nummer Gesagte. 

Wenn wir die Aiisdi-üeke (170) für a', h' , c', iV , c', f dm-cli Einfüln-img 
einer vierten Veränderlichen w homogen machen mid dann in die Gleichung 
(171) einsetzen, so wird diese allerdings vom seclisten Grade und reducirt 
nur dadurch auf den vierten, dass sich von ihr ein Factor w^ absondert. 
Die Gleichung (171) sagt, geometrisch gedeutet, nicht sowohl aus, dass sich 
die Complex-Curve in einer gegebenen Ebene /, u, v, w in das System zweier 
Puncte auflöse, als dass derjenige Kegel zweiter Classe, der sich durch die 
fragliehe Complex-Curve und den Coordinaten-Anfanggpunct als Mittelpunct 
hindurchlegen lässt, in das System zweier umhüUter Axen zevfilUt. Es 
findet das für eine jede Ebene statt, welche durch den Coordinaten-Anfangs- 
punct hindurchgeht, imd daher der Factor w-, welcher, gleich Null gesetzt, 
den Coordinaten-Anfangspunct darstellt. 

317. Eine beliebig angenommene gerade Linie solmeidet die Fläche der 
singnlären Pimete im Allgemeinen in vier Puncten, und es lassen sich durch 
dieselbe im Allgemeinen Wer Tangential-Ebenen an die Fläche der singulären 
Ebenen legen. Wenn die angenommene gerade Linie insbesondere eine 
singulare Linie des Complexes ist, so fallen zwei der vier singulären Puncte 
in den entspreelienden Punct und zwei der vier singulären Ebenen in die 
entsprechende Ebene zusammen (vergl. n. 306.). Eine singiiläre Linie be- 
rührt also sowohl die Fläche der singulären Puncte als die Fläche der singu- 
lären Ebenen. Bei-ülii'ungs-Punct mit der ei-sten Fläche ist der entsprechende 
singulare Pimct, Berührungs-Ebene mit der zweiten Fläche die entsprechende 
singulare Ebene. 

Für solche singulare Linien, welche in einer Doppcl-Ebcnc des Complexes 
liegen, fallen von den vier Durchschnittspimeten mit der Fläche der singulären 
Puncte paarweise zwei zusammen. Solehe Lünen sind also Doppeltan- 
genten der Fläche der singulären Puncte, in dem Sinne, da.*s sie in 
zwei verschiedenen Puncten diese Fläche berühren. 

Ebenso fallen von den vier Tangential-Ebenen, welche sich, im Allgenreinen, 
dm"ch eme gegebene gerade Linie an die Fläche der singulären Ebenen legen 
lassen, paarweise zwei in eine zusammen, sobald die gegebene gerade Linie 
eine der singulären Linien ist, welche durch einen Doppelpunct des Complexes 
hindurcl^ehen. Diese Linien sind also Doppeltangenten der FUlehe 
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der singiiliiren Ebenen, in dem Sinne, dass gie nach zwei verschiedenen 
Ebenen diese Fläche berühren. 

318. Die vier singiüären Linien des Complexes, welche in einer belie- 
bigen Ebene liegen, berühren die in dieser Ebene von Linien des Complexes 
umhüllte Cnrve in den ihnen entsprechenden singnlären Puncten. Li den- 
selben Puncten berühren dieselben geraden Linien die Fläche vierter Oi'dnung 
der singularen Puncte. Die Darchschnitts - Ciu've vierter Oixlnnng dieser 
Fläche mit einer beliebigen Ebene berührt also die in dieser Ebene liegende 
Complex-Curve in vier Puncten. Von den acht Durchschnitts-Puneten, welche 
die beiden Curven haben müssen, fallen jedesmal zwei in einen Berührungs- 
pnnct zusammen. 

Ebenso berührt derjenige Complex-Kegel, welcher einen beliebigen Punet 
des Raumes zum Mittelpuncte hat, den Kegel vierter Clause, welcher sich 
von dem beliebig angenommenen Puncte aus an die von den singulären 
Ebenen umhüllte Fläche der vierten Classe legen lässt, nach vier geraden 
Linien, welche die vier singnlären Linien sind, die durch ihn hindurcligehen. 
Gemeinsame Tangential -Ebenen der beiden Kegel nach diesen vier geraden 
Linien sind die entsprechenden singulären Ebenen. 

Wir wollen für die beliebig angenommene Ebene insbesondere eine sin- 
gulare Ebene wählen. Der in derselben von Linien des Complexes umhüllte 
Ort wird, nach wie vor, von der Durchschnitts -Cm-ve der singulären Ebene 
mit der Fläche der singulären Puncte in vier Puncten benlhrt. Die gemein- 
samen Tangenten in den vier Berfthmngspuncten sind singulare Linien. Die 
Berührmigspuncte der singulären Linien sind die bezüglich entsprechenden 
singulären Puncte. Von den vier singulären Linien, welche, im Allgemeinen, 
in einer gegebenen Ebene liegen, fallen für eine singulare Ebene zwei in die 
dieser entsprechende singulare Linie zirsammen. Die beiden anderen gehen 
in beliebiger Richtung jede, durch einen der beiden Pnncte, in welche sich 
die Complex-Curve aufgelöst hat. Von den vier Berühnmgspuncten der 
Dufchschnitts-Curve der Fläche der singulären Puncto mit dem von den 
Linien des Complexes umhüllten Ort fallen also zwei in die beiden Puncte, 
in welche sich die Complex-Ciu-ve in der singulären Ebene aufgelöst hat, 
während die anderen beiden mit dem der gegebenen singulären Ebene zu- 
geordneten str^Iären Puncte zusammenfallen. 

Die Durehschnitts-Curve vierter Ordnung der Fläche der 
singulären Puncte mit einer beliebigen singulären Ebene hat in 
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dem dieser Ebene zugeordneten singiiliiren Puncte einen Dop- 
pel i^unct. 

Axif dieselbe Art beweisen wir den Satz: 

Die Kegelfläche vierter Classe, welche sich von einem be- 
liebigen siiigiilären Puncte aus an die Flache der singulären 
Ebenen legen lässt, hat die diesem Puncte zugeordnete singixlftre 
Ebene zur Doppelebene. 

319. Die analytische Bestätigung dieser geometrischen Folgerungen ent- 
nehmen wir den Gleichungen (169) und (171), welche die Fläche der singu- 
Iftren Puncte imd die Fläche der singidären Ebenen bezüglich in Pmict- und 
Eltenen-Coordinaten darstellen. Wenn wir annehmen, dass die Ebene XZ 
eine smguläre Ebene sei imd dass die entsprechende singulare Lhaie mit OX, 
der zugeordnete singuläi'e Punct mit zusammenfalle, so erhalten wir aus 
der 305. und der 306. Nummer die folgende Constanten-Bestimmung : 

/J = 0, //= 0, /= 0, P= 0. 

Dadurch bekommen die Ausdnicke (i, 0, i; d, e, f (168), wenn wir in denselben 
zugleich y' verschwinden lassen, die folgenden "Werthe: 
(1= Ez\ 

// = Ä'.i- — J/rä + {N—a)z — Qx, 
v^ B + Dz' 4- Fx-' — -2Lx: — 2«,f -f- 'ISz 

e— — Kx' + J/.iz + Ol + Tz, 

f—C+ E.V + 2U.i: 
Wenn wir in denselben .v und z gegen Constanto, so wie zweite Potenzen 
von ,!■ nnd z gegen erste vernaclilässigen, so erlialteu wir: 

I, _ {N—0)z— Ij. 
c — B, 
</ - — fi, 
e — G, 
f=C. 
Und indem wir diese Wertlie in die Gleicliung (169): 

«(■/■+ 2*(-/c — ae' — cd' — fh' — '-' 
einsetzen, finden wir die folgende Gleichung: 

BCEz' — iGVz((N—a)z — flx^ — EG<z> 
— BU<z' — C{{N—0)z — IJ.r)' — (174) 



(173) 
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um diejenigen singulären Piinete darzustellen, welche in der yingulären Eljene 
XZ in der Nahe des zugeordneten singulären Punctes liegen. Diese Glei- 
chung enthält nur Glieder zweiten Grades in .r und z. Die Durchschnitts- 
Curve der Fläche der singulären Puncte mit der Ebene XZ iiesitzt also, in 
Uebereinstimmung mit den Schlussfolgerungen der vorigen Kummer, im Coor- 
dinaten-Anfangspuncte einen Doppelpmict. 

Wir mögen noch bemerken, dass dieser Doppelpmicf ein Rückkehriaunct 
wird, wenn ausser den Constanten A, H, I, P auch noch die Constante Q 
verschwindet. Dann ist, nach den Erörtenmgen der 307. Kummer, die Axe 
OX eine Doppellinie des gegebenen Compleses, 

Auf dieselbe Ali; können wir nachweisen, da-ss der Kegel viei^ter Classe, 
der sieh von einem beliebigen singulären Puncte aus an die Fläche der sin- 
gulären Ebenen legen lässt, die dem angenommenen singulären Puncte zuge- 
ordnete singiüäre Ebene zur Doppeleljene hat. 

320. Kacli dem Vorstehenden ist jede singiüäre Ebene eine Tangential- 
Ebene der von den singulären Puneten gebildeten Fläche vierter Ordnung. 
Berühnmgspmict ist der zugeordnete singulare Punct. Und umgekehrt ist 
jeder singulare Punct ein Punct der von den singulären E):ienen umhüllten 
Fläche vierter Classe. Tangeutial-Eliene in demselben ist die zugeordnete 
singulai'e Ebene. 

Die Fläche vierter Ordnung, welche von den singulären 
Puneten des Complexes gebildet wird, und die Fläche vierter 
Classe, welche von den singulären Ebenen desselben umhüllt 
wird, sind identisch. 

Eine jede singulare Linie des Complexes berüln-t die Fläche vierter Ordnung 
und vierter Classe der singulären Pmicte mid singulären Ebenen. Der Berührungs- 
punct mit der Fläche ist der entsprechende singulare Punct, die Berührungsebene 
in demselben die entsprechende singulare Ebene. Die beiden übrigen Sehnitt- 
punete der singulären Linie mit der Fläche sind diejenigen beiden Puncte, 
in welche sich die Complex-Curve in der entsprechenden singulären Ebene 
aufgelöst hat. Ebenso sind die beiden übrigen Tangential-Ebenen, welche 
sieh durch die singulare Linie an die Fläche legen lassen, diejenigen beiden 
Ebenen, in welche der Complex-Eegel zerMt, dessen Mittelpunct der zuge- 
ordnete Punct ist. Die Richtung der einer singulären Ebene und ihrem zugeord- 
neten singulären Puncte entsprechenden singulären Linie ist durch die Fläche 
der shigulären Pimcte und singulären Ebenen noch nicht gegeben. Die 

40* 
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Fläche hängt von weniger willkürlichen Constanten ab, als der Complex 
zweiten Grades, welcher sie bestimmt. 

321. Die von den singulären Puneten des Complexes gebildete und von 
den singulären Ebenen desselben umhüllte Fläche ist von der vierten Ord- 
nung und der vierten Classe. Sie hat also, im Allgemeinen, sechszehn Dop- 
pelpuncte und sechszelm Doppelebenen. Die Möglichkeit, dass die Fläche 
sonstige Sir^ulantäten, insbesondere einen Doppelstrahl und eine mit dem- 
selben zusammenfallende Doppelaxe besitzt, diu'ch welche die Anzahl der 
Doppelpuncte und Doppelebenen erniedrigt würde, bleibt ausgeschlossen, so 
lange nicht der gegebene Complex selbst particularisirt ist. 

Die Tangential-Ebenen der Fläche in einem Dop^jelpuncte derselben um- 
hüllen einen Kegel der zweiten Classe und die Berührungspunete derselben 
mit einer ihrer Doppelebenen bilden eine Curve der zweiten Ordnung. Wir 
haben in der 312. Nummer nachgewiesen, dass die singulären Ebenen, welche 
durch einen Doppelpunct des Complexes gehen, ebenfalls einen Kegel der 
zweiten Classe umhüllen, und dass die singulären Puncte, welche in einer 
Doppelebene des Complexes liegen, eine Curve der zweiten Ordnung bilden. 

Die Doppelpuncte und Doppelebenen des Complexes fallen 
mit den Doppelpuncten und Doppelebenen der von den singu- 
lären Puneten gebildeten und von den singulären Ebenen um- 
hüllten Fläche zusammen. 

Und hieraus: 

In einem Complexe zweiten Grades gibt es, im Allgemeinen, 
sechszehn Doppelpuncte und sechszehn Doppelebenen. 

Welcher Punct in einer Doppelebene von den Linien des Complexes um- 
hüllt, oder welche Ebene in einem Doppelpuncte von den Linien des Com- 
plexes gebildet wird, ist durch die Fläche der singulären Puncte imd Ebenen 
noch nicht bestimmt. Der Pmict kann ein beliebiger Punct der Berühmngs- 
Curve, die Ebene eine beliebige Ebene des Berühnmgs-Kegels sein. 

322. Wir gehen zu der Gleichung der Fläche der singulären Puncte 
und Ebenen in Plau-Coordinaten (171) zurück: 

a'c'f -\- 2h'd'e' ~a'c'^ ~c'>r ■'-—(' b'-' = 0. 
Wir -wollen dieselbe durch Einfülm.mg emer vierten Veränderlichen, w, homo- 
gen machen. Es kommt dies darauf hinaus, dass wir die für d, V, v, (X, c, j" 
gefundenen Ausdrücke (170) durch Einführung dieser Veränderlichen homogen 
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machen und, nach Eüisetzung dieser Ausdrücke in die Gleichung (171), 
den Factor w^, welchen dieselbe erhält, vernachläss^en. 

Wii- wollen die Gleichung der Fläche in der folgenden Weise schreiben: 

/■-O. (176) 

Dann erhalten wir für die Gleichung des Pols einer gegebenen Ebene 

{t\ u, v', w') in Bezug auf diese Fläche, nach der 296. Nummer, die folgende: 

Die rechtwinkligen Coordinaten des Pols sind also: 



- Ysf\ 

\Sw) 



y 



ff) 

\SwJ 



m 



(176) 



Wenn wir die homogeu gemachten Ausdräcke fl', b', c' 
Gleichung (171) einsetzen, so erhalten wir die Gleichung: 

F = 0, 
und es ist, nach dem Vorhergehenden: 

F ^ w^f. 
Es ist also erlaubt, in den Formeln (176) die nach /, m, 
Differentialquotienten der Fmiction /' bezüglich durch die folgenden Functionen 
zu ersetzen: 

2F\ 



c\ I" in die 

(177) 

(178) 
genommenen 



(^-)'(S.(4I)'G 



323. Wir wollen insbesondere die unendlich weit liegende Ebene aus- 
wählen. Der Einfachheit wegen setzen wir, was immer gestattet ist, in der 
Gleichung des gegebenen Complexes die Constanten K , L, M gleich Null. 
Dann erhalten die homogen gemachten Ausdrücke «', h', c', d', e\ f die fol- 
genden Werthe: 

a — />«■' + Bti' + Cti' — 2Ci<» — 2Äi))B + 2Tux. 

. — C/u + Clv + Hud — h' + (N — O) vre — Tlii>+ Vuw, 
■ Ew' + Av' + Cl' ~ 2Htv — 2Viiv + 2Pviv, 

d' — — Btv + Gtu — //«■ + Itiv — «uw + Stil! — Rvw, 

«■ — — Auv — Gl' + Hill + llv -(- OlK — Piix + Qvw, 

f = Fk' + All' + B/' — 'Ulli — 2£(»w -f 2Rtw. 
Wenn wir in diese Ausdrücke luad ihre bezüglich nach t, ii, v, iv genommenen 
Düferentialqnotienten die Coordinaten der unendlich weit liegenden Ebene: 



(179) 
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/' = 0, !/' = 0, V' = I), «■' =^ «■' 

einsetzen, erhalten Avir: 

s- _ /)»/!, /,• _ 0, r- = ff»/', fr _ 0, / _ 0, /■' 



und : 



(180) 



(181) 



l^]s ist für das Folgende umiöthig, die Diffci-entialquotienten von //, d' , 
hinzuschreiben. 

Nach den vorstehenden Gleichungen erhalten die vier Ausdrüclce ; 



''D'(i^)'(r)'(^- 



-2-'- 



(182) 



F~(t'r' f + ilj'iVe' ~ a' c' ~ c' 4' ' —/"*'-', 
für die imendliüli weit entfernte Ebene, indem nur d.is eine (jlied 

in Betraelit kommt, die folgenden Werthe; 

(Jf)=2/>7.'r.(^Ä-/'t'), 

(jf) =2/'«-> (/>/'- ES), 

(J-— 2/) = (U)EFw''' ~%DEF7v'^' = ^DEFw'K 
\ow IC J 

und also werden die Coordinaten des Pols der unendlich weit liegenden 
Ebene mit Bezug auf die Fläche, oder, wie wir sagen können, die Coordi- 
naten des Mittelpinictes der Fläche: 

ER — FU , PIJ — FT ^. _ DP- ES 

^ ~ 2EF '^ ~ 2BF '' ~ 2DE ' y^^°> 

Es sind dies dieselben Ausdrücke, welche wir in der 240. Nummer für die 
Coordmaten des Mittelpunetes des Complexes gefunden haben. Und somit 
haben wir den Satz: 
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Der Mittelpunct eines Complexes zweiten Grades filllt mit 
dem Mittelpunct der Fläche seiner singnlären Puncte und Ebe- 
nen zusammen. 

Damit in TJebereinstinunimg rückt der Mittelpunct des Complexes un- 
endlich weit, wenn die unendlich entfernte Ebene insbesondere eine singulare 
Ebene ist, und fällt in unendlicher Entfernung mit dem derselben zugeord- 
neten singulären Puncte zusammen, demjenigen Puncte, in welchem dieselbe 
die Fläche der singulären Puncte und Ebenen berührt. (Vergl. n. '279.) 

Wenn die unendlich weit liegende Ebene eine Doppelebene des Com- 
plexes ist, so wird der Mittelpunct desselben unbestimmt. Sem geometrischer 
Ort ist eine in der maendlich weit entfernten Ebene liegende Curve der zwei- 
ten Ordnung. Diese Curve ist die Berührungs-Curve der Doppelebene mit 
der Fläche der singulären Puncte und Ebenen. (Vergl. n. 28t).) 

Wenn endlich die Beziehung der unendlich weit liegenden Ebene zu dem 
Complexe sich so pai'ticularisirt, dass eine jede in ihr liegende Linie eine 
Linie des Complexes, und in Folge dessen ein jeder ihrer Puncte ein singulärer 
Punct desselben ist, so kann weder von einem bestimmten Mittelpmicte des 
Complexes noch von einem solchen der Fläche der singulären Puncte und 
Ebenen mehr die Rede sein. 



Pol einer gegebenen Ebeae, Polar-Ebene, einem gegebenen Puncte mit Bezug 
auf den Complex zugeordnet. 

324. Wir kehren zu den Betrachtungen der drei ei-sten und insbeson- 
dere des dritten Paragi'aphen dieses Abschnitts zurück. Wir haben in den- 
selben die Beziehung des gegebenen Complexes zweiten Grades zu der unendlich 
weit entfernten Ebene imtersueht. Es beschäftigte mis zunächst die Ge- 
sammtheit der Durchmesser des Complexes — solcher gerader Linien, 
welche mit Bezug auf den Complex den in der unendlich weit entfernten 
Ebene liegenden geraden Linien als Polaren zugeordnet sind — , dann die 
Gesammtheit der Cylinder des Complexes — solcher Complex-Kegel , deren 
Mittelpuncte m der unendlich weit entfernten Ebene liegen — und der Axen 
dieser Cylinder — der Polar-Linien derselben mit Bezug auf die durch ihi-e 
ilittelpmicte gehende unendlich weit entfernte Ebene — . Dann betrachteten 
wir die von Linien des Complexes in der unendlich weit entfernten Eben-' 
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mid in solchen Ebenen, welche derselben unendlich nahe liegen, umhüllten 
Curven und stellten dieselben durch einen Complex von ausgezeichneter Ein- 
fachheit und characteristischer Lage gegen das Coordinaten-System, durch 
den Asymptoten-Complex des gegebenen, dar. 

Alle diese Betraehtimgen und darum auch alle Resultate, die wh- gefun- 
den haben, können wü' von der imendlich weit liegenden Ebene nach bekann- 
ten Regeln, die schon im Voretehenden ihren Ausdruck finden, auf eine 
beliebige Ebene des Raums übertragen. Der &rund für diese Ilebertrag- 
barkeit liegt in der Identität der analytischen Operationen, welche in dem 
einen wie in dem anderen Falle der geometrischen Betrachtung entsprechen. 

Wir wollen die beliebig angenommene Ebene insbesondere mit einer der 
drei Coordinaten-Ebenen zusammenfallen lassen. Der Vertauschung der un- 
endlich weit liegenden Ebene mit einer der Coordinaten-Ebenen entsprechend 
erhalten wü- eine Vertauschung der Linien-Coordinaten unter sich und damit 
eine gegenseitige Vertauschung der Constanten in der Gleichung des gege- 
benen Complexes, "Wir stellen im Folgenden die Regeln für diese Ver- 
tauschungen auf, und sind dann, für eine beliebige Coordinaten-Ebene, jeder 
weiteren analytischen Entwicklung überhoben, indem es genügt, in allen 
frülieren Formeln nach diesen Regeln sowolil die Veränderlichen als die Con- 
stanten zu wechseln. 

Bei der Uebertragung der für die unendlich weit entfernte Ebene auf- 
gestellten Sätze auf eine beliebige Ebene erweitern wir die früher gewon- 
nenen Resultate, insofern es uns, nach den vorhergehenden beiden Paragraphen, 
gestattet ist, die singulären Elemente des Complexfts — die singulären Puncte, 
Linien und Ebenen desselben — anschaulicher, als das früher möglich war, 
in die geometrische Betrachtung einzuführen. 

325. Wir wollen in dem Folgenden die Gleichung (V) des Complexes 
zweiten Grades zu Grunde legen, welche wir durch Einführung einer sechsten 
Veränderlichen h homogen mid durch Zufügung eines Gliedes 2Vhrj symme- 
trisch gemacht haben. Diese Gleichung ist: 

Ar^ -j- Bs'^ -I- Ch^ + Dg' + Eq' -f- Ftf 
+ 'IGxh -f 2Hrh + 21rs -{- 2Ä'q',j — 2Lari — 2MQ(i 
— 2i\rö-\- 20sQ -j- 2Vhi} 
+ 2PrQ + 2Or7j-\-2Iis7i—2Ss0—2T/tG +2ChQ^0. (V) 
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ATii- haben in der 10. Nummer für die Strahlen-Coordiiiateu 
r, s, h, — G, Q, 1} 
die folgenden sechs propoi-tionirten Ausdrücke erhalten: 

{xt' — x'z), il/z' ^y'T),{:z' — z'r),{>jz' ~ if z). {x' z~ xz'),{xy' —x' z). 
Es bezeichnen daliei 

die Coordinateu zweier, Jjeliebig auf der geraden Linie angenommener Puncte. 
Der Vertauschung der unendlich weit liegenden El:)ene mit der Coordi- 
naten-Ebene YZ entspricht die Vertauschung von 

X mit T, .r' mit r'. 
Dem entsprechend werden die sechs Linien-Coordinaten: 

r, s, h, — o, (>, Tj 
bezüglich durch die folgenden ersetzt: 

— '■, — »?. 3) — Ö; A, — s. 
Von dieser Vertausehung werden nicht berührt die Coefficienten: 

A, D, R, U, 
während )jezüglieh 

Ä, r, /, M 

und 

F, E, 0, r 

ohne Zeichen änderung, mit gleichzeitigem Zeichenwechsel 

G, J/, L, 
und 

a; /', .V, r 

sich gegenseitig vertauschen imd ^V sein Zeichen ändert. 
Von den Ebenen-Coordmaten : 

t, u, V, n' 
vertauschen sich die beiden, t und w, gegenseitig. 

Insbesondere ist die Gleichung der in der unendlich iveit liegenden Ebene 
von Linien des Complexes umhüllten Curve: 

Dt^ + Eir- + Fv"- + 2Kiiv + 2Lfv -\- 2Mtu = 0, 
. und daraus erhalten wir, nach den voi-stehendeu Vertauschuugsregeln, für 
die in FZ liegende Complex-Curve, in Ueberemstimmung mit der 1(36. Num- 
mer, die folgende Gleichung: 
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Einer Vertausehuiig der miencUieh weit liegenden Ebene mit einer der 
beiden anderen C'oox-dinaten- Ebenen, JZ oder ÄF, entsprechend erhalten 
wir vollständig analoge Vertauschimgsregeln. Wir schreiben dieselben nicht 
hin, indem wir auf die Vertauschtingsregeln der 155, Nimimer zurückweisenj 
welche einer Vertanschimg der drei Ebenen FZ, XZ, XF unter sich ent- 
sprechen. 

326. Es sei eine beliebige Ebene, P, gegeben. In derselben wird von 
Linien des Complexes eine CuiTe, K, umliüllt. Die Polai'e, welche einer will- 
küi'lich in P angenomraenen geraden Linie, «, mit Bezug atif den Complex 
entspricht, und die wir mit bezeichnen wollen, schneidet die Ebene P in 
dem Pole der Linie a mit Bezug auf die Cra-ve K. Denn die Polare einer 
geraden Linie in Bezug auf den Complex ist der geometrische Ort für die 
Pole derselben in Bezug auf die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen 
von Linien des Complexes umhüllten Curven. Hiermit in XJebereinstimmung 
haben wir in der 236. Nummer die Richtung des einem gegebenen Systeme 
paraUeler Ebenen zugeordneten Durchmessers des Complexes vermöge der in 
der unendlich weit entfernten Ebene liegenden Complex-Curve construii't-. 

Es seien u, a', n" drei gerade Linien der Ebene P, welche ein in Be- 
zug auf die Curve K sich selbst coujugh'tes Dreieck bilden. Die drei zuge- 
hörigen Polaren heissen h, b', h". Dann gehen h, h', h" bezilglich dm'ch 
den DiKchschnitt von «' und «", von a" und a, von a imd a'. Wir wollen 
h. h\ h" drei in Bezug auf die Ebene P einander conjugkte Polaren, oder 
auch kui-z, weil die Ebene i* fest bleibt, drei einander conjugirte Po- 
laren nennen. Das System dreier eonjugirter Polaren vertritt in dem Falle 
einer beliebig angenommenen Ebene das System dreier eonjugirter Durch- 
messer in dem Falle der unendlich weit geriickten Ebene. 

Die Durchschnitts-Pimcte (a' a"), {a" a) und (««') sind die Mittelpuncte 
dreier Complex-Kegel, A, A', A". Wir bezeichnen dieselben, indem wir, wie 
vorhin, die Ebene P als fest betrachten, als die drei bezüglich den geraden 
Linien a, a', a" zugehörigen Complex-Kegel. 

In Bezug auf einen jeden Complex-Kegel, dessen Mittelpunct in /' an- 
genommen ist, ist dieser Ebene eine gerade Linie zugeordnet. Diese Linie 
ist der Dm'chschnitt deijenigen beiden Tangential-Ebenen , welche den Com- 
plex-Kegel längs der beiden Kanten berühren, nach denen er von der Ebene 
P geschnitten wird. Wenn die Ebene /* insbesondere miendlich weit rückt, 
wii-d aiis dem Complex-Kegel ein Complex-Cylinder und aus der fragliehen 
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geraden Linie die Cylinder-Axe. "Wir wollen diese gerade Linie — zum Un- 
terschied von der Bezeichnung Polare, mit der wir diejenige gerade Linie 
bezeichnet haben, die einer gegebenen mit Bezug auf den Complex zugeordnet 
ist — als die Polar-Linie des Complex -Kegels mit Bezug auf die Ebene I\ 
oder kui-z als dessen Polar-Linie bezeichnen. 

Die Polar-Linien der drei Complex-Kegel A, Ä', A" seien c, c', c". Wir 
nennen diese drei Polar-Linien einander conjugirt und bezüglich den gege- 
benen geraden Linien «, d, a", wie deren Polaren b, h\ h", zugehör^. Eine jede 
Polar-Linie schneidet die ihr zugehör^e Polare in einem Puncte der Ebene P. 

327. Die Polare einer beliebigen geraden Linie wird von den Polar- 
Ebenen dei'selben mit Bezug auf sämmtliche Complex-Kegel, deren Mittel- 
puncte auf ihr liegen, umliüUt. Es ist also, beispielsweise, b der Dui-chschnitt 
der beiden Polar-Ebenen der geraden Linie a mit Bezug auf die beiden Com- 
plex-Kegel A' und A". In denselben beiden Ebenen liegen aber auch be- 
züglich die Polar-Linien der Kegel A' und Ä", die wir vorhin mit c' und c" 
bezeichnet haben. Es wird somit von c' und c" geschnitten. 

Von drei einander conjugirten Polaren schneidet jede die zu 
den beiden anderen zugehörigen Polar-Linien. 

Es schneidet also auch jede von drei conjugirten Polar-Linien die zu 
den beiden anderen zugehörigen Polaren. 

Wenn die drei Polaren b, b', h" gegeben sind, lassen sich die drei 
Polar-Linien c, c', c" in linearer Weise constmiren. Denn eine jede dersel- 
ben geht durch den Schnittpunct einer der drei Polaren mit der Ebene P 
und schneidet die beiden anderen. Auf dieselbe Weise bestimmen sich 
Ä, b', b", wenn c, c', c" gegeben sind. 

Drei behebige gerade Linien, insbesondere die drei Polaren b, h', b", be- 
stimmen, als Linien einer Eraengmig, ein Hyiierboloid. Demselben gehören 
als Linien zweiter Erzeugung alle diejenigen an, welche die gegebenen drei 
geraden Linien sehneiden. Die Polar-Linien c, c', c" sind also Linien zweiter 
Erzeugung des durch die Polaren h, b', b", afe Linien der ersten Erzeugung, 
bestimmten Hyperboloids. Die sechs geraden Linien $, b', b", c, c', c" be- 
stimmen ein dem Hyperboloide aufgeschriebenes Sechseck bc'b"cb'c" (vergl. 
n. 109). Dieses Sechseck vertritt bei beliebiger Annahme der Ebene /-* das 
durch drei conjugirte Durchmesser und den diesen parallelen Cylinder-Axen 
bestimmte Centralparallelepiped in dem Falle der unendlich weit gerückten 
Ebene. 
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Die drei Ebenen [h, v), {//', c' ), (l>", c"), welche die Tangential-Ebenen 
des in Eede stehenden Hyperboloids m den drei in P liegenden Puncten 
(a, a"), («", «), (ff, «') sind, schneiden sieh in einem Puncte 0> dem Pole 
der Ebene P in Bezug auf das Hyperboloid. Wir können diesen Pnnct noch 
auf andere Arten bestimmen. Die Ebene (b, c) schneidet die Ebene P in einer 
geraden Linie d. Die vierte Hannonicale zu b, c nnd d, die wir mit e be- 
zeichnen wollen, geht dm-ch den gesuchten Pnnct. In demselben Puncte 
gehneiden sich die drei Diagonalen des Sechsecks bc'h" i:b' c". 

Wenn die Ebene P unendlich weit rückt, wird aus dem Puncte der 
Jlittelpunct des Centralparallelepipeds. Wir können den Mittelpnnct eines 
solchen Parallelepipeds entweder als den Durchschnitt derjenigen drei Ebenen 
deiiniren, welche durch je einen Durchmesser und die ihm pai'allele Cylinder- 
Axe hindurchgehen, oder als den gemeinsamen Durchschnitt der drei Mittel- 
linien zwischen je einem Durehmesser und der parallelen Cylinderaxe, oder 
endlich als den gemeinsamen Dm-chschnitt der Diagonalen des Centi'al- 
parallelepipeds. 

328. Genau dieselben Rechnungen und Betrachtungen, durch welche 
wir m der 245. und 246. Nummer nachgewiesen haben, dass alle Central- 
parallelepipeda eines gegebenen Complexes denselben Mittelpunct haben, den 
wir als den Mittelpnnct des Comi^lexes bezeichneten, zeigen, dass der 
Pol der Ebene P in Bezug auf das dmxh h, h', h" bestimmte Hyperboloid 
unabhängig ist von der Auswalil dieser drei eonjugirten Polaren. 

Der Pol der Ebene i*mit Bezug auf ein durch drei eonjngirte 
Polaren bestimmtes Hyperboloid ist von der Auswahl dieser Po- 
laren unabhängig. 

Der Punct ist also der Ebene /' durch den gegebenen C'omplex zuge- 
ordnet. Wir wollen ihn den Pol der Ebene P mit Bezxig auf den 
(Jomplex nennen. 

In einem Comjilcxe zweiten (irados ist einer gegebenen 
Ebene, im Allgemeinen, ein Punct in eindentiger Weise zu- 
geordnet. 

Wir haben in der 323. Nummer nachgewiesen, dass der Mittelpunct des 
Complexes ZHsammenft,llt mit dem Mittelpmicte der durch seine singulären 
Punete imd Ebenen bestimmten Fläche. Wir haben also den Satz: 

Der Pol einer gegebenen Ebene mit Bezug auf einen Com- 
plex zweiten Grades fällt mit dem Pole derselben Ebene mit 
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Bezug auf die von den singulären Puneten des Complexes gebil- 
dete und von den singulären Ebenen desselben' umhüllte Fläche 
zusammen. 

329. Es sei eine beliebige Linie n der Ebene P gegeben. Die ihr zu- 
gehörige Polare sei h, die Polarlinie c. Dann haben wii- die gerade Linie e, 
welche den Pol der Ebene P mit dem Schnittpimcte der beiden geraden 
Linien b und c verbindet, in der Art construirt, dass wir durch h und c 
eine Ebene legten und die, vierte Harmonieale zu b, c und der Schnittlinie d 
dieser Ebene mit der Ebene P bestimmten. Wir untersuchen zunächst, in 
wie weit diese Constmction üire Gültigkeit behalt, wenn die angenommene 
gerade Lüiie a dem Complexe angehört, insbesondere, wenn dieselbe eine 
singulare Linie desselben ist. 

Es sei « eine Linie des gegebenen Complexes. Dann fällt die Polare h 
mit ihr zusammen. Aber auch die Polar-Linie c ist von a und h nicht ver- 
schieden. Denn der Pol der geraden Linie a in Bezug auf die in /* liegende 
Complex-Cnrve ist der Berührungspunet derselben mit dieser Curve, und der 
Complex-Kegei, dessen Mittelpmict dieser Pnnet ist, berührt die Ebene P 
nach der Tangente in diesem Puncte, das heisst, nach der angenommenen 
geraden Linie a. Es fallen sonach b und c, und damit auch d, mit der ge- 
raden Linie a zusammen. Die vierte Harmonieale zu b, r und d wird un- 
bestimmt. Die geometrische Construction der Verbindungslmie des Pols der 
geraden Linie « in Bezug auf die in P liegende Complex-Cui've mit dem 
Pole der Ebene P in Bezug auf den Complex wird illusorisch. 

Wenn die gerade Linie « insbesondere mit einer der vier singidären 
Linien zusammenfö-Ut, welche in P liegen, so wird zunächst ihre Polare, b, 
unbestimmt. Dieselbe kann beliebig unter denjenigen geraden Linien ange- 
nommen werden, welche in der zugeordneten singulären Ebene durch den 
zugeordneten singulären Punct gehen. Dieser Pmict ist der Berührungspunet 
der singulären Linie a mit der in /■* liegenden Complex-Curve. Der Complex- 
Kegei, welcher denselben zum Mittelpuncte hat, zerfällt in zwei sieh nach 
der singulären Linie a schneidende Ebenen. Die Polar-Linie '■ wird danach, 
wie die Polare b, unbestimmt und ist einzig der Bedingung unterworfen, in 
deijenigen Ebene, welche zu den genannten beiden und der Ebene P harmo- 
nisch ist, durch den auf f/ liegenden Berührungspunet hindurchzugehen. 
Die gesuchte Linie e ist in der vierten harmonischen Ebene zu der gegebenen 
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Eigene P und zu den ])eideii Ebenen, in welchen Ijezüglich b und v. liegen, 
enthalten, wird aber innerhalb derselben durch die altgemeine Construction 
nicht voUständ^ bestimmt. 

330. Wenn die gerade Linie a dem gegebenen Complexe nicht, angehört, 
sind, im Allgemeinen, die zugehörige Polare, h, mid die zugehörige Polar- 
Linie, c, verschieden. Dem entspricht, dass sich, im Allgemeinen, drei eon- 
jugirte Polaren nicht sehneiden. Nach den Erörterungen der 251. Nvimmer 
gibt es ■ ein System dreier zugeordneter Durchmesser, welche dm-ch den Mittel- 
pmict des Complexes hiudm-chgehen. Es fallen dieselben mit den ihnen 
parallelen Cyliuder-Axen zusammen. Entsprechend gibt es für jede Ebene 
drei einander zugeordnete Polaren, welche durch den Pol der Ebene hindurch- 
gehen, und also mit den ihnen zugehörigen Polar-Liuien zusammenfallen. 

Wenn wir, nach der 251. Nummer, den Oomplex auf diejenigen drei 
Durchmesser, welche sich in seinem Mittelpuncte schneiden, als Coordinaten- 
Axen beziehen, so wird seine Gleichung die folgende: 

Ar^- + Es'- + Ch^ + Dc'i + E^' 4- /\^ 
+ '2Gsh + 2//?-Ä + 27r,9 
— 'IKru + 20,vö + 2 Vhri — ß = 0. (184) 

Dann erhalten ^vir für die von den Linien desselben in der unendlich weit 
entfernten Ebene umhüllte CmTe: 

Dfi _(_ Eu'^ + Fv'^ ^ 0. (185) 

Für die in derselben Ebene liegende Curve desjenigen Complexes, dessen 
Gleichung die folgende ist: 

Ör" ■ dJ ^ ÖS ' ÖQ "*" dh ' Öij ' tl'^ß) 

finden wir: 

ßJV^' 4- EOu'- -^ Fl'v^' = 0. (187) 

In den beiden Gleichungen (185) und (187) kommen nur noch die Quadrate 
der Veränderlichen vor. Es sind also die beiden durch diese Gleichungen 
dargestellten Curven zweiter Classe auf ein in Bezug auf beide sich selbst 
coujugirtes Coordinaten-System bezogen. 

Wir haben durch die Gleichung (186) im Verena mit der Gleichung 
des gegebenen Complexes die singulären Linien des letzteren bestimmt. Es 
sind die in der unendlich weit liegenden Ebene enthaltenen vier singulären 
Linien die gemeinschaftlichen Tangenten der beiden durch die Gleichungen 
(185) und (187) dargestellten Kegelsclmitte. Die drei Puncte, in welchen 
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die Coordinaten-Axen OX, OF, OZ die unendlich weit liegende Ebene 
aehneiden, sind also diejenigen drei Punete, in welchen sich die 
Diagonalen des von den vier in dieser Ebene liegenden singu- 
lären Linien gebildeten vollständigen Vierseits schneiden. Es 
sind die drei Diagonalen diejenigen in der unendlich weit entfernten Ebene 
liegenden geraden Linien, deren zugehörige Polare und Polar -Linie zusam- 
menfallen, ohne dass sie selbst dem Complexe angehören. 

Die vorstehenden Betrachtimgen übertragen sich unmittelbar von der 
unendlich weit liegenden Ebene auf eine beliebig angenommene. 

331. Für eine gegebene Ebene gibt es im Allgemeinen nur ein System 
dreier zugeordneter Polaren, welche sich in dem Pole der Ebene schneiden: 
dasjenige, welches wh- in der vorhergehenden Nummer construirt haben. 
Diese Construction wird unbestimmt, wenn die vier, singnlären Linien in der 
angenommenen Ebene P paarweise zusammenfallen, — was eine zweifache 
Particularisation der Beziehung des gegebenen Complexes zu dei-selben ver- 
langt. Dann ist dm^ch die beiden geiuden Linien, in welche die vier singn- 
laren Linien zusammenfallen, ein Dnrchschnittspunct , o, und eine gerade 
Linie, />, die Polare von o in Bezug auf die In P liegende Complex-Curve, 
bestimmt. Die Polare von /; in Bezug auf den Complex geht durch den 
Pnnct o und den Pol der Ebene P in Bezug auf den Complex hindurch. 
Und umgekehrt geht die Polare einer jeden geraden Linie, welche sich in 
P durch legen lässt, durch einen Pimct der geraden Linie p und den Pol 
der Ebene /' in Bezug auf den Complex. Es gibt dann unendlich viele 
Polaren, welche sich in dem Pole der Ebene P schneiden. Eine dei'selben 
ist allsgezeichnet. Die ftbiigen sind alle der einen eonjugii-t und liegen in 
einer durch den Pol gehenden Ebene. 

Wenn alle Polai'en der in P liegenden geraden Linien durch den Pol 
von P hindurchgeben sollen^ so milssen, nach der geometi-isehen Construction, 
die wir betrachten, alle in P liegenden Linien des Complexes singulare 
Linien desselben sein. Es verlangt das, so lange die gegebene Ebene keine 
singulare Ebene ist, eine fClnffache Particularisation der Beziehung der 
gegebenen Ebene zu dem Complexe. Denn es ist dazu erforderlich, ent- 
weder dass die von Linien des Complexes (186) in der gegebenen Ebene 
P imihüllte Curve von der in derselben Ebene hegenden Cuitc des gegebenen 
Complexes nicht verschieden sei, oder, dass eine jede Linie der Ebene P dem 
Complexe (186) angehöre. Ob der eine oder der andere Fall eintritt, hängt 
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von der "Wahl des überzilhligen Gliedes iii der Gleichung des gegebenen 
Complexes a):). 

"Wenn der gegebene Complex zweiten Grades insl:)esondere von der Art 
ist, dass seine Linien eine Fläche des zweiten Grades mnhüUeu, so 
schneiden sich die Polaren aller solchen gei'aden Linien, welche in einer 
beliebigen Ebene liegen, in dem Pole dieser Ebenen in Bezng auf den Coniplex, 
der mit dem Pole derselben in Bezug auf die Fläche zusammenfällt. Und 
allerdings sind alle Linien eines solchen Complexes als singulare Linien an- 
zusehen. Die Fläche, die in dem allgemeinen Falle der Complexe zweiten 
Grades von den singulären Puucten desselben gebildet und von den singulären 
Ebenen desselben umhüllt wird, ist in dem Falle der besonderen Complexe, 
die eine Fläche des zweiten Grades darstellen, von dieser letzteren nicht 
verschieden. 

332. Wenn die gegebene Ebene P eine singulare Ebene ist, so fällt 
ihr Pol mit Bezug auf den Complex, nach den Auseinandersetzungen der 
■ 279. und 323. Nummer, mit dem ihr zugeordneten sii^üären Puncte zusam- 
men. Dieser Punct ist der Bei"ührungspunct der gegebenen smgulären Eigene 
mit der Fläche der sü^ilären Puncte und Ebenen. 

Wir übei'zeugen uns leicht von der Richtigkeit dieses Resultates. Die 
Complex-Cm-ve in der gegebenen Ebene P hat sich, der Voraussetzung ent- 
sprechend, in das System zweier Puncte, Ä"! und K.^, aufgelöst. Die Ver- 
bindungslinie derselben (^"1 K^ ) ist die der gegebenen singulären Ebene 
zugeordnete singulare Linie. Auf derselben liegt der zugehörige singulare 
Punct 0, welcher der Pol der Ebene P ist. 

Es sei eine beliebige gerade Linie, a, der Ebene P gegeben. Ihre Polare 
b schneidet die Ebene /' in einem Pmicte der singulären Linie (Ki /{^ ). Der 
Complex-Kegel, dessen Mittelpunct dieser Schnittpunct ist, berührt die gege- 
bene Ebene /' nach (Ki K^). Es fäUt also die zu der beliebig angenommenen 
geraden Linie a zugehörige Polar-Linie c mit (Äfi A^'^). zusammen. Damit 
ist ausgesprochen, dass der Pol der Ebene P auf der singulären Linie {K^ Ä\) 
zu suchen ist. Denn die durch i und c hindm-ch gelegte Ebene schneidet 
die Ebene P wieder nach e, und die vierte Harmonicale zu ^, c mid dieser 
Schnittlinie muss, weil /> und r nicht selbst zusammenfallen, mit r zusam- 
menfallen. 

Um den Pol auf der singulären Linie (Ä\ ft.^) zu bestimmen, lassen wir 
die belieljig angenommene gerade Linie a mit (A^i K^) zusammenfallen. 
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Dann enti^prechen ihr unendlich viele gerade Linien als Polaren: iiUe diejenigen, 
welche in der gegebenen Eljene /■* durch den zugeordneten singulären Punct, 
0, hindurchgehen. Damit ist der Beweis geführt. Denn die vierte Hanno- 
nicale zu solch' einer Polaren, der Polar-Linie eines Complex-Kegels, dessen 
Mittelpunct beliebig auf derselben angenommen ist, mid der Schnittlinie der 
durch die Polare und die Polarlinie bestimmten Ebene mit der gegebenen, 
P. Mit mit der angenommenen Polaren selbst zusammen. 

333, Ist die gegebene Ebene P eme Doppelebene des Complexes, so 
mrd die Lage ihres Pols unljestimmt. Der geometrische Ort fflr denselben 
ist diejenige Curve zweiter Ordnung, nach welcher die Doppelebene die Fläche 
der singulären Punete und Ebenen berührt. Die Complex-Curve in der Dop- 
pelebene hat sieh in das System zweier Pimete aufgelöst, welche in einen 
Punct der Berührangs-Curve zweiter Ordnung zusammenfallen. Die Richtung 
der Verbindungslinie der beiden Punete ist unbestimmt geworden. Eine jede 
Linie, welche in P durch den Punct, in welchen die beiden zusammengefallen 
sind, hindurchgeht, ist eine singulare Linie. Der einer jeden derselben ent- 
sprechende sh^iläre Punct kaim als Pol der ElDene P in Bezug auf den 
Complex angesehen werden. Wenn sich die singulare Linie in P mn den 
festen Punct dreht, beschreibt der entsprechende singulare Punct jene Cun-e 
der zweiten Ordnung, nach welcher die Doppelebene die Fläche der singulären 
Punete und Ebenen berührt. 

Wir haljen noch den Fall zu erwähnen, dass alle in einer gegebenen 
Ebene P liegende Linien dem Complexe angehören. Es kann von einem 
bestimmten Pole einer solchen Ebene mit Bezug auf den Complex keine 
Rede mehr sein. Dem entspricht, dass sich die Ebene als isolirte Ebene von 
der Fläche der singulären Punete absondert, ^vodurch diese auf die dritte 
Ordnung erniedrigt wird. 

334. Die unendlich weit liegenden Linien des gegebenen Complexes 
haben wir durch einen besonders einfachen Complex, dessen G-leichung noch 
dadurch übersichtlicher wurde, dass wir ihn in nahe Beziehmig zu dem 
Coordinaten-System setzten, durch den Asymptoten-Complex des gege- 
benen, dargestellt. In dem allgemeinen Falle erhielten wir die Gleichung des 
Asymptoten-Complexes, wenn -wir in der G-leichung des gegebenen die drei 
Veränderhchen r, s, h vei'schwinden Hessen. Dann stellte derselbe eine 
Kegellläche zweiter Classe dar, deren Mittelpunct in den Cooi'dinaten-Anfangs- 
punct fiel und welche aus der unendlich weit entferaten Ebene die in derselben 

Plücker, Gfoineltie. 42 
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von Linien des Complexes umhüllte CniTe herausschnitt. Wenn sieh die 
Beziehung der unendlich weit liegenden Ebene zn dem gegebenen Complex 
particularisirte, so mussten noch weitere Glieder, als nur die zweiter Ordnung 
in g, <T, ij, aus der Gfleiehung des gegebenen Complexes für die Gleichung 
des Asymptoten-Complexes ausgewählt werden, damit dieser mit derselben 
Annäherung, wie in dem allgemeinen Falle, die unendlich weit liegenden 
Linien des gegebenen Complexes darstelle. Der Grad der Annäherui^ des 
Asymptoten-Complexes an den gegebenen Complex ist in allen Fällen der 
erste ; das heisst, die Beziehung des Asymptoten-Complexes zu dem gegebenen 
Complexe bleibt unverändert, wema wir dieselben parallel mit sich selbst 
gegen einander um ein endliches Stftck verschieben. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich für eine beliebige Ebene, insbeson- 
dere für eine jede der di'ei Coordinaten- Ebenen, anstellen. Wir nennen 
Asymptoten-Complex des gegebenen Complexes mit Bezug auf eine Coordi- 
naten-Ebene denjenigen Complex, welcher mit dem gegebenen Complexe alle 
in dieser Ebene und, bis auf Grössen erster Ordnung, alle in solchen Ebenen, 
die von der Coordinaten-Ebene unendlich wenig vei'schieden sind, liegenden 
Complex-Linien gemein hat, imd welcher unter denjenigen Complexen, die 
mit ihm diese Eigenschaft theUen, sowolil an imd für sich als in Beziehung 
auf das Coordinaten-System der einfachste ist. 

335. Bei der Aufstellung der Gleichung des einer Coordinaten-Ebene 
zugehörigen Asymptoten-Complexes, verfahren wh' wie früher in dem Falle der 
unendlich weit entfernten Ebene. Wenn wir insbesondere die Ebene I^Z aus- 
wählen, so erhalten wir zunächst, indem wn* in der Gleichung des gegebenen Com- 
plexes, für welche wir die Gleichung (V) nehmen wollen, /■, q, ij verschwhiden lassen : 
Bs^ + C/i-^-\- Dö^ -\- 2Gs/i — 2SsG — 2Th<J = 0. (188) 

Diese Gleichung stellt einen Complex dar, dessen Linien eine Cylinder- 
fläche zweiter Classe umhüllen, deren Seiten OS parallel sind, und durch 
welche ans FZ die m dieser Ebene liegende Complex-CuiTe ausgeschnitten wird. 

Durch passende Wahl der Coordinaten- Axen OF und ^^ in der festen 
FZ-'Ebea.e können wir, im Allgemeinen, die vorstehende Gleichung aiif die 
folgende Form bringen: 

Bs'' + 6'-^'^ + /)ö3 = 0. (189) 

Wenn sich dann die Complex-Cui've in FZ, indem FZ eine singulare Ebene 
wird, in das System zweier Pimcte auflöst, so verschwindet eine der drei 
Constanten B^ € und B. Verschwindet D, so müssen wir zu der Gleichung (189). 
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welche in dem allgemeinen Falle den Asymptoten-Complex daralellt, aus der 
Gleichung des gegebenen Complexes noch diejenigen Grlieder hinzunehmen, 
welche die Veränderliche ß in der ersten Potenz enthalten. Auf diese Art 
wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes : 

Bs"- + Ch^ — 2{Lri + ]ffQ)G^ 0. (190) 

Em Glied mit ra tritt nicht hinzu. Denn es ist: 

— A'>-o + OsQ + l'hti = {0-~N)so + {t'—Xjhrj- 
Wenn die beiden Puncte. in welche sich die Complex-Curve in FZ aufgelöst 
hat, der Annahme entsprechend, dass FZ eine Doppelebene des gegebenen 
Complexes sei, in einen Punct zusammenfallen, so verschwinden in der 
Gleichung (189) zwei der drei Constanten B, C, D. Sind B und C die beiden 
verschwindenden Constanten, so wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes, 
indem wir aus der des gegebenen die Glieder erster Ordnung in .? and /( zu 
der Gleichung (189) hinzunehmen: 

Dg^ + 2(/?- + R'(i)s + 1{Hr + V (i) h 
-Y^{0 — ^)sf} + 2(r— A')/di; = 0. (191) 

Wenn endlich, der Annahme entsprechend, dass eine jede gerade Linie der 
Ebene YZ dem gegebenen Cornj^lexe angehöre, in der Gleichung (189) die 
drei Constanten B, C, ß zugleich verschwinden, so erhalten wir für die 
Gleichung des Asymptoten-Complexes, indem wir aus der Gleichung des 
gegebenen die Glieder ei'ster Ordnmig in .?, h, a auswählen: 
(/;■ + Rij)s + {ffr + UQ)k — [Lfi + Mq)o 

— Nra -t- O.vp 4- Vhri = 0. (192) 

Wir verfolgen -hier, indem ^vü- auf die Entwickelungen des dritten Para- 
graphen verweisen, diese Betrachtungen nicht weiter und gehen insbesondere 
nicht auf eine nähere Discussion der dm-ch die Gleichungen (190), 191), (192) 
dargestellten Complexe ein. 

336, Ein Linien-Complex stellt ein sich selbst reciprokes Gebilde dar, 
der doppelten Änordnmig entsprechend, welcher seine Gleichung ^hig ist, je 
nachdem wir die gerade Linie als Strahl oder als Axe betrachten. Einer 
Vertausehung der beiden Auffassungen entspricht eine Vertauschnng der 
Coordinaten der gei'aden Linie unter sich. Die Gestalt der Gleichung des 
Complexes bleibt dabei ungeändert. Darm liegt die Berechtigung, alle im 
Vorstehenden enthaltenen Betrachtungen und Resultate nach den Regeln des 
Princips der Reciprocität von einer beliebigen Ebene auf einen lieliebigen 
Punet zu übertragen. 

42* 
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Wir wollen den beliebigen Pnnct insbesondere mit dem Coordinaten- 
Änfangspuncte zusammenfallen lassen. Airf ihn übertragen sich dann alle 
analytischen Entwickelungen nnd Beziehungen, welche wir für die unendlich 
weit entfernte Ebene aufgestellt haben, wenn wir ftberall Pnnct- und Ebenen- 
CoordinateUj Strahlen- nnd Axen-Coordinaten und, dem entsprechend, nach 
den Kegeln der 153. Nummer, die folgenden Constanten der Complex-Gleichnnng : 

A, B, C, G, //, /, y>, l), R 

gegenseitig mit den C'onstanten: 

D. t\ F. K, L, .¥, S, T, U 

vertauschen. 

Insbesondere haben wir für die in der xmendlich weit entfernten Ebene 
liegende CompIex-Cui-ve die Grleichimg erhalten: 

De- + Eu^ + Fv^ -\- -IKuv + 2Ltv + 2Mni = 0. 
Diejenige Gleichung, welche sich aus derselben nach den vorstehenden Vei- 
tansehungs-Eegeln ableitet:: 

Ax^ + By' + Cz^ + 2,Gyz + 2IIxz + 2Ixy = 0, 
stellt den Complex-Kegel dar, dessen Mittelpunct der Coordinaten-Anfangs- 
punct ist. 

Wemi der beliebig anzunehmende Punct, den wir mit dem Coordinaten- 
Änfangspuncte haben zusammenfallen lassen, unendlich weit rückt, können 
wir fftr ihn einen behebigen derjenigen drei Rincte wählen, in welchen die 
imendlich weit entfernte Ebene bezüglich von den Coordinaten-Axen OX, OV, OZ 
geschnitten wird. Die Vertauschungs-Eegeln, welche einer derai-tigen Annalime 
entsprechen, leiten sich unmittelbar aus den vorstehenden ab, wenn wir 
zunächst, nach den Erörterungen der 325. Nummer, die miendlich weit 
entfernte Ebene bezüglich durch die Coordinaten-Ebenen XZ, FZ, XF ersetzen. 

337. Wir beschränken uns im Folgenden daiunf, die wesentlichen 
Ergebnisse, welche wir frtiher für eine beliebige Ebene abgeleitet haben, für 
einen beliebigen Rmct ohne weiteren Beweis auszusprechen. 

Sei der angenommene Punct. a, a', a" seien drei beliebige durch 
ihn hindurchgehende gerade Linien, welche einander in Bezug auf den Complex- 
Kegel K, dessen Mittelpunct in fällt, conjugü-t sind. Die Polaren dieser 
drei geraden Linien mit Bezug auf den Complex, die wir mit h, b' , b" 
bezeichnen woUen, Hegen bezüglich in den drei Ebenen («', a"), («", a), («, «'). 
Wir nennen die drei Polaren einander conjugirt. Die Polar-Linien des Pimctes 
in Bezug auf die in den drei Ebenen {a, «"), ia", a), (u, a) liegenden 
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Coniplex-Cui-ven, die c, <•', c" genannt werden mögen, lieisaen den drei Polaren 
h, I}', b" nnd den drei gegebenen geraden Linien «, «', a" zugehörig. Wir 
bezeichnen sie als drei einander conjugirte Polar-Linien. Dann gilt zunächst 
dei" folgende Satz: 

Von je drei conjngirten Polaren sehneidetr Jede die den 
anderen beiden zugehörigen Polar-Linien. 

Von je drei Polar-Linien sehneidet also auch jede die zu den anderen 
"beiden zugehörigen Polaren. Wenn der Punct iind drei conjugirte Polaren 
oder Polar-Linien gegeben sind, so lassen sich, nach diesem Satze, die zuge- 
hörigen Polar-Linien, beztiglich Polaren, linear construiren. 

Drei conjugirte Polaren als Linien einer Erzeugung und die zugehörigen 
Polar-Linien als Linien der anderen Erzeugung bestimmen ein Hyperboloid. 
Die Polar-Ebene des Punctes in Bezug auf dieses Hyperboloid ist diejenige 
Ebene, /*, welche die drei Schnittpuncte je einer der drei conjugirten Polaren 
mit der ihr ziigehörigen Polar-Linie enthält. Diese Ebene ändert sich nicht, 
wenn wir an Stelle der angenommenen drei conjugirten Polaren irgend drei 
andere setzen. 

Die Polar-Ebene des Punctes in Bezug auf ein durch drei 
conj^rgirte Polaren bestimmtes Hyperboloid ist von der Aus- 
wahl dieser Polaren unabhängig. 

Die Ebene P ist also dem Puncte durch den gegebenen Complex 
zugeordnet. Wir wollen siedle Polar-Ebene des Punctes ymit Bezug 
auf den Complex nennen. 

In einem Complexe zweiten Grades ist einem gegebenen Puncte, 
im Allgemeinen, eine Ebene in eindeutiger Weise zugeordnet. 

Wir können dieselbe Ebene als die Polar-Ebene des gegebenen 
Punctes mit Bezug auf die von den singulären Puncten des 
Complexes gebildete und von den singulären Ebenen desselben 
umhüllte Fläche construiren. 

338. Wenn die angenommenen drei geraden Linien </, u, a" nicht selbst 
dem Complexe angehören, so schneiden sich, im Allgemeinen, ihre zt^ehörigen 
Polaren nicht. Solclier zugeordneter Polaren, welche sich schneiden, nnd die 
iüso mit ihren zugehörigen Polar-Linien in die Polar-Ebene des gegebenen 
Punctes zusammenfallen, gibt es, im Allgemeinen, nur ein System. Die 
entsprechenden drei geraden Linien «, «', a" sind leicht zu construiren. 

Durch den gegebenen Punct gehen vier singulare Linien des Complexes 
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hindurch. Die drei Durchschuitts-Linien je zweier solcher Ebenen, welche 
zusammen die vier singulären Linien enthaltien, sind die gesuchten. 

Einer doppelten Particularisation der Beziehung des Complexes zweiten 
Grades zu dem gegebenen Pmicte entsprechend, können die vier singulOren 
Linien, welche durch denselben hindurchgehen, paarweise zusammenfallen. 
Dann schneiden sich innerlialb der Polar-Ebene P des Punctes die Polai-en 
aller solcher gerader Linien, welche in der Ebene, die die beiden singulären 
Linien enthält, durch hindurchgehen, m einem Puncte, demjenigen Pmicte, 
in welchem die Polar-Ebene /* von der Polar-Linie der genannten Ebene m 
Bezug auf den Complex-Kegel, dessen Mittelpunct in fällt, geschnitten wird. 
Und auch die Polare dieser letzteren Linie fallt in die Eigene P. Sie ist die 
Durchschnitts-Linie derselben mit der Ebene, welche durch die beiden singu- 
lären Linien hindurehgelegt worden ist. 

Eine fünffache Particularisation ist erforderlich, wenn alle Polaren in 
der Polar-Ebene P entlialten sein sollen. Daim fällt eme jede Polare mit 
der ihr zugehörigen Polar-Linie zusammen. Es verlangt dies, dass alle durch 
den Punct hindvirchgehenden Complex- Linien singulare Linien desselben 
seien. Diese Bedingung ist insbesondere in dem Falle derjenigen Complexe 
erfüllt, deren Linien eine Fläche des zweiten Grades umhüllen. Alle 
Linien eines derartigen Complexes sind als sir^uläre Linien desselben anzu- 
sehen. Die Polar-Ebene emes beliebigen Punctes in Bezug auf solch' einen 
Complex fällt mit der Polar-Ebene desselben in Bezug auf die von demselben 
mnhüllte Fläche zusammen. Die letztere vertritt die Fläche vierter Ordnung 
und Classe, welche in dem allgemeinen Falle durch die singulären Pmicte 
und Ebenen des Complexes b^timmt wird. 

339. Wenn der gegebene Punct insbesondere ein singuUlrer Punct 
ist, fällt seine Polar-Ebene mit der zugeordneten singulären Ebene zusammen. 
Es ist dieselbe die Tangential-Ebene der Fläche der singulären Puncte und 
Ebenen in dem gegebenen singulären Pancte. 

Ist der gegebene Punct ein Doppelpunct des Complexes, so wird 
seine Polar-Ebe:ie unbestimmt. Sie kann beliebig unter den umhüllenden 
Ebenen eines Kegels zweiter Classe , der den angenommenen Punct zmn 
Mittelpimcte hat, ausgewälilt werden. Der Punct ist dann ein Doppel- 
punct der Fläche der singulären Puncte und Ebenen. Die Kegelfläche zweiter 
Classe, die von seinen Polar-Ebenen umhüllt wird, ist der Tangential-Kegel 
der Fläche im Doppelpunct. 
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Es können endlich alle durch den Punct hindurchgehenden geraden 
Linien dem Complexe angehören. Dann kann von einer bestimmten Polar- 
Ebene desselben in Bezug auf den Complex keine Rede mehr sein. Dem 
entspricht, dass sich der Punct als isolirter Punct von der Fläche der singu- 
lären Ebenen absondert, wodurch diese auf die dritte Classe reducirt wird. 

Es sei schliesslich noch bemerkt, dass in dem allgemeinen Falle der 
Complexe zweiten Grades nicht, wie bei den Flächen zweiten Grades das 
Entsprechen der Polar-Ebene zu dem gegebenen Punct ein reeipmkes ist. 
"Wenn der Pol der Polar-Ebene mit Bezug auf den Complex wieder mit dem 
ausglich gegebenen Puncte zusammenfallen soll, so ist eine dreifache 
PartJcularisation der Lage der Ebene zu dem Complexe nothwendig. Es 
gibt also, im Allgemeinen, in einem gegebenen Complexe nur eine endliche 
Anzahl von Puncten imd Ebenen, welche sieh gegenseitig in Bezug auf den 
Complex entsprechen. 

340. Wir haben diejenigen Linien des Complexes, welche in einer gege- 
benen Ebene oder in deren Nähe liegen, durch den Asymptoten-Complex 
desselben in Bezug auf die gegebene Ebene dargestellt. Auf ahnliche Weise 
bestimmen wir diejenigen geraden Linien, welche in dem Complexe durch 
einen gegebenen Rmct und alle ihm benachbarten hindm'cbgehen. 

Sei der gegebene Punct der Anfangspunct der Coordinaten. Dann erhalten 
wir fflr den Asymptoten-Complex des gegebenen Complexes in Bezug auf 
denselben, indem wir in der Gleichung des letzteren die Veränderliehen 
i, *i, 'Tj, sowie erste Potenzen von r, x, h gegen zweite Potenzen derselben 
vernachlässigen : 

Ar-^ + Bs'^ + Clr' + iGnli + iili-h + 'i.Irs == 0. {WS) 

Diese Gleichung steüt eine in der unendlich weit liegenden Ebene enthaltene 
Curve der zweiten Ordnung dar. Diejenigen geraden Linien, welche durch 
den Coordinaten -Anfangspunct gehen und diese Curve schneiden, gehören 
dem gegebenen Complex' an. 

Durch schickliche Wahl der Richtung der Coordinaten-Axen können wir 
die vorstehende Gleichung (193) auf die Form bringen: 

J/-ä 4- Bs'^ + Ch^ = 0. (194) 

Wenn dann der Coordinaten-Anfangspimct insbesondere ein singulärer Punct 
des Complexes wird, verschwindet eine der drei Coustanten A, B, C. Sei A die 
verschwindende Constante. Dann müssen wir in der Gleichimg des Asym- 
ptoten-Complexes, damit derselbe mit der gleichen Annäherung , wie frilher, 
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die Linien das gegebenen in der Nachbarschaft des Coordinaten-Anfangspunctes 
darstelle, neben den Gliedern zweiter Ordnung in s und h die erster Ordnung 
in ?■ aus der Gleiehmig des gegebeneu Complexes beibehalten. Wir finden so; 

Ein Grlied in ?-g ti-itt nicht hinzu, weil: 

~NrG + OsQ-{' Vk7i = {0 — K)sQ-i- {f^—N)/i7j. 
Verschwinden gleichzeitig zwei der drei Constanten A, B, C, etwa B und C, 
dem Falle entsprechend, dass der Coordinaten-Anfangspunct ein Doppelpunct 
des Complexfö mrd, so erhalten wir, indem wir neben zweiton Potenzen von ?■ 
erste Potenzen von s und // laei-Ücksichtigen müssen, die folgende Gleichung 
des Asyinptoten-Complexes : 

Ar^ -]- 2{Rii — So)s + ^{—Tg + Uq)^ 

+ 2(0~N)sQ + 2{V~.V)h7i = 0. (IfiG) 

"Wenn endlich alle durch den Anfangspunct gehenden geraden Linien dem 
Complexe angehören, und, dementsprechend, A, B, C zugleich verschwinden. 
wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes : 

{I\i + Qi)r + [Rrt — Sg)s -}- (— rß + üq) h 

— Nra -f OsQ + Vhij = 0. (197) 

Es ist dies diesellje Gleichm^, welche wir in der 292. Nummer gefunden 
hatten, um die unendlich weit entfernten Linien des gegebenen Complexes 
in dem Falle darzustellen, dass in der Gleichung desselben die Glieder ziveiter 
Ordnung in den Veränderlichen q, g, ti fehlten. 

Aehnliche Betrachtungen, wie für den Cooi'dinaten-Aufangspunct, können 
wir für einen beliebigen deq'enigen drei Puncto ai^stelleu, die auf den drei 
Coordinaten-Axen OX, OF, OZ unendlich weit gerückt sind, 

341. Wir lirechen hier die vorstehenden Entwickelungen a1>, deren 
Zweck die Discussion der allgemeinen Gleichung der Complexe zweiten Grades 
gewesen ist, um uns wieder der Untersuchung der Complexflächen zuzuwenden. 
Wir heben insbesondere die grosse Analogie hervor, welche zwischen der Theorie 
dieser Complexe und der Theorie der Flächen zweiten Grades herrscht; eine 
Analogie, die darin ihre Erklärung findet, dass die letzteren als Complexe 
zweiten Grades von besonderer Art aufgefasst werden können. Die G^ammtheit 
der Bedingungen, welche erfüllt sein muss, damit ein gegebener Complex zweiten 
Grades eine Fläche dieses Grades darstelle, kann in der einen zusammengefasst 
werden, dass alle Linien eines derartigen Complexes singulare 
Linien desselb<;n sind. 
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Abschnitt lU. 

Classification der Flächen eines allgemeinen Complexes des 

zweiten Grades. Constmction nnd Discnssion der 

Aequatorialfläclien. 

342. Unter einer Complexfläche haben wir eine solche Fläche ver- 
standen, welche der geometrische Ort ist für die Curven, die in den durch 
eine feste gerade Linie hindxirchgelegten Ebenen von den Linien eines gege- 
benen Complexes bestimmt werden, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
eine solche Fläche, welche umhüllt wird von allen Kegeln eines gegebenen 
Complexes, deren Mittelpuncte auf einer festen geraden Linie liegen. Wir können 
sagen, dass eine Complexfläche die G-esammtheit aller derjenigen Linien eines 
gegebenen Complexas darstellt, welche eine feste gerade Linie schneiden. Die 
Betrachtung dieser Flächen hat bei der Untersuchung der Complexe, wo 
wir die gerade Linie als Kaumelement ansehen, dieselbe Bedeutung wie die 
Betrachtung der ebenen Durchschnitts -Cm-ven oder der UmhüUungs- Kegel 
bei der Untersuchung der Flächen. 

In dem Falle der Complexe des zweiten Grades ist eine Complexfläche 
im Allgemeinen von der vierten Ordnung und Classe. Die feste gerade Liuie, 
welche mit dem gegebenen Complexe die Complexfläche bestimmt, ist eine 
Doppellinie der Fläche, in dem zwiefachen Sinne, dass sie als ein Dop- 
pelstrahl und als eine Doppelaxe derselben auftritt. Für vier ausge- 
zeichnete Lagen der sich um die Doppellüiie drehenden Ebene löst sich die 
in derselben von Linien des Complexes umhüllte Curve, welche die Fläche 
erzeugt, in das System zweier Puncte auf. Diese Puncto sind Doppelpunete 
der Fläche. Wir haben die Ebene eine singulare Ebene, die Verbin- 
dun^linie der beiden Doppelpunete in derselben einen singulären Strahl 
der Fläche genannt. Der singulare Strahl liegt ganz auf der Fläche, in dem 
Sinne, dass ein jeder seiner Puncte ein Punct der Fläche ist. Nach seiner 
Eistreckmig wird die Fläche von der singulären Ebene berührt. — Vier 
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unter den auf der Doppelliiiie liegenden Puneten sind dadurch ausgezelclinet, 
dass sie die Mittelpuncte solcher Complex- Kegel sind, welche sich in das 
System zweier Ebenen aufgelöst haben. Diese Ebenen sind Doppelebenen 
der Fläche. Einen solchen Punct haben wir einen singularen Punet und 
die Dnrchschnittslinie der beiden durch ihn bestimmten Doppelebenen eine 
singulare Axe der Fläche genannt. Die singulare Äxe gehört ganz der 
Flache an, insofern jede durch sie hindurcbgelegte Ebene eine Ebene der Fläche 
ist. Gremeinsamer Berflhrungspunct für diese Ebenen ist der singulare Punct. 

343. Diese Definitionen gewinnen sofort an Uebersiehtlichkeit, wenn 
wir diejenige Fläche vierter Ordnung und Qasse uns eingeführt denken, 
welche von den singulären Puneten des Complexes gebildet und von den 
singulären Ebenen desselben umhilllt wird. Die vier singulären Ebenen einer 
Complexflache sind die vier Tangential-Ebenen, welche sich durch die Doppel- 
linie derselben an jene Fläche legen lassen; die vier singulären Pmicte der 
Complexfläche sind die vier Durchschnittspuncte der Doppellinie mit jener 
Fläche. Die vier singulären Strahlen und vier singuläi'en Äxen sind die in 
dem Complexe den vier singulären Ebenen und vier singulären Puucten 
bezüglich zugehörigen singulären Linien. 

Wir wollen im Folgenden, der Kilrze wegen, die durch die singulären 
Puncte und Ebenen des gegebenen Complexes zweiten Grades bestimmte Fläche 
der vierten Ordnung und Classe mit dem Buchstaben *, und die feste gerade 
Linie, welche mit dem g^ebenen Complexe diejenige Complexfläche erzeugt, 
die wir gerade betrachten, mit d bezeichnen. 

Wir erhalten unmittelbar eine Classification der Complexflächen über- 
haupt und insbesondei'e derjenigen des gegebenen Complexes, wenn wir der 
geraden Linie d nach einander alle verschiedenen Lagen gegen die Fläche *I> 
ertheilen. Die Erörteningeu des fünften Paragraphen des vorigen Abschnittes 
geben zu einer derai-tigen Discussion das vollständige Material. 

Wenn wir von der Beziehung der Complexfläche zu dem gegebenen 
Complexe absehen, kommt das gewählte Eintheüungs-Princip darauf liinaus, 
zu imterscheiden, wie die singulären Elemente einer derartigen Fläche gegen 
einander gruppirt sind und wie viele von ihnen insbesondere zusammenfallen. 
Die Betrachtung der Fläche 'i» zeigt sogleich, wie sich die verschiedenen 
besonderen Fälle, welche bei emer derartigen Ehatheilung auftreten, durch 
einen Oreuz-Uebergang aus dem allgemeinen Falle ableiten lassen. Wir heben 
hier insbesondere hervor, wie sich durch das Zusammenfallen sh^ulärer 
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Elemente allmählich Ordnung und Classe der Complexfläche. erniedrigen, bis 
die Fläche zuletzt von der zweiten Ordnung und Classe wird. 

Wir können behufs einer weiteren EintheUung der Complexfläehen unter- 
scheiden, ob die feste gerade Linie d dem gegebenen Complexe angehört oder 
nicht; femer, ob die Singularitäten, welche die Complexfläche besitzt, also 
ihre singulären Ebenen und Puncte, ihre Doppelpuncte und Doppelebenen, 
reell oder imaginär sind. Allein es ist hier nicht der Ort, in ein grösseres 
Detail bei der Classification der Complexfläehen einzugehen. Wir beschränken 
uns darauf, nur das erste und wesentlichste Eintheilungs-Princip : die Beziehung 
der festen geraden Linie d zu der Fläche *!», in Anwendung zu bringen. 

344. Wir erhalten so die nachstehende Eintheilung der Flächen eines 
gegebenen Compleses des zweiten Grades in sieben Arten.*) Diese Arten 
sind nicht einander coordinii-t. Vielmehr umfasst eine jede vorhergehende 
einzelne der folgenden als Grenzfälle. 

I. 

Die gerade Linie d ist beliebig aagenommen. 
In dem sechsten Paragraphen des vorletzten Abschnitts haben wh' diesen 
Fall, den wir als den allgemeinen der Complexfläehen bezeichnen, einer 
eingehenden Discussion imterworfen, und die gegenseitige Lage der Singiüa- 
litäten der Fläche untersucht. Wir haben dort insbesondere unter der An- 
nahme reeller Singularitäten eine lineare Construetion für die Fläche gefunden, 
die nur dann durch eine Consbruction vom zweiten G-rade ei-setzt werden 
muss, wenn die gegebene gerade Linie d selbst eine Complex*Linie fet. Als 
hier in Betracht kommend heben wir hervor, einmal dass die gerade Linie d 
ein Doppelstrahl und eine Doppelaxe der Fläche ist, dann, dass die vier 
singnlären Strahlen und vier singulären Axen der Fläche bezüglich einfache 
Strahlen, nuUfache Axen und nullfache Strahlen, einfache Axen derselben 
sind. Ordnung und Classe der Fläche sind beide die vierte. Die Zalil der wUl- 
kürliehen Constanten, von denen eine solche Fläche abhängt, ist siebenzehn. 

II. 

Die gerade Linie ä berührt die Pläohe ^. 
Zwei der vier singulären Puncte fallen in den Bertüirungspunct, zwei 
der vier singulären Ebenen fallen in die bezüghche Tangential-Ebene zusammen. 



*) Es ist leicht, aus demselben Princip noch weitere Uiiterabtheilungen herzuleiten, auf die 
r aber hier nicht eingehen. 

43* 
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Die zugehörigen beiden singulären Strahlen und singnlären Äxen fallen in 
dieselbe gerade Linie zusammen: diejenige singulare Linie, welche in dem 
Complexe dem Berührungspunct der Fläche </» mit der geraden Linie (/ und 
der Tangential-Ebene in demselben zugeordnet ist. Diese Linie wird eine 
Doppellmie der Fläche, in dem Sinne, dass sie sowohl ein Doppelstrahl als 
eine Doppelaxe derselben ist. Die Complexfläche besitzt zwei sich schnei- 
dende Doppellinien. Die Beziehung der beiden Doppellinien zu der Fläche 
ist nicht dieselbe. Es wird die Fläche von einer jeden durch d hindureh- 
gelegten Ebene in einer Ciirve der zweiten Classe geschnitten und ein jeder 
auf d angenommener Punct ist der Mittelpunct eines Umhftllungs -Kegels der 
zweiton Ordnung. Für die zweite Doppellinie vertauschen sich die Worte 
Ordnung mid Classe. 

Die Complexflachen, welche wir betrachten, sind, wie in dem allgemeinen 
Falle, von der vierten Ordnung und 0asse. Die Zahl der willkürlichen Con- 
stanten, von welchen sie abhängen, hat sich auf sechszehn erniedrigt. 

III. 

Die gerade Linie ä ist eine Doppeltangente der Fläclie *. 



Die vier singulären Ebenen imd vier singulären Pnncte der Complex- 
fläche fallen paarweise zusammen. An Stelle der vier singulären Strahlen 
imd vier singulären Axen der Fläche" treten zwei Doppellinien dex-selben. 
Die Fläche enthält drei Doppellinien, von denen eine (rf) die anderen 
beiden schneidet. Wenn wir durch eine der letzteren beiden eine Ebene 
hindurchlegen, so schneidet dieselbe die Complexfläche in einer Curve zweiter 
Ordnung, welche auf der anderen einen Doppelpunct hat, und die sich also 
in das System zweier geraden Linien aufgelöst hat. Die Complexfläche ist 
eine Linienfläche geworden. Ordnung und Classe derselben sind die vierte 
geblieben. Ihre Constanten- Anzahl betragt fünfzehn. 

IT. 

Die gerade Linie d liegt ia einer Doppelebene der Pläehe ^. 

Von den vier singulären Ebenen der Complexfläche fallen zwei in die 

Doppelebene zusammen, während die anderen beiden eine beliebige Richtung 

haben. Die vier singixlären Puncte fallen paarweise zusammen in die beiden 

Durchschnitts-Puncte der geraden Linie d mit demjenigen Kegelschnitt, nach 
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"welehein die Fläche von der gegebenen Doppclebene bemhrt wird. Die 
vier singulären Axen fallen in zwei gerade Linien zusammen, welche in der 
Doppelebene liegen. Dieselben sind, wie die Linie d, Doppellinien der Fläche. 
Indem die Complexfläche von der Doppelebene in drei Doppellinien geschnitten 
wird, gehört die Doppelebene nach ihrer ganzen Ersti'eekung der Fläche an. 
Von den vier singulären Strahlen der Complexfläche haben zwei eine beliebige 
Lage. Die beiden anderen sind in der Doppelebene enthalten und sind in der- 
selben unbestimmt geworden. Sie können willkürlich unter den Complex-Linien 
angenommen werden, die in dieser Ebene liegen. Wir erhalten also das 
folgende Resultat. Wenn wir die Complexfläche als von Ebenen umhüllt 
ansehen, bleibt sie von der vierten Classe. Sie besitzt drei, in einer 
Ebene liegende Doppel-Axen. Wenn wir die Fläche als von Pmicten 
gebildet betrachten, sondert sich von ihr eine selbstständige Ebene ab. 
Dadurch reducirt sich die Ordnung der Fläche auf die dritte. Die sich 
absondernde Ebene ist eine dreifach berührende, indem sie die Fläche nach 
drei einfachen Strahlen schneidet. Es hat die Fläche, nach Abtrennung 
dieser Ebene, jeden Doppelstrahl verloren. 

Solche Complexfläehen hängen von fünfzehn willkürlichen Coustanten ab. 



Die gerade Linie d geht durch einen Doppelpimct der Fläche $. 
Während man nach dem Princip der Iteciprocität aus den drei ersten 
Arten von Complexfläehen keine neuen Arten ableiten kami, sondern diese 
selbst wieder erhält, führt dieses Princip von der voretehend genannten Art 
zu einer neuen, ihr coordinirten. Wir erhalten dieselbe, wenn wir die gerade 
Linie ä nicht in einer der Doppelebenen der Fläche * annehmen, sondern 
durch einen ihrer Doppelpuncte hindurchlegen. Wir finden dann eine Fläche 
vierter Ordnung und dritter Classe, mit drei sich in einem Puncte 
schneidenden Doppelstrahlen, die einfache Axen der Fläche sind.*) 
Die Keduction der Classe von der vierten auf die dritte kommt dadurch zu 
Stande, dass sich von der Fläche ein Punct — der Durchschnittspunct der 
drei Doppelstrahlen — als selbstständiger Ort der ersten Classe absondert. 
Dadurch verliert die Complexfläche ihre Doppelaxen. 

*) Wir siud einer aolchen Fläche in der 251. Hummer begegnet. Sie war der geometrische 
Ort für die Mittelpuncte solcher Complex-Curven, deren Ebenen durch den Mittelpunct des Complexes 
hindurchgelegt \sareii. 
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Die Fläche hängt, wie die vorhergehande, von fünfzehn willkürlichen 
Constanten a.b. 



Die gerade Linie d geit in einer Doppelebene der Fläelie * durcli einen 
Doppelpunct derselben. 

Es setzt dies voraus, dass in jeder Doppelebene der Fläche */' eine An- 
zaM DoppelpiTncte dei"selben liegt, wa^ leicht zu beweisen ist. In zwei 
beliebigen Doppelebenen der Fläche <t> liegen zwei Berlihrungs-Curven der 
zweiten Ordnung. Die Durchschnitts-Linie der l^eiden Doppelebenen wird von 
diesen Curven in denselben beiden Puncten geschnitten. Diese beiden Puncte 
sind Doppelpmicte der Flache. 

Der Annahme entsprechend, dass die gerade Linie d in einer Doppel- 
ebene der Fläche 'P durch einen Doppelpunct derselben hindurchgehe, erhalten 
wir eine Art von Complexflächen, die zu den beiden letzten aufgeführten 
Arten in gleicher Beziehung steht und wieder in sich selbst reciprok ist. 
Die Fläche ist von der dritten Ordnung und der dritten Classe. Sie 
besitzt einen die gerade Linie '/ schneidenden Doppelstrahl, welcher eine 
einfache Axe ist, und eine ebenfalls die gerade Linie d schneidende 
Doppelaxe, welche ein einfacher Strahl ist. Die gerade Linie d ist 
eine einfache Linie der Fläche. Als Fläche dritter Ordnung mit einem Dop- 
pelstralil, oder, was auf dasselbe hinauskommt, als Fläche dritter Classe mit 
einer Doppelaxe ist die Complexfläche eine Linien fläche geworden.'^) Die 
Constanten-Anzahl hat sich auf vierzehn erniediigt. 



Die gerade Linie d ist die Durcbselinittslinie zweier Doppelebenen der Fläche 'P 
und die Verbindungslinie zweier Doppelpunete derselben. 

Nach der vorhin gemachten Bemerkung ist die Durcbsehnittslinie zweier 
Doppelebenen auch immer die Verbindungslinie zweier Doppelpunete. Die 
Complexfläche reducirt sich dadurch, dass sich von derselben, je nachdem 



*) Solchen Flachen sind wii schon mehrfacli, von ganz verschiedene q Gesichtsfiuncten aus, 
hegegnet. Die Äsen der Complexe einer linearen Congcuena bilden eine derartige Fläche, deren 
Doppelaxe unendlich weit gerückt ist und gegen den Doppelstralil senkrecht steht (n. 86.). Eine 
gana ahnliche Fläche fanden wir in der allgemeinen Theorie der Complese zweiten Grades als den 
geometrischen Ort der Cjlinder-Axen, welche einen Durchmesser, oder der Durchmesser, welche eine 
Cylinder-Axe sehneiden, (n. 243, 246.) 
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wir sie durch Punct- oder Ebenen-Coordinaten bestimmt denken, zwei selbst- 
ständige Ebenen ■ — die beiden Doppelebenen der Fläche tf* — , oder zwei 
selbstständige Puncte — die beiden Doppelpuncte derselben Fläche — abson- 
dern, auf die zweite Ordnung und die zweite Classe.*) Sie hat alle 
Singularitäten -verloren. Insbesondere ist die Linie d eine niillfache 
Linie der Fläche geworden. 

Indem es, im Allgemeinen, in einem gegebenen Complexe 115 Doppel- 
ebenen ("16 Doppelpuncte) gibt, kann die Linie d — h~ = 120mal eine solche 
Lage annehmen, dass die ihr zugehörige Complesfläche von der zweiten 
Ordnung und Classe wird. 

Für die Anzahl willkürlicher Constanten, von denen eine derartige 
Complexfläche abhängt, finden ivii- dreizehn. Neun derselben kommen auf 
die Fläche zweiten Grades und vier auf die durch die letztere noch keines- 
wegs bestimmte gerade Linie d. 

345. Eine Erniedrigimg in der Ordnung oder Classe einer Com- 
plexiiäche kommt dadurch zu Stande, dass sich von der Fläche, bei 
besondem Annahmen der geraden Linie d, einzelne Ebenen, bezüglich 
einzelne Puncte absondern. Wir bemerken hier beiläufig, dass auch 
noch auf anderem Wege eine dei-artige Erniedrigung der Oi-dnung oder 
Classe eintreten kann. Sei der gegebene Complex in der Art und Weise 
pai-ticularisirt, dass ihm alle geraden Linien angehören, welche durch einen 
festen auf der geraden Linie d angenommenen Punct hmdurchgehen. Dann 
löst sich in einer beliebigen durch d hindurchgehenden Ebene die Complex- 
Curve in das System zweier Puncte auf, von denen einer mit dem g^ebenen 
festen Puncte zusammenMlt und der andere eine beliebige Lage hat. Wenn 
wir diese Curve in Punet-Coordinaten bestimmen, tritt an die Stelle des 
Systems der beiden Puncte die doppelt zu zählende Verbindungslinie derselben. 
Es wird also die Complexfläche von einer durch die gerade Linie d gelegten 
Ebene, ausser in dieser selbst, in zwei zusammenfallenden geraden Linien 
geschnitten, welche durch einen festen, auf d gegebenen Punct hindurch- 
gehen. Es ist die Complexfläche in einen Kegel der zweiten Ordnung 
ausgeartet. **) Die Erniedrigung der Ordnung von der vierten auf die zweite 



*) Diese Art der Erniedrigung von Ordnung und Classe einer Complexflilolie haben wir bereits 
in der 258. Numiner betrachtet. 

**} Eine Complexfiäolie von dieser besonderen Art haben wir in der 292. Nuramor in gemischten 
Coordinaten dai^estellt. 
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erfolgt dadurch, class sieh die Fläche in das System zweier Flächen der 
zweiten Oi-dnung auflöst, die zusammenfallen. 

346. Solche Complex-Fläelien, die von Complex-Curven in pai-allelen 
Ebenen gebildet werden, haben wir Aequatorialflächen genannt. Wir 
gehen zu der Discussion dieser AequatorialÜäehen und znnäelist einer beschränk- 
ten Familie derselben über. Es leitet uns dabei die doppelte Absicht, einmal, 
an leicht mid übersichtlich construirbaren Pläcben eine Bestältigiing der bis- 
herigen Resiiltate zu finden; dann aber besonders, diu'ch diese Flächen in 
etwa eine Anschauung von der Vielgestaltigkeit der Complexfiächen über- 
haupt und dadiu-ch von der Vertheihmg der geraden Linie in einem Complexe 
des zweiten Grades zu gewinnen. Wir beachten im Folgenden also nicht 
um', wie im Vorstehenden, die Anzahl und Lage der Singularitäten der 
Fläche, sondern ganz besonders die Form der Flächentheile, zwischen 
denen die Singularitäten den Uebergang bilden, und den gestaltlichen 
Character dieses Uebergangs. Wir lassen, bei diesen Unterauehungen, 
den Aequatorialflächen zunächst nicht ihre volle Allgemeinheit, sondern unter- 
werfen sie einer Anzahl vereinfachender Bedingungen. Die Möglichkeiten, 
welche wü- dadurch ausschliessen, sind für unseren Zweck von geringelter 
Bedeutung, und ihre Berücksichtigung würde nui' unnöthigerweise den G-ang 
der Betrachtung compliciren. Auch lassen wir die Erzeugung der Aequa- 
torialflächen durch umhüUende Cylinder bei Seite, und betrachten nur ihve 
Entstehung durcfi die in parallelen Ebenen fortrückende Complex-Ourve. Es 
liegt diese Art der Bestimmung einer Fläche unserer Anschauung unver- 
gleichlich näher als die andere durch umhüllende Cylinder. 

347. Indem wir voraussetzten, dass die in den Breiten -Ebenen unend- 
lich weit liegende gerade Linie nicht selbst dem Complexe angehöre, haben 
wir für die allgemeine Gleichung einer solchen Fläche in der 273. Nummer 
die folgende erhalten: 

nm-^ -I- {F.r-' — 2Rx + B) V — 'l[0.v + G)ub 

+ (Ä'.rs + 2 Ü.X -H C) W' = 0. (1) 

Es ist dabei die Coordinaten-Ebene VZ parallel zu den Breiten-Ebenen der 
Complexfläche genommen. Die Axe OX fällt mit dem Durchmesser des gege- 
benen Complexes zusammen, welcher dem Systeme der Breiten-Ebenen zuge- 
ordnet ist, und den wir als den Durchmesser der Aequatorialfläche 
bezeichnet haben. Endlich haben 0¥ und OZ in VZ die Richtung zweier 
unter sich und zu OX conjugirter Durchmesser des Complexes. 
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Die Gleieliung (1) enthält acht von einani^er unabhängige Constante, 
welche mit den sieben, durch welche das Coordinaten-System, particularisirt 
ist, die fünfzehn Constanten geben, von denen eine Aequatorialfläche 
abhängt. Es ist der Coordinaten-Aiifangspunct auf ÖJf*) und der "Winkel 
zwischen den Coordinaten-Axen OY und OZ noch willkürlich angenommen. 

Wir wollen in dem Folgenden , der Einfachheit und Anschaulichkeit 
wegen, voraussetzen, dass das Coordinaten-System, welches der Gleichung (1) 
zu Grunde gelegt ist, ein rechtwinkliges sei, was eine zweifache Particvi- 
larisation der Aequatorialfläche bedingt. Dann ist der Durchmesser der 
Iläehe senkrecht auf der Richtung der ihm im Complexe zugeordneten paral- 
lelen Ebenen, und fä.llt also mit einer der drei Haupt -Axen des Complexes 
zusammen, (n, 236.) 

348. Unsere weiteren Entwicklungen knüpfen wir zunächst an die 
Annahme, dass in der Gleichung (1) die beiden Constanten G und ver- 
schwinden. Dann ist die Gleichung der Fläche, in welcher wir, unbeschadet 
der Allgemeinheit, /> = 1 setzen wollen**), die folgende: 

w'^ + {Fx'' — 2R.V -f ff) ?>^ + (Ä'.rs + 2 U.v -f C) ir^ = 0. (2) 

Die in einer beliebigen Breiten-Ebene liegende Complex-Curve ist auf die 
beiden Coordinaten-Axen OF und OZ als auf ihre Axen bezogen. Dem Ver- 
schwinden von G und entsprechend hat die Aequatorialfläche (2) sich 
dadurch particularisirt, dass die Axen ihrer Breiten-Curven gleich 
gerichtet sind. Dadurch nähern sich diese Aequatorialflächen dem Typus 
der Flächen zweiter Ordnung und werden unserer Anschauung näher gerückt. 
Von den vier singulären Strahlen der Fläche werden paarweise zwei parallel. 
Wii' können sagen, dass die Flächen, welche wir betrachten, dadurch aus- 
gezeichnet sind, dass sich ihre singulären Strahlen zu zwei auf 
ihrer Doppellinie schneiden. 

Die Gleichung (2) enthält sechs von einander unabhäjigige Constante. 
Da'^ ie( htivinklige Coordinaten-System, auf welches dieselbe bezogen ist, ist 
bis auf die Lage des Anfangspunctes, der noch behebig auf X angenommen 



') In der ingezugenen Nummer hatten wir den Änfangapviiict auf OX durch die folgende 
Bedingung beBhmmt 

ER~FU, 
welche auBBigt dass die Lbene VZ durch den Mittelpunct des Complexes hmdurchgeht. Wir lassen 
hiei Lese Bedingung als für die folgenden Betrachtungen unwesentlich, fallen. 

**) Die Annahme D^Q, entspricht den parabolischen Aequatorialflächen, die hier ausge- 
schlossen bleiben 

P1..1.. t ...m 44 
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werden kann, vollständig bestimmt. Aequatorialfltichen also, die durch die 
Gtleichimg (2) dargestellt sind, hängen von elf Constanten ab, während diese 
Zahl im Allgemeinen fünfzehn beträgt. 

Wir erhalten aus der Gleichung (1) unmittelbar die Gleichung der Fläche 
in Pnnet-Coordinaten: 

Ex-^ + iUx-i-C '^ 'F^^—2Rx+~B +1=0. (3) 

Die Fläche ist von der vierten Ordnung geblieben. Sie wird von den Coor- 
dinaten-Ebenen XT, XZ in zwei Curven zweiter Ordnung geschnitten, indem 
in diesen Ebenen ausser den Durchschnitts-Curven zweiter Ordnung noch je 
zwei singulare Strahlen der Fläche liegen. 

349. Wir wollen die Curven zweiter Oi'dnung, nach welchen die Äeqna- 
torialfläche von den beiden Coordinaten-Ebenen XV und XZ geschnitten 
wird, als die beiden Characteristiken derselben bezeichnen. Wir erhalten 
für dieselben, indem wir in der vorstehenden Gleichung nach einander z und y 
verschwinden lassen, die folgenden beiden Gleichungen: 

y^ + Ex^-\-^Ux+C = (), 1 ,^, 

2^ _|_ Ps;-2 _ 2Rx + 5 = 0.) 

Von den beiden Axen jedes dieser Kegelschnitte fällt die eine in die Coordi- 
naten-Axe OX und ist die andere bezüglich OF und OZ parallel. 

Wir haben in der 185. Nummer die folgenden beiden Gleichungen 
erhalten, um die Comples-Cylinder darzustellen, deren Seiten bezüglich den 
Coordinaten-Axen OZ und OV parallel sind: 

Fx'' — 2Lxx + Dz^ + 2Sz — 2Iix + /? = 0, 1 ,., 

Ex^^^Mxy + Dy^ -{-^Ux — 'n'!/ + C ^0. J 
Wenn wir in diesen beiden Gleichungen X, M , S und T verschwinden la^en 
und B der Einheit gleich setzen, so fallen sie mit den beiden Gleichungen 
(4) zusammen. Es wird also, wie dies auch geometrisch klar ist, die durch 
die Gleichung (4) dargestellte AecLuatorialfläehe von den beiden Complex- 
Cylindem, deren Seiten bezüglich OZ und OF parallel sind, nach den beiden 
in XV und XZ liegenden Characteristiken berührt. 

Wenn die beiden Characteristiken gegeben sind, so ist die Aequatorialfläche 
eindeutig bestimmt und ihre geometrische Construction gegeben. Denn die 
beiden Gleichungen der Characteristiken enthalten zusammen genau dieselben 
unabhängigen Constanten, als die Gleichung der Fläche selbst. Das Prineip 
der Eintheilung der Aequatorialflächen dieser Art ist also zu 
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entlehnen aus der verschiedenen Natur und der gegenseitigen 
Lage der beiden Characteristiken. 

350. Wir wollen die Ebene XZ mit der in derselben enthaltenen 
Characteristik so um OX drehen, dass sie mit XF zusammenfallt. Wenn 
wir dann durch einen beliebigen Punct der Axe OX eine Parallele zu OV 
ziehen, so geben die vier paarweise gleichen Stücke, welche auf dieser geraden 
Linie von den beiden Character^tiken abgeschnitten werden, die Grösse der 
beiden Halb-Axen derjenigen Complex-Curve, welche in der durch diese gerade 
Linie gehenden Breiten-Ebene liegt. 

Wenn die Breiten-Curve eine Hyperbel oder eine imaginäre Ellipse ist 
und wir deren imaginäre Axen als reelle gerade Linien in derselben Weise 
eonstruiren wollen, so müssen wir zu jeder Characteristik eine zweite 
Curve zweiter Ordnung hinzufügen, welche mit der Characteristik den 
Mittelpunct und die in OX fallende Axe gemein hat, während die zweite 
Axe an absoluter Grösse der zweiten Axe der Characteristik gleich aber 
imaginär oder reell ist, je nachdem die letztere reell oder imaginär ist. 
Nachdem die beiden Characteristiken in dieser Weise ergänzt worden sind, 
ist die Construction der Fläche in allen Fällen gegeben. 

Wir haben die beiden Characteristiken durch Drehung um OX in dieselbe 
Ebene gebracht. Ihre vier Diirchschnittspuncte in derselben bestimmen die- 
jenigen beiden Breiten-Ebenen, von welchen die Aequatorialfläche in reellen 
Kreisen geschnitten wird. Imaginäre Kreise als Durchschnitts-Curven mit 
der Fläche liegen in denjenigen beiden Breiten-Ebenen, welche durch die vier 
Durehsehnitts-Puncte der beiden Curven zweiter Ordnung gegeben sind, die 
wir den Characteristiken zugefiigt haben. Endlieh bestimmen die vier Durch- 
schnittspuncte jedesmal einer Characteristik mit der der anderen zugehörigen 
Ergänzungs- Curve zwei Breiten-Ebenen, von welchen die Aequatorialfläche 
in gleichseitigen Hyperbeln geschnitten wird. 

351. Wenn wir insbesondere der Breiten-Ebene eine derjenigen vier 
Lagen geben, welche durch die vier Durehsehnittspuncte der beiden Characteri- 
stiken mit der Axe OX bestimmt sind, so versehwindet die Grösse der einen 
Axe der Breiten-Curve, und in Folge dessen reducüi; sich diese auf zwei in 
eine zusammenfallende gerade Linien. Diese geraden Linien sind die singu- 
lären Strahlen der Aequatorialfläche. 

In üebereinstimmung hiermit zerMlt die Gleichung (77) der 195. Num- 
mer, durch welche, in dem allgemeinen Falle der Aequatorialflächen, die 

44* 
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Breiten-Ebenen der vier singulären StraHen bestimmt werden, dadurch, dass 
K, G, verschwinden, in die beiden Grleiehungen; 

Fx^ — 2Rx + ^ = 0, j * ' 

und dieselben beiden Gleichungen bestimmen diejenigen Puncte des Dureh- 
messers der Aequatorialfläche, in welchen derselbe von den beiden Characteri- 
stiken (4) geschnitten wird. 

Durch den Durchschnitt der einen Characteristjk mit dem Durchmesser 
gehen diejenigen beiden singulären Strahlen, welche, senkrecht gegen den 
Durchmesser, in der Ebene der anderen Characteristik liegen. 

Wenn der Durchmesser der Fläche von keiner der beiden Characteristiken 
in reellen Pancten geschnitten wird, sind die vier singulären Strahlen 
s ä m m 1 1 i c h imaginär und die Aequatorialfläche bildet ein ungetheiltes 
Ganzes. 

Wenn der Durchmesser von einer Characteristik in reellen Puncteu 
geschnitten wird, von der anderen nicht, so sind zwei der vier singu- 
lären Strahlen reell, zwei imaginär. Die Mäche zerfällt, indem wir 
die beiden äusseren Theile, welche im Unendlichen in der unendlich weit 
entfernten Complex-Curve zusammenstossen , als einen einzigen Flä^;hentheil 
betrachten, in zwei Theile, von denen der eine endlich, der andere ^mendlich 
ist, und zwischen denen die beiden singuläi-en Strahlen den üebergang 
bezeichnen. 

Wenn der Durchmesser von beiden Characteristiken in reellen Puneten 
geschnitten wird, so sind die vier singulären Strahlen sämmtlich 
reell, und die Fläche zerffl,llt, indem wir vrieder die beiden äusseren Fläehen- 
theile als einen einzigen betrachten, in vier durch die singulären Strahlen 
getrennte Theile. 

352. Wir können zwei Arten von singulären StraMen unterscheiden 
(vergl. n. 188.). Singulare Strahlen der ersten Art sind die Verbin- 
dungslinien zweier reeller Doppelpuncte der Fläche und bilden den üeber- 
gang zwischen reellen Complex-Ellipsen und Complex-Hyperbeln; singulare 
Strahlen der zweiten Art sind die Verbindungslinien zweier imaginärer 
Doppelpuncte der Fläche und bilden den Uebei^ang von Complex-Hyperbeln 
zu imaginären Complex-Ellipsen. 

Die Flächentheile zwischen zwei aufeinander folgenden singulären Strahlen 
werden von Curven derselben Art gebildet. Denn es kann sich unter den 
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Breiten-Curven als Uebergang zwischen Cur\'eH verschiedener Art keine 
Parabel finden, weil sonst die in den Breiten-Ebenen unendlich weit liegende 
gerade Linie, der Annahme zuwider, dem Complexe angehörte. Je nachdem 
die Breiten-Curven zwischen zwei auf einander folgenden singularen Strahlen 
reelle Ellipsen, Hyperbeln oder imaginäre Ellipsen sind, wollen wir die 
Fläehentheile als elliptische, hyperbolische, imaginäre bezeichnen. 

Wenn ein elliptischer und ein hj^erbol^cher Flächentheil auf einander 
folgen, so stossen sie bloss in zwei Puncten des sie trennenden singularen 
Strahls zusammen. Diese beiden Punete (diejenigen beiden, in welche die 
Complex-Curve für die bezügliche singulare Ebene ausartet) theilen den Strahl 
in ein mittleres endliches und in zwei äussere, unendliche Segmente, die als 
eines zu betrachten sind. Das mittlere Segment gehört dem elliptischen Fläehen- 
theile an und ist als eine Ellipse anzusehen, deren eine Axe verschwunden 
ist. Die beiden äusseren Segmente gehören dem hyperbolischen Fläehentheile 
an und sind als eine Hyperbel zu betrachten, deren Neben-Ase verschwundeuj 
oder, was dasselbe heisst, deren Asymptoten-Winkel gleich. Null geworden ist. 

Wenn auf einen hyperbolischen Flächentheil ein imaginärer folgt, so 
endet der erstere nach Seiten des letzteren hin in eine unbegi-enzte gerade 
Linie. Diese gerade Linie ist als eine Hyperbel anzusehen, deren Haupt-Axe 
verschwunden, oder, was dasselbe ist, deren Asymptoten -Winkel gleich * 
geworden ist. 

353. Ein elliptischer Flächentheil wird von zwei singularen Strahlen 
der ersten Art begrenzt.*) Dieselben liönnen parallel oder senkrecht zu ein- 
ander sein. 

In dem ersteren Falle erreicht das Verhältniss der beiden Axen der 
erzeugenden FJlipse, welches in den beiden Grenzlagen gleich Null ist, ein 
Maximum. Wenn dieses Maximum kleiner als Eins ist, nähert sich die 
erzeugende Ellipse, von einer der beiden Grenzlagen ausgehend, bis zu dem 
Maximum immer mehr einem Kreise, und entfernt sich dann, ohne ihn 
oiTcicht zu haben, von demselben immer weiter, bis sie, an der anderen 
Grenze, wieder in eine gerade Linie übergeht. Die grosse Axe der 
Ellipse bleibt immer gleich gerichtet. Wenn das Maximum grösser als Eins 
ist, geht die erzeugende Ellipse zwischen den beiden Grenzlagen durch zwei 
Kreise hmdurch. Bei diesem Durchgange vertauschen sich die Richtungen 

Teste die Annahme iuis, d;i3s die Äeqnatorialfläclie aus einem unge- 
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ihrer grossen und ihrer klemen Axe. Die grosse Axe ist senkrecht gegen 
die beiden begrenzenden singiilären Strahlen gerichtet. Wenn endlich das 
Masimum gleich Eins ist, gibt es unter den erzeugenden Ellipsen einen Kreis, 
der als zwei zusammenfallende anzusehen ist. Es gibt dann immer zwei 
EUipsen, welche einer gegebenen ähnlich sind. 

In dem zweiten Falle geht die erzeugende Ellipse auf ihrem Wege von 
der einen Grenzlage zur anderen durch einen einzigen Kreis hindurch. Beim 
Durchgange durch den Kreis vertauschen die grosse mid die kleine Axe der 
erzeugenden Ellipse gegenseitig ihre Richtimgen. Es gibt zwei Ellipsen, 
welche, bei gekreuzter Richtung ihrer grossen Axe, einer gegebenen Ellipse 
ähnlich sind. 

Eine gleiche Eintheüung in zwei unterschiedene Arten erhalten wir für 
die imaginären Flächentheile. Dieselben sind entweder durch zwei parallele 
oder durch zwei gegeneinander senkrechte Strahlen der zweiten Art begrenzt. 

Auch bei hyperbolischen Flächentheilen müssen wir zwei Fälle imter- 
scheiden, je nachdem die beiden begrenzenden singulären Strahlen parallel 
oder gekreuzt sind. Im ersteren Falle sind die beiden Strahlen von derselben, 
im zweiten Falle von vei-schiedener Art. Wenn die beiden Strahlen pai-allel 
sind, so ist bei allen Complex- Hyperbeln des Flächenstücks entweder die 
Haupt-Axe oder die Neben-Axe von endlicher Grösse. Es hängt dies davon 
ab, ob die beiden Stralilen von der ersten oder zweiten Äi-t sind. Unter beiden 
Annahmen gibt es zwei reelle oder imaginäre oder zusammenfallende Breiten- 
Ebenen, von welchen der Flächentheil in gleichseitigen Hyperbeln geschnitten 
wird. Sind dagegen die beiden das hyperbolische Flächenstück begrenzenden 
sii^dären Strahlen gekreuzt, so findet sich unter den erzeugenden Complex- 
Hyperbeln immer eine, aber auch nur eine, gleichseitige Hyperbel. Während 
in dem ersten Falle der Asymptoten- Winkel der Complex-Hyperbeln von 0, 
bezüglich von n, ausgehend wieder zu seinem Anfangs- Werthe zurückkehrt; 
wächst er in dem zweiten Falle continuirlich von dem einen dieser Werthe 
bis zu dem anderen. 

354. Wir wollen das Vorstehende an einem Beispiele erörteni. Es 
seien in der Figur die beiden Ellipsen ABCB und A' B' C D' die beiden 
Characteristiken, welche wir durch Drehung um OX m eine Ebene gebracht 
haben. Wir ergänzen die beiden Ellipsen, in dem oben (n. 350) festgestellten 
Sinne, durch zwei Hyperbeln. Die beiden Hyperbeln sind AECF und 
A' E' C F'. Um anzudeuten, dass diu-ch sie imaginäre Axen der Breiten- 
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Curven ihrer Grösse nach bestimmt werden, haben wir dieselben nicht 
ausgezogen, sondern punctirt. 

Wenn wir nun, einem beliebigen .v entsprechend, in der Zeichnung eine 
Senkrechte gegen OX ziehen, so stellen die beiden Abschnitte auf derselben, 
welche durch die beiden Characteristiken und ihre Ergänzungs-Curven bestimmt 
werden, die Axen der Complcx- 
Ourve in der durch x gegebenen 
Breiten-Ebene dar. 

Den Seheiteltangenten in ff^.. 
-J', A, C, C entsprechend erhalten 
wir die vier singulären Strahlen 
derAequatorialflache. DieStrahlen, 
welche durch A, bezüglich durch 
C gehen, sind von der ersten, 
die beiden anderen von der zwei- 
ten Art. j-.''' 

Zwischen A und C werden 
die Breiten-Curven Ellipsen. Unter 
ihnen befinden sich, den Durch- 
schnittspuncten K entsprechend, zwei Kreise. Das elliptische Flächenstück 
ist von der ersten Art. An dasselbe schliessen sich, von A bis A', bezüglich 
von C bis C reichend, zwei hyperbolische Flächenstüeke der zweiten Art. 
Die beiden Breiten-Ebenen, welche gleichseitige Hyperbeln enthalten, sind 
diejenigen, welche durch den Durchschnitt der Ellipse A' B' C D' mit der 
Hyperbel AECF bestimmt werden. Von A' , bezüglich von C ab, folgen 
imaginäre Breiten-Curven. Die Aequatorialfläche ist ganz zwischen die durch 
A' und C gegebenen Breiten-Ebenen eingeschlossen. 

355. Wir wollen im Folgenden einen elliptischen Flächentheü mit E, 
einen hyperbolischen mit H, einen imaginären mit / bezeichnen uhd durch 
die angehängten Marken 1, 2 unterscheiden, ob die Flächentheile durch 
parallele oder gegeneinander senkrechte singulare Strahlen begrenzt sind. 
Die hyperbolischen Flächentheile erster Art, H^, können entweder durch 
singulare Strahlen der ersten oder durch singulare Strahlen der zweiten Art 
begrenzt sein. Wir bezeichnen sie dem entsprechend bezüglich mit H^ 
und HC. In allen solchen Fallen, wo Flächentheile nicht mehr durch sin- 




y Google 



— 352 — 

guläre Strahlen von bestimmter Richtung beidereeitig begrenzt werden, 
gebrauchen wir einfach die Zeichen E, II, I. 

Wir erhalten für jede Aequatorialfläche ein Symbol, indem wir die 
fdr die einzehien Fläehentheile deraelben eingeführten Zeichen zusammen- 
stellen, in der Art, dass wir mit dem sich in's Unendliche erstreckenden 
Fläehentheile beginnen und auch wieder mit demselben selüiessen. So stellt : 

/, //, i,\ //, /, 
die in der vorigen N"ummer betrachtete Fläche dar. Ein derartiges Symbol 
deutet nicht nur die Art der einzelnen Flächentheüe, sondern auch die Ai-t 
und die Lage der singulSxen Strahlen der Fläche an, so dass dasselbe hinreicht, 
um eine Aequatorialfläche, wie wir sie hier betrachten, zu characterisiren, 

356. Die nachstehende Aufzählung von siebenzehn coordinirten 
Arten*) der durch die Gleichung (3) dargestellten Aequatorialilächen ergibt 
sich sogleich, wenn wir unterscheiden, ob die beiden Characteristiken imaginäre 
Ellipsen, reelle Ellipsen oder Hyperbeln**) sind, und zi^leieh die gegenseitige 
Lage ihrer Durchschnittspuncte mit dem Durchmesser der Fläche in's Auge 
fassen. Wir geben jedesmal die Art und Lage der Characteristiken und die 
dadurch bedingte Aiifeinanderfolge der Fläehentheile an. Die siebenzehn Arten 
ordnen sich in drei Gruppen nach der Realität ihrer singulären Strahlen***). 

Erste Gruppe. Die singulären Strahlen sind sämmtüch 
imaginär. 

1. Zwei imaginäre Ellipsen. /. 

2. Eine imaginäre Ellipse und eine Hyperbel, deren Neben- Axe in den 
Durchmesser fällt. H. 

3. Zwei Hyperbeln, deren Neben-Äxen in den Durchmesser fallen. E. 
Zweite Gruppe. Von den vier singulären Strahlen sind zwei 

reell, zwei imaginär. 

4. Eine imaginäi'e Ellipse mid eine reelle Ellipse, /i Hl' I ^. 

*) Von den meisten der im Folgenden genannten Flächen hat Pluclier Modelle .uifertigen l"l^oell 
welclie die Anschauung derselben bedeutend eileichtern F K 

**) Wir mögen hier beiläufig hervoiheben, dass dei die Aequatunalflaohe bcitimmende Com]ile\ 
nothwendig ein hyperboloidischer ist, sobald sich unter den Characteiistifcen der Fläche eine 
Hyperbel befindet. 

***) Ausgezeichnet durch ihre Symmetrie unter den nachstehend aufgezählten Flachen sind die 
jenigen, deren Characteristiken denselben Mittelpimct besitzen. Solche Flä<,hen entsprechen dei ka 
nähme, dass alle der Ase OX in dem die Aequatorialfläche bestimmenden Complexe zugcoidneten 
Durchmesser sich im Mittelpuncte des Complexes schneiden (vergl, n. 262.). 
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5. Eine imaginäre Ellipse und eine Hyperbel, deren Haupt-Axe in den 
Durehmesser fallt. HC /i Hl'. 

6. Eine reelle Ellipse und eine Hyperbel , deren ISTeben - Axe in den 
Durchmesser fällt. Hl E, Hl. 

7. Eine Hyperbel, deren Haupt-Axe, und eine Hyperbel, deren Neben-Axe 
in den Durchmesser filllt. E^ Hl E^. 

Dritte Gruppe. Die singularen Strahlen sind sämmtlieh reell. 
Ä. Zwei reelle Ellipsen. 

8. Die beiden Durchschnitte des Durchmessers mit der einen Ellipse 
folgen auf clie beiden Durchschnitte desselben mit der anderen. /^ ///' /^ Hl' /g. 

9. Auf dem Durchmesser der Fläche liegen die Durchschnitte mit der einen 
Ellipse zwischen den beiden Durchschnitten mitderanderenEllipse.*) /1H2 E^H^I^. 

10. Auf dem Durchmesser der Fläche folgen alternirend die Dureh- 
schnittspuncte mit der einen und die Durchschnittspuncte mit der anderen 
Elüpse. h a^ E, H^ /,. 

B. Eine reelle Ellipse und eine Hyperbel, deren Haupt-Axe in den 
Durchmesser der Fläche fä-Ut. 

11. Der Durchmesser der Fläche wird von der Ellipse in zwei Puncten 
geschnitten, welche zwischen den beiden Durchschnitten mit der Hyperbel 
liegen. Hl' h Hl' h Hl'. 

12. Auf dem Durchmesser der Fläche liegen die Durchschnitte mit der 
Ellipse innerhalb desselben Zweiges der Hyperbel. H^ I^ H^ E^ H^. 

13. Die Scheitel der Hyperbel liegen zwischen den Durchschnitten der 
Ellipse mit dem Durchmesser der Fläche. Hl E2 Hl E./, Hl. 

14. Von den beiden Scheiteln der Hyperbel liegt der eine ausserhalb 
der Ellipse, der andere innerhalb. //^ /a //g E^, H^. 

C. Zwei Hyperbeln, deren Haupt- Axen in den Durchmesser der Fläche fallen. 

15. Auf dem Durchmesser liegen die beiden Scheite! der einen Hyperbel 
zwischen den beiden Scheiteln der anderen, ^i H^ I^ H^ E^. 

16. Auf dem Durchmesser folgen die Scheitel der einen Hyperbel auf 
die der anderen. E^ Hl E^ Hl E^. 

17. Auf dem Dm'chmesser liegt ein Scheitel jeder der beiden Hyperbeln 
zwischen den beiden Scheiteln der anderen. E^ H^_ L^ H.^ E^. 



*) Die in der 354. Nummer betraclitete Fläche, 
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357. Wii' wollen in den nächsten Erörterangen diejenigen Fälle ins- 
besondere hervorheben, in welchen zwei der smgulären Strahlen der Aequa- 
torialfläche in dieselbe Breiten-Ebene fallen. Es sind die entsprechenden 
Flächen anzusehen als Uebergangsformen zwischen jedesmal zwei der 
voi'stehend aufgezälilten siebenzehn Arten. Sie hängen von einer Constanten 
weniger, als die bisher betrachteten Flächen, also von zehn Constanten ab. 
Dadurch, dass zwei singuläi-e Strahlen der Fläche in dieselbe Breiten-Ebene 
fallen, verschwindet der zwischen denselben eingeschlossene Flächentheil. Die 
Breiten-Ebene bezeichnet nicht mehr, wie früher, den Uebergang zvriisehen 
einem hyperbolischen und einem elliptischen oder imaginären Flächentheil. 

Die singulären Strahlen können paarweise in dieselbe Breiten-Ebene 
fallen; es können drei von ihnen in derselben Ebene liegen, n. s. f. Alle 
solche Flächen finden sich unter den verschiedenen Arten von Complexflächen 
wieder, die wir, in der 344. Nummer, bei der allgemeinen Classification 
erhielten, wenn wir annahmen, dass sich die Beziehung der geraden Linie d, 
welche mit dem gegebenen Complexe die Complexfläehe bestimmb, zu der 
Fläche *l* der singulären Puncte und Ebenen des Complexes irgendwie 
particularisire. 

Wir erhalten zunächst zwei Particularisationen der fraglichen Art, 
indem wn entweder annehmen können, dass zwei parallele oder dass zwei 
geki'euzte singuläi'e Strahlen in dieselbe Breiten-Ebene fallen, dass also die 
Aequatorialfläche einen Flächentheil der ersten oder zweiten Art verliert. 

358. Es fallen zwei parallele singulare Strahlen der Aequatorialfläche 
zusammen, wenn wir annehmen, dass sich eine der beiden Characteristiken 
in das System zweier gerader Linien aufgelöst habe. Die beiden 
zusammenfallenden singulären Strahlen erscheinen dann als ein Doppel- 
strahl der Aequatorialfläche. Durch den Doppelstrahl getrennt, sehliessen 
sich zwei elliptische oder zwei imaginäre oder zwei in demselben Sinne 
geöffnete hyperbolische Flächentheile an einander an. Der Doppelstrahl liegt, 
im Allgemeinen, nicht seiner ganzen Brstreckung nach auf reellen Theilen 
der Fläche, sondern setzt sich, über diese hinaus, als isolirte gerade Linie 
fort. "Wenn die beiden in denselben zusammenfallenden singulären Strahlen 
von der ersten Art sind, so bildet ein begrenztes Stück des Doppelstrahl 's 
den Uebergang zwischen zwei elliptischen oder zwei hyperbolischen Flachen- 
theilen. Sind sie von der zweiten Art, so bildet der immer reelle Doppel- 
strahl den Uebergang zwischen zwei auf einander folgenden hyperbolischen 
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oder imaginären Fläehentheilen. Im letzteren Falle ist der Doppelstralil eine 
isolirte gerade LLnie. 

Die Flächen, welche wir hier betrachten, sind anzusehen als Ueber- 
gangsglieder zwischen solchen, die der ersten und zweiten, oder zwischen 
solchen, die der zweiten und dritten Gruppe der in der 356. Nummer auf- 
gezählten Aequatorialfiächen angehören. Sie finden sich bei der allgemeinen 
Classification der Complexflächen, wie wir sie in der 344. Nummer gegeben 
haben, unter der dort mit II bezeichneten Art. 

Wenn wir unterscheiden, ob das Linienpaar, in welches die eine 
Characteristik zerfällt, reell oder imaginär ist, femer, ob die zweite Charac- 
teristik eine imaginäre Ellipse, oder eine Hyperbel, oder eine reelle Ellipse 
ist, und wenn wir ausserdem die Lage des immer reellen Durchschnitts der 
beiden geraden Linien, in welche die eine Characteristik sich aufgelöst hat, 
gegen die zweite Characteristik in's Auge fassen, erhalten wir die nachfol- 
gende Eintheilung solcher Flächen in zwölf Arten. Wir bezeichnen dieselben 
der Reihe nach mit den Zahlen 18 — 29, und geben bei jeder die Aufein- 
anderfolge der FlächentheÜe und diejenigen beiden der bis jetzt aufgezahlten 
siebenzehn Arten an, zwischen welchen dieselbe den Uebei^ang bildet. Den 
Doppelstrahl, in welchen zwei parallele singulare Strahlen zusammengefallen 
sind, bezeichnen wir durch einen oder zwei verticale Striche, je nachdem er 
von der ersten oder zweiten Art ist. So erhalten wir das folgende Schema: 

18. A il /i. 1, 4. 

19. ///' II //i". 2, 5. 

20. /// I Hl. 2, G. 

21. Ä\ I £\. ;3, 7. 

22. U II I2 II" A- 4 8. 

23. /j H.ß^ \ h. 4, 9. 

24. //," /, II /ä H". 5, 11. 
2.-). H^ ly ff, I ff,. 5, 12. 

26. ff, |] ff, Ä\ ff,. 6, 12. 

27. H,' £, I B., Hl. 6, 13. 

28. E^ Ih II H.^ E^. 7, 15. 

29. E^ Hl ^, I E,. 7, 16. 

3.59. Es können beide Characteristiken in Systeme von zwei, reellen 
oder imaginären, geraden Linien ausarten. Dann erhält die Fläche, indem die 
parallelen singulären Strahlen zusammenfallen, zwei gekreuzte Doppelstrahlen 

45* 
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und wird eine Linienfläclie. Sie hängt niir noch von neun Constanten ab. 
Derartige Flachen gehören zu der dritten bei der allgemeinen Classification 
der Complexflächen aufgestellten Art. Sie sind als Uebergangsfälle zwischen 
den zwölf vorstehend aufgezählten Fällen anzusehen. Wir unterscheiden bei 
ihnen drei Arten, nach der Realität der beiden Linienpaare, in welche die 
Characteristiken zerfaUen: 

30. L, II /, II /i- 18, 22. 

31. H., il //, I //,. 19, 25; 20, 2Ö. 

32. E., I E., I E.,. 21, 29. 

3G0. Zwei senkrecht auf einander stehende singulare Strahlen der 
Aequatorialfläche fallen in dieselbe Breitenebene, wenn wir annehmen, dass 
sich die beiden Characteristiken der Fläche schneiden. Es kommt 
dies darauf hinaus, dass sich die beiden Characteristiken, nachdem man sie 
durch Drehung um den Durchmesser in dieselbe Ebene gebracht hat, in einem 
Puncte des Durchmessers berühren. In der durch diesen Berührungspunct 
bestimmten Breiten-Ebene wird von den Linien des Complexes ein System 
zweier, auf dem Durchmesser der Fläche zusammenfallender Puncte umhüllt. 
Die Breiten-Ebene ist eine Doppelebene des Complexes. Die Aequatorial- 
ilächen, welche wh' liier betrachten, gehören zu der vierten in der 344. Nummer 
aufgestellten Art von Complexflächen. Sie hängen nur noch von zehn 
Constanten ab. Indem sich die Doppelebene als selbstständige Ebene von 
der Aequatorialfläche absondert, vrird diese von der dritten Ordnung und 
verliert ihren unendlich weit liegenden Doppelstralil. Die Doppelebene 
schneidet die Fläche nach drei einfachen Strahlen, von denen der eine un- 
endlich weit liegt imd die anderen beiden sich auf dem Dm-chmesser schneiden. 

Wir erhalten die analytische Bestätigung dieser Resultate unmittelbar aus 
den Gleichungen (6), durch welche wir diejenigen vier Puncte des Durchmessers 
der Aequatorialfläche bestimmt haben, in welchen derselbe von den vier stngu- 
lären Strahlen der Fläche geschnitten wird. Wenn dieselbe eine gemeinschaft- 
liche Wurzel, x, besitzen, können wir sie unter der folgenden Form schreiben : 
E{x-x'){x-x;)^%\ 

F{x — x') {x — x^ = Ü. ] '• ^ 

Dann geht die Grleichmig (3), durch welche vrir die Aequatorialfläche in 
Pnnct-Coordinaten dargestellt haben, in die folgende über: 

<■'-■'■■■' \-Ei^) + /■ra+ (-—■)) - 0- (8) 
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Der lineare Factor : 

.t ^ ,r- _ (9) 

entspricht clor Ebene, welche sich von der Aoquatorialfläche absondert, und 
die Gleichung: 

W^.-;) + w^) + (■^— ^■■> - »• <«» 

welche die Fläche selbst darstellt, wird von der dritten Orthiung. 

Setzen wir insbesondere x gleich .r', so geht die vorstehende Gleichung 
in die folgende über: 

-E(I^) + 7W=ic7) - "• (") 

eine Gleichung, welche das reelle oder imaginäre Linienpaar darstellt, nach 
welchem die Fläche von der durch die Gleichung (9) bestimmten Ebene, ausser 
in der unendlich weit liegenden Linie derselben, geschnitten wird. Es 
berührt die Ebene (9) die Fläche (10) in den drei Durchschnittsp\mcten dieser 
drei geraden Linien. 

Die Aequatorialfläche hat zwei ihrer singulären Strahlen mit der 
Absonderung einer selbstständigen Ebene verloren. Es bildet diese Ebene 
die Grenze zwischen aufeinander folgenden elliptischen und imaginären 
Fläehentheilen oder zwischen solchen hyperbolischen Fläehentheilen, deren 
Hyperbeln in verschiedenem Sinne geöfftiet sind. Für beide Üebergangs- 
arten geben die Flächen zweiter Ordnung, wenn wir uns dieselben durch 
Curven in parallel mit sich selbst fortrückenden Ebenen erzeugt denken, ein 
anschauliches Beispiel. 

Die beiden Characteristiken einer Aequatorialfläche, wie wir sie hier 
betrachten, können nur reelle Ellipsen oder solche Hyperbeln sein, deren 
Haupt-Axe in den Durchmesser fällt. Danach erhalten wir die folgende 
Aufzählung von sieben coordinirten Arten, die wir, in früherer Weise, durch 
Angabe ihrer Flächentheile luid deijenigen unter den siebenzehn ersten 
Flächen, zwischen welchen sie den Uebergang büden, characterisiren. Wir 
haben dabei die sich absondernde Breiten-Ebene durch ein Kreuz bezeichnet. 

33. I, //xJ/r,. 8, 10. 

34. IxE ff, I. 9, 10. 

35. ff/, ffxff. 11, 14. 
30. //, IxBff,. 12, 14. 
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,'17. //x// E., IL i;^, 14. 

38. EH^ Ix E. 15, 17. 

39. E., nxH E.,. 16, 17. 

361. Wemi die Characteristiken der Fläche sich in zwei Puncten 
schneiden, so geht die Fläche, indem sie alle Singularitäten verliert, in eine 
Fläche der zweiten Ordnung über. Dann gibt es unter den Breiten- 
Ebenen zwei, welche Doppelebenen des die Fläche bestimmenden Complexes 
sind, diejenigen beiden, welche die Fläche zweiter Ordnung berühren. Diese 
Ebenen sind durch die Fläche zweiter Ordnung selbst gegeben, insofern sie, 
der Voixaiissetzung nach, auf einer der drei Haupt-Axen dieser Fläche senk- 
recht stehn. Die Aequatorialfläche hängt also von eben so viel Constanten 
ab, als eine allgemeine Fläche des zweiten Grades. Und in der That finden 
wir für diese Constanten -Anzahl neun, eine weniger, als in dem in der 
vorigen !Nnnamer behandelten Falle. Wenn wir, bei der allgemeinen Classification 
der Complexflächen, dreizehn Constanten für eine Complexfläche gefimden 
haben, welche in eine Fläche des zweiten Grades ausartet, so kamen vier der 
dreizehn Constanten auf die gerade Linie rl, welche in keinerlei ausgezeichneter 
Beziehung zu der Fläche stand. 

Wir gehen hier und im Folgenden nicht weiter auf diejenigen Aequa- 
torialflächen ein, welche in Flächen der zweiten Ordnung ausarten. 

362. Wir erhalten weitere Arten der hier zu betrachtenden Aequatorial- 
fiächen, wemi wir annehmen, dass eine von den zwei sich schneiden- 
den Characteristiken sich in ein System zweier gerader Linien 
aufgelöst hat. Solehe Aeqnatorialflächen hängen von neun Constanten 
ab. Es entspricht ihnen in der allgemeinen Classification der Complexflächen, 
wo wir in kein grösseres Detail eii^egangen sind, keine besonders angeführte 
Art. Wir erhalten eine solche, wenn wir annehmen, dass die gerade Linie d, 
welche mit dem gegebenen Complexe die Complexfläche bestimmt, m einer 
Doppelebene des Complexes enthalten ist und in derselben denjenigen Kegel- 
schnitt berührt, welchen diese Ebene mit der Fläche 'Z> der singulären Puncte 
und Ebenen des Complexes gemein hat. 

Wir heben insbesondere die Sii^ularität hervor, welche derartige Aequa- 
torialflächen in der Breiten-Ebene besitzen, die durch den Durchschnittspunct 
der beiden Characteristiken hindurchgeht. In diese Breiten-Ebene fallen drei 
singulare Strahlen. Es sondert sieh zunächst die Breiten -Ebene von der 
Fläche als selbstständige Ebene ab, wodurch die Ordnimg der Fläche die 
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dritte wird und die Fläche zwei ihrer siiigidären Strahlen verliert. Die 
Aeqnatorialfläehe hat dadurch, dass drei ihrer singulären Strahlen in dieselbe 
Breiten-Ebene rückten, zwei ihrer Flächentheile verloren. Der eine der beiden 
übrigen ist nothwendlgenveise ein hyperbolischer, der andere, je nachdem 
das Linienpaar, in welches sich die eine Characteristik aufgelöst hat, reeli 
oder imaginär ist, ein elliptischer oder imaginärer. In beiden I'ällen wird 
der hyperbolische Thei! nach der ganzen Erstreckung des übrig gebliebenen 
dritten singulären Strahls von der sich absondernden Breiten-Ebene berührt. 
Deijenige Pnnct, in welchem dieser singulare Strahl den Dm-chmesser der 
Fläche schneidet, ist ein Doppelpunct derselben. Die Tangenten der Fläche 
in demselben liegen in zwei gesonderten, reellen oder imaginären Ebenen, 
denjenigen Ebenen, welche sich durch den singulären Strahl und die beiden 
geraden Linien, in welche sieh die eine Characteristik aufgelöst hat, hindurch- 
legen lassen. Nach der Erstreckung dieser beiden geraden Linien wird die 
Fläche von den beiden Ebenen berülirt. Als Tangential-Ebene der Aequatorial- 
fläehe im Doppelpuncte kann jede Ebene angesehen werden, welche den 
hindurchgehenden singulären Strahl enthält. "Während sich der Kegel zweiter 
Ordnung, der, im Allgemeinen, von den Tangenten einer Fläche in einem 
Doppelpuncte gebildet wird, in unserem Falle in das System zweier Ebenen 
aufgelöst hat, artet der Kegel zweiter Classe, welcher, im Allgemeinen, von 
den Tangential-Ebenen einer Fläche in einem Doppelpuncte umhüllt wird, 
in unserem Falle in das System zweier unihüllter Axen aus, welche in den 
ären Strahl zusammenfallen. 

Sei zunächst das Linienpaar, in welches sich die eine Characteristik 
; hat, reell. Dann folgt auf einen hyperbolischen Theil der Fläche 
ein eUiptischer. Indem sich die fortrückende Breiten-Ebene von der Seite 
des hyperbolischen Theils her der ausgezeichneten Lage nähert, nimmt sowohl 
die reelle als die imaginäre Axe der in derselben enthaltenen Hyperbel immer 
mehr ab, doch so, dass der Asymptotenwinkel immer grösser wird und an 
der Grenze den Werth n erreicht. Nachdem die fortrückende Breiten-Ebene 
die ausgezeichnete Lage überschritten hat, enthält sie eine unendhch kleine 
Ellipse, deren Axen als unendlich verschieden anzusehen sind. Es ist die- 
jenige Axe die grössere, welche in ihrer Richtung mit der Richtung des 
singulären Strahls übereinstimmt. 

Ist das Linienpaar, in welches sich die eine Characteristik aufgelöst hat, 
imaginär, so folgt auf einen hyperbolischen Flächentheil ein 
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Den Uebergang hat man sich so zu denken, dass Haupt- und Neben- Axe 
der gegen die Grenze hin fortrftekenden Hyper):)el beide abnehmen, jedoch 
die erstere unendlich viel schneller, als die letztere. So endet der hyper- 
bolische Theil gegen den imaginären in einer Hyperbel, deren Asymjitoten- 
Winkel gleich Null geworden ist. 

Wenn wir berücksichtigen, ob das Lüiienpjiar, in welches sich die eine 
Characteristik auflöst, imaginäi' oder reell ist, und oId die zweite Characteristik 
eine reelle Ellipse oder eine Hyperbel ist, deren Haupt-Axe in den Dui'ch- 
messer der Fläche fällt, erhalten wir die nachstehende Aufzählung von vier 
Arten. Wir bezeichnen dabei die ausgezeichnete Breiten-Ebene durch einen 
horizontalen Strich. Die Aequatorialilächen, welche wir hier betrachten, lassen 
sich sowohl als Uebergangsformen zwischen solchen Flächen ansehen, deren 
eine Characteristik ein Linienpaar ist, welches die zweite Characteristik nicht 
schneidet, als auch zwischen solchen, deren Characteristiken sich schneiden, 
ohne dass sich eine derselben in ein Linienpaar auflöst. Sonach erhalten 
wir die folgende 'Tabelle: 

40. /, — //,/,. 22, 23; 38, 34. 

41. //, — A^„ 24, 25; 35, 3G. 

42. 11, — E^H^. 26, 27; 36, 37. 

43. E., — H._E^. 28, 29; 38, 39. 

Es mag schliesslich noch bemerkt werden, dass, wenn beide sich schnei- 
dende Characteristiken Linienpaare werden, die Aequatorialflilche sich auf 
die zweite Ordnung reducirt, indem sie eine Kegelfläche wird. 

363. Es bleiben noch diejenigen Fälle zu discutiren, wo einer oder 
mehrere der singulären Strahlen der Fläche unendlich weit rücken.*) 

Es rückt einer der singulären Strahlen unendlich weit, wenn wir an- 
nehmen, dass eine der beiden Characteristiken eine Parabel sei. Indem 
ein singuläi'er Strahl in unendliche Entfernung rückt, wird die Fläche 
durch die unendlich weit entfernte Ebene in zwei Theile getheilt. So lange 
nicht weitere Singularitäten hinzutreten, ist einer dieser Theile ein hyper- 
bolischer, der andere ein elliptischer oder imaginärer. Eine derartige Fläche 
ist aufzufassen als Uebergangsform zwischen zwei der bisher aufgezählten 



*) Derartige Flächeii geben eine Ansctauimg von der Vertlieilung der Linien in solchen Com- 
plexeii, für welche die unendlich weit entfernte Ehene eine singulare Ehene oder eii 
ist, d. h. in den hyperbolischen, elliptiscken und paraholischeji Complexen, 
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Acten, welche eine Characteristik gemein liaben, während die andere bezüglich 
eine reelle Ellipse und eine Hyperbel ist, deren Haupt-Axe in den Durch- 
messer fällt. Sie hängt von einer Constante weniger ab, als jede der beiden 
Flächen, zwischen welchen sie den Uebergang bildet. Wir erhalten unmit- 
telbar die folgende Änfzählung der hier mögliehen Fälle, auf deren nähere 
Discussion wir nicht eingehen. 

44. /, Hl'. 4, ,5. 

45. //,' E^. 6, 7. 

46. h Bl' h H". 8, 11. 

47. /, H, J'i //,. 9, 12. 

48. 1, H, E, H,. 10, 14. 

49. H, /, //, i?,. 12, 16. 

60. h; e, h; m,. la, le. 

61. //, /, //, E,. 14, 17. 

52. /, I /, H". 22, 24. 

53. /, H, I //,. 23, 26. 

54. H,\\ H, E,. 26, 28. 

66. //,' E, I E,. 27, 29. 

56. 1, HxH. 33, 35. 

67. IxE II,. 34, 36. 

68. H, 1 X E. 36, 38. 

59. HxH E,. 37, 39. 

60. I, — H,. 40, 41. 

61. H, ~ E,. 42, 43. 

In dem Vorstehenden kann die parabolische Characteristik überall durch 
das System zweier paralleler, reeller oder imaginärer, gerader 
Linien ersetzt werden. Dann erhält die Fläche einen zweiten unendlich 
weit liegenden Doppelstrahl. Solche Flächen können als Grrenzl^le der früher 
bereits aufgezählten Flächen gelten, deren eine Characteristik ein Linienpaar 
war. Sie hängen bezüglich von einer Constante weniger ab. Wir vereinigen 
die verschiedenen Arten, welchen wir hier begegnen, in der folgenden Tabelle, 
in welcher wir den Doppelstrahl der Fläche, auch nachdem er unendlich 
weit gerückt ist, in früherer Weise bezeichnen, und in der wir jedesmal 
diejenige früher bereits genannte Art von Aequatorialflächen anfühi-en, aus 
welcher sich die neue ableitet. 
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62. 


1 / 1 . 18. 


63. 


II 1" 11- 19. 


64. 


\h; '. 20. 


66. 


1 Ä, 1- 21. 


66. 


1 /, ff," /, II . 22. 


67. 


ffj /, //, |. 26. 


68. 


1 H, E, H, 1 . 26. 


69. 


1 E, Hl E, 1. 29. 


70. 


|/,l|/, II . 80. 


71. 


\H, 1 ff, II . 31. 


72. 


\ H,\ H, •. 31. 


73. 


\ E,l E, l. 32. 



Es können beide Characteristiken der Aeqnatorialiläche Parabeln sein. 
Dann wird die unendlich weit liegende Ebene eine Doppelebene des die 
Aeqnatorialfläche bestimmenden Complexes. Sie sondert sich als selbststandige 
Ebene von der Fläche ab, imd dadurch wird diese von der dritten Ordnung. 
Wir erhalten die folgende, ohne Weiteres verständliche Aufzählung: 

74. x/ /f, Ex. 34, 38; 47, 48, 49, öl. 

75. xff/, nx. 35; 46, 51. 

76. xffE, Hx. 37; 48, 50. 

Endlich kann von den beiden Characteristiken die eine eine Parabel 
und die andere ein reelles oder imaginäres Paar paralleler 
gerader Linien sein. Dann erhalten wir die folgenden beiden Flächen: 

77. — /, //, — 40, 41; 66, 67; 74, 75. 

78. —H^ E^—4:2, 43; 68, 69: 74, 76. 

Der Annahme entsprechend, dass beide Characteristiken in Paare reeller 
oder imaginärer, paralleler gerader Linien zerfallen, wird die Aeqnatorial- 
fläche von der zweiten Ordnung und artet in eine Oylinderfläche aus. 

364. Mit dieser Eintheilung in 78 Arten sind die verschiedenen Fälle 
von Aequatorialflächen, welche durch die Gleichung (3) dargestellt werden, 
wofern die Ordnung derselben nicht bis auf die zweite hinabsinkt, erschöpft. 
Alle diese Aequatorialflächen gehören den vier ersten der bei der allge- 
meinen Classification der Coraplexfläehen in der 344. Nummer aufgestellten 
Arten an. Indem sich dieselben vor den allgemeinen zu diesen Arten 
gehörigen Flächen durch gestaltliche Einfachheit und Uebersichtlichkeit aus- 
zeichnen, können sie gewissermassen als Vertreter derselben gelten. Für solche 
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Aequatorialflächeu, welche der fünften oder sechsten der in der 344. Nummer 
aufgestellten Arten angehören, werden wir noch einen Nachtrag zu liefern haben. 

Hier ist es zunächst unsere Aufgabe, zu untersuchen, welchen Werth 
die Aufzahlimg der 78 Arten, wie wir sie gegeben haben, für die allgemetne 
Discussion der Aequatorialiläohen hat. Die einzige particularisirende Bedingung, 
welcher wir im Vorstehenden die Aequatorialfläche unterworfen hatten, war 
die, dass wir annahmen, die Axen ihrer Breiten-Curven seien gleich gerichtet. 
In dem allgemeinen Falle bleibt die Aufeinanderfolge der Flächentheile, die 
Ai-t der singul<1ren Strahlen n. s. f. ganz dieselbe, wie sie unter dieser 
besonderen Annahme gewesen ist. Wir erhalten eine Anschauung 
von einer allgemeinen Aequatorialfläche, wenn wir uns die 
Breiten-Curven einer der bisher betrachteten Flächen in ihren 
Ebenen gegen einander gedreht denken. 

Wir können den Aequatorialflächen, deren Breiten-Curven eine feste 
Axen-Richtung besitzen, die allgemeinen als gedrehte, als tordirte gegen- 
über stellen. 

Diese Bestimmung einer allgemeinen Aequatorialfläche ist selbstver- 
ständlich nm- eine annähernde. Bei der Drehung der Breiten-Curven in ihren 
Ebenen müssen sich deren Dimensionen entsprechend ändern, wenn die ent- 
stehende Fläche eine Aequatorialfläche sein soll. Indessen sind diese Aenderungen 
nur von der zweiten Ordnung, wenn die Grösse der Drehimg von der ersten 
ist. Wir wollen die Gleichung (2) zu Grunde legen: 

7u' + {Fx'' — 2Ä.r ^ B)v^ -\- {Ex'- -\- 2 Ux -^C)u^ = 0. 
Wenn wir die Breiten-Curven in ihrer durch x bestimmten Ebene von XZ 
zu XF durch einen Winkel k drehen , so wird die Gleichung der von den- 
selben gebildeten Fläche: 

7i>- + {Fx^ — 2Bx -\- B) (m sin ß + y cos k) ^ 
+ [Ex^ + 2 Vx -f- C) {u eos ß — w sin kY = 0. 
Wir wollen den Winkel a durch die Gleichung bestimmen: 

_ { ax + h) 



(12) 



Dann geht die Gleichung (12) in die folgende über: 

w' + {Fx"^ — %Rx ^ B ~{ax ^ i)^)y^ 

-f2(«.r + />)- V 1 — («a--j- by • UV 

-\-{Ex^ + 2Ux-\- C—iax-^by)u^ = 0. 



(13) 



(14) 
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Bis auf Grössen, die in (a.v + b) von der zweiten Ordnimg sind, liönnen wir 
die in derselben vorkommende Quadratwurzel der Einheit gleich setzen. Dann 
wird die Grleichung der Fläche: 

+ 2(ffi.r + Ä)«!! 
+ (E.rä + 2U.V+ C~{ax-\-by)u' = 0, (15) 

und stimmt mit der allgemeinen Gleichui^ der Aequatorialflilehen, (1), der 
Form nach vollständig überein. Wir müssen bei dieser Gleichung selbstver- 
ständlich entweder annehmen, dass die beiden neu eingeführten Constanten 
a, h unendhch Idein seien, oder die Betrachtung einzig an diejenigen Breiten- 
Curven der Aequatorialfläche anknüpfen, deren Ebenen der durch die Gleichung: 

ax + *^ =- 
bestimmten Ebene benachbart sind. 

365. Im Allgemeinen wird eine Aequatorialflache, deren Gleichung in 
gemischten Coordinaten wiederum die folgende sei: 

w^Ar {Fx^ — IRx^ B)v^ — nOx-\- G)uv 

+ (Ex^ + 2 Vx + C) u^ = 0, (1) 

von den beiden Coordinaten-Ebenen XZ, XF in zwei Curven vierter Ordnung 
geschnitten. Diese Curven bestimmen durch ihren Durchschnitt mit dem 
Dm'chmesser der Fläche diejenigen vier Breiten-Ebenen, in welchen die sin- 
giilären Sti'ahlen liegen. 

Aber die beiden Cylinder, welche die Fläche bezüglich nach OF und OZ 
projiciren, bleiben, nach wie vor, vom zweiten Grade. Wir denken uns die- 
selben durch ihre Basen bezüglich in XZ und XF gegeben. Wenn wir die 
Art derselben imd ihre gegenseitige Lage in's Auge fassen, erhalten wir genau 
dieselbe Aufzählung von 78 verschiedenen Fällen, wie in der bisher behan- 
delten Annahme, dass die Basen der beiden Cylinder die Characteristiken der 
Fläche seien. Nur stehen die beiden Projections-Cylinder nicht mehr in der- 
selben ausschliesslichen Beziehung zur Fläche, wie früher. Durch ihre 
Durchschnitte mit dem Durehmesser der Aequatoi-ialfläche sind nicht die 
Ebenen der singulären Strahlen, sondern solche Breiten-Ebenen bestimmt, in 
welchen von den Linien des Complexes Hyperbeln umhüllt werden, die eine 
bezüglich zu OT oder OZ parallele Asymptote besitzen. Für eine behe- 
bige Breiten-Curve geben die beiden Cylinder nur vier, paarweise parallele. 
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Tangenten.*) Es mnss eine neue Bedingung hinzukommen, um die Breiten- 
Curve vollständig zu bestimmen. 

Als solche können wir die Eichtung ihrer Axen oder das Grössen- 
verhältniss derselben nehmen. 

366. Wenn wir den Winkel, den eine der beiden Axen der durch den 
Werth von .r bestimmten Breiten-Cnrve mit der Coordinaten-Axe OZ bildet, 
durch cp bezeichnen, so hat man bekanntlich**): 

2((Ja^ + g) 

" (Fx-^ - 2Rx -f ^) - {Ex-^ + 2 Ux + C) ' 
Für irgend einen Punct einer der beiden Axen ergibt sieh: 

^2yz 



tang 29)^: 



(16) 



tang (p = ^ , tang 2 99 = 



Mithin kommt: 



y^-z^ ^ '(Fx'- — 2Rx-\-B) — {£ai^ + 2£?:c~+C)"" (^"^^ 

Die Flache vierter Ordnung, welche durch diese Grleichui^ dargestellt wird, 
ist der geometrische Ort für die Axen der Breiten- Curven der dm-eh die 
Gleichung (1) bestimmten Aequatorialfläche. Es ist eine LinienJläche mit 
zwei gegeneinander senkrechten Doppellinien, von denen die eine mit dem 
Durchmesser der Aequatorialfläche zusammenfällt, die andere in den Breiten- 
Ebenen derselben unendlich weit liegt. 

Wir müssen hier zwei wesentlich verschiedene Fälle imterscheiden, je 
nachdem die Constante in der Gleichung (16) verschwindet oder nicht. 

In dem ersten Falle erreicht die Drehung der Axen ein Maximum oder 
Minimum, welches unmittelbar dem Minimum oder Maximum des Nenners 
entspricht. Von x = — x> ausgehend, wo, im AUgmeinon, die Axen der 
Breiten-Curve den Coordinaten-Axen OF, OZ parallel sind, dreht sich das 
System der beiden Axen bis zu einer gewissen Grenzlage, um, von dieser 
aus, bei ^ = + cc, wieder die anfängliche Lage anzunehmen. Ob das 
Maximum der Drehung grösser oder kleiner als 45» Grad sei, hOngt von 
der Kealität der Wurzeln der folgenden quadratischen Gleichung ab: 

{F.v^ — 2Rx + B)^ {Ex^ + 2 Vx -\- C) = Q. (18) 

*) Besonders hetvorzitheben ist dei Fill in welchem die Baben der beidpn Projectiona 
Cylinder die beiden DurebschmttBpuncte mit dem Durcbmesaer der Flache gemem haben Dann 
beBtimmen sieh die vier Ebenen, in weltlien die singuläien Strahlen liegen, aus Gleichungen dea 
zweiten Grades. Wenn wir wiedeium G und 1 eracliwinden lassen, aitet die Aequ^tonilfläche m 
eine F^be des zweiten Grade? aus 

**) Analytisch geometnaclie Entwu-klun^eii 11, n "i(il 
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Für gleichen Abstand einer Breiten-Ebene von derjenigen, welche der Maximai- 
Drehung der Äsen entspricht, ist die Richtung der Axen dieselbe. 

In dem zweiten Falle gibt es zwei Breiten-Ebenen, für welche die 
Drehung der Axen ein Maximum oder Minimum wird. Diese Breiten-Ebenen 
können imaginär oder reell sein. In dem letzteren Falle liegen sie in gleichem 
Abstände auf beiden Seiten der durch die Gleichung; 

0.T + C = (19) 

dargestellten Ebene. 

Wenn die beiden Maximalwerthe imaginär sind, drehen sich die Axen 
der BreJten-Curve, während .r von ^ c» bis + oo wächst, um 180«. In der 
durch die Gfleichung (19) gegebenen Ebene beträgt die Drehung 90^. 

"Wenn die beiden Maximalwerthe reell sind, drehen sich die Axen der 
Breiten-Curve, während x von — oo an wächst, bis zu einer gewissen' Grenz- 
lage, kehren auf ihrem Wege zurück, bis sie in der Ebene (19) ihre anfäng- 
liche Lage wieder erreichen, setzen ihre Drehung bis zu einer neuen Grenzlage 
fort, von der zurückkehrend sie, für .r = + co, ihre ursprüngliche Richtung 
wieder annehmen. Die Grösse der Drehung ist für solche zwei "Werthe von 
.r dieselbe, welche Breiten-Ebenen entsprechen, die zu den beiden Grenzlagen 
harmonisch liegen. Wenn die Gleichung (18) in dem Falle, den wir betrachten, 
reelle Wurzeln hat, bestimmt dieselbe zwei zu den Grenzlagen harmonische 
Breiten-Ebenen, welche Complex-CmTCn enthalten, deren Axen gegen OV, OZ 
um 45" gedreht sind. Dann übersehreitet das eine Drehungs-Maximum 45^, 
das andere nicht. 

Die Construction einer Breiten-Curve, deren Axen der Lage nach gegeben 
sind und die dem durch die beiden nach OF und OZ projicirenden Cylinder 
bestimmten Rechteck eingeschrieben ist, bedarf hier keiner weiteren Aus- 
führung. Wir bemerken bloss, dass wir, m dem Falle die Seiten des Rechtecks 
sämmtlich reell sind, sogleich ein zweites Viereck erhalten, welches die 
Breiten-Curve berührt, wenn wir um das gegebene Rechteck einen Kreis 
beschreiben und die vier Puncte, in welchen die beiden Axen den Kreis 
schneiden, durch vier neue gerade Linien verbinden. Sind von den Seiten 
d^ umschriebenen Rechtecks zwei oder vier imaginär, so können wir die 
entsprechenden Projections- Cylinder in ähnlicher Weise ergänzen, wie 
wir dies in der 350, Nummer mit den beiden Chai'aeteristikeu gethan 
haben. 
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367. Zur Bestimmung der beiden Asymptoten einer durch .v gegebenen 
Breiten-Curve erhalten wir aus der Gleichung (1), indem wir w verschwin- 
den lassen: 

{F.t-' — 2B.r -^ B)v' — 2{0x + G)uv + (Ä'.r^ + 2 Vx + C) u^ = 0. 
Setzen wir: 

_ 1 = /- , 

so kommt: 

[Fx^ - 2Rx ■\-B)y^+ 2{0s + G)yz + {Bx^ + 2 JJx + C)z^ = 0. a9)b 
Diese Gleichung steht eine Linienfläche der vierten Ordnung dar, welche der 
geometrische Ort für die Asymptoten der Breiten-Curven ist. 

Bezeichnen wir die Asymptoten -Winkel durch ■^ und it — sß, die von 
den gleichen zugeordneten Durchmessern gebildeten Winkel durch ra und 
,-E^Q, so ist, wenn wir eine gegebene (reelle oder imaginäre) Ellipse als 
eine Hyperbel oder eine gegebene Hyperbel als eine Ellipse betrachten: 

tang* ^ = — sin^ oi *). 
Wir finden für die Breiton - Curve in einer beliebigen durch .v bestimmten 
Ebene **) : 

tang* ^ = — sin^ w ^= 
_ 4[(qx±Gy~ (Fx' - 2_nx + £) (Ex^2Ux±cyi 

iFx'^ — 2Rx + -0) — (£a:' '-\-'2Ux-\- C) ^"^^f 

Diese Gleichung zeigt, dass es, im Allgemeinen, unter den Breiten-Curven 

einer Aequatorialfläche vier gibt, die einem gegebenen Kegelschnitte ähnlich sind, 

Zm' vollständigen Bestimmung der Breiten-Curve erhalten wir für das 

Quadrat der Halb-Asen dei^elben***): 

r« = — % [{Fx^ — 2Ä.r + B) + {Ex^ ■\-2Vx-\- C)] 
+ % V~[iFx^ — 2Rx + B)~ {Ex^-\r 2 i^:r -H C)]^ + 4(Ö.r -\^G)K (21) 
Die vorstehenden Ausdrücke dienen bei der Berechnmig der Modelle 
gedrehter Äequatorialflächen. 

368. Wir wenden uns zu der Betrachtung derjenigen Äequatorialflächen, 
deren Breiten-Ebenen einen unendlich weit liegenden Doppel- 
punct des Compleses enthalten, das heisst, derjenigen Äequatorial- 
flächen, welche der fünften und sechsten der in der 344. !Nummer aufgestellten 
Arten von Complexflächen angehören. 

*) System der analyt. Geometrie, d. 33. 
**) AnaljÜBcli geometrische Entwiokelungen, ü, n. 490. 
***) Ebenda, a. 512. 
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Wenn die Äequatorialfiäche , wie wir zunächst annehmen wollen, der 
fünften Art angehört, besitzt sie drei sich in einem Puncte sehneidende 
Doppelstrahlen, die einfache Axen sind. Einer derselben ist unendlich weit 
gerückt. Die beiden anderen sind trnter sich und mit den Breiten -Ebenen 
parallel. Die Ordnung der Fläche ist die vierte, die Classe die dritte. Die 
Anzahl der unabhängigen Constanten, welche in die Grleiehung der Fläche 
eingehen, igt dreizehn. 

Was derartige Aequatorialilächen auszeichnet, ist, dass ihre Breiten- 
Curven sämmtlich Hyperbeln sind, deren eine Asymptote eine 
feste Eichtung hat. Es ist dies zugleich die Eichtuug der beiden unter 
sich parallelen Doppelstrahlen der Fläche. Diese Richtung bezeichnet den in 
den Breiten-Ebenen unendlich weit liegenden Doppelpunct des Compleses. 

Durch die vorstehende Bemerkung ist die allgemeine lineare Construction 
solcher Aequatorialflächen gegeben. Die beiden Projections-Cylinder nach OF 
und 02 bestimmen hier, wie in dem allgemeinen Falle, vier Tangenten einer 
jeden Breiten-Curve. Eine fünfte Tangente ist durch die feste Eichtung der 
einen Asymptote gegeben. Von den dreizehn Constanten, von welchen die 
Fläche abhängt, kommen bei dieser Construction sechs auf die Bestimmung 
der Breiten-Ebenen und des Dm-chmessers, sechs weitere auf die beiden zu 
OF, OZ parallelen Projections-Cylinder, und endlich eine auf die feste Richtung 
der einen Asymptote. 

Wir können die Grleiehung solcher Flächen in eine vereinfachte Form 

bringen, indem wir die Ebene JCZ mit derjenigen Ebene zusammenfallen 

lassen, welche die feste Richtung der einen Asymptote bezeichnet. Dann 

verschwindet in der Gleichung der Aequatorialfläche das Glied mit u^. Nur 

ist es dann, im Allgemeinen, nicht gestattet, anzunehmen, dass OF und OZ 

die Richtung zweier zugeordneter Durchmesser des Complexes haben, also, 

dass die Constante Ä" der Gleichung (3) der 163. Nummer verschwindet. 

Wir erhalten sonach für die Gleichung der Fläche die folgende: 

w^ -\- {Fx^ — 2R.t-\- B)v'- 

+ 2{Kx^ — Ox — Cjuv = 0. (22) 

Die beiden Puncte, in welchen der Durchmesser von den beiden zu. OZ 

parallelen Doppelstrahlen geschnitten wird, sind durch die Gleichung bestimmt : 

Ä'.r^ — 0.V — G = 0. (23) 

369. In dem allgemeinen Falle der Aequatorialflächen bilden die Asymp- 
toten der Breiten-Curven eine Linienfläche der vierten Ordnung und Classe, 
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für welche der Durehmesser der Fläche und die in den Breiten-Ebenen der- 
selben unendlich weit hegende gerade Linie Doppellinien sind. Indem eine 
der beiden Asymptoten jeder Breiten-Curve eine feste Richtung erhält, sondert 
sich von dieser Linienilache eine durch den Durchmesser hindurchgehende 
Ebene und ein auf der unendlich weit entfernten geraden Linie liegender 
Pimct ab. Die Linienfläehe ist, wenn wir von diesen Elementen absehen, 
von der dritten Ordnung und der dritten Classe geworden. Dabei bleibt der 
Durchmesser eine Doppelaxe der Fläche, während er ein einfacher Strahl 
derselben geworden ist. Ein jeder Punct d^selben wird von einer reellen 
Erzeugenden der Linienfläehe geschnitten. In jeder durch ihn hindureh- 
gelegten Ebene sind zwei Erzeugende der Fläche enthalten, welche reell und 
imaginär sein und auch zusammenfallen können. Im Allgemeinen gibt es 
zwei Ebenen, in welchen die beiden Erzeugenden zusammenfallen. Dieselben 
können reell oder imaginär sein.*) Dementsprechend gibt es fttr die zweite 
Asymptote der Breiten-CuiTen zwei Maxima der Drehung oder nicht. 

Diejenigen beiden Erzengenden, nach welchen die Linienfläehe von der 
diu'ch die Gesammtheit der gleichgerichteten Asymptoten bestimmten Ebenen 
geschnitten wird, sind die beiden Doppelstrahlen der Aequatorialfläche. In 
dem Falle es für die Drehung der zweiten Asymptote ein Maximum gibt, 
können dieselben reell oder imaginär sein oder zusammenfallen. Gibt es für 
die zweite Asymptote kein Maximum, so sind die Doppelstrahlen immer reell. 

Danach haben wir, indem wir vorab die besondere Annahme ausschliessen, 
dass die beiden Doppelstrahlen zusammenfallen, drei wesentlich verschiedene 
Formen bei den hieher gehörigen Aequatorialflächen zu unterscheiden. 

Wenn die beiden Doppelstrahlen imaginär sind, besteht die 
Aequatorialfläche aus einem ungetheilten Ganzen. Es gibt unter den Breiten- 
Curven eine Hyperbel, deren Asymptoten- Winkel ein Maximum, und eine 
andere, deren Asymptoten- Winkel ein Minimum ist. 

Wenn die beiden Doppelstrahlen reell sind, zerfällt die Aequa- 
torialfläche in zwei Theile, deren einer sich nach beiden Seiten hin in's 
Unendliche erstreckt. Wir müssen hier, wie in der 358. Nummer, zunächst 
zwischen Doppelstrahlen erster und zweiter Art unterscheiden. Doppelstrahlen 
der ersten Art sind anzusehen als Hyperbeln, deren imaginäre Ase gleich 
Null geworden ist, Sie sind in zwei Segmente getheilt, ein inneres, endliche 

*) Ein Zusammenfallea beider setzt entweder ein Zerfallen der Linienfläehe voraas oder verlangt, 
dasa der Durchmesser der Fläche unendhch weit rücke. Beide Möglichkeiten bleiben hier ausgeschlossen. 
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lind ein äusseres, nnendliches. Nur das letztere liegt nuf reellen Schalen 
der Fläche. Ein Doppelstrahl der zweiten Art ist anzusehen als eine Hyperbel, 
deren Hanpt-Axe gleich Null geworden ist. Er liegt nach seiner ganzen 
Erstreckung auf reellen Theilen der Flache. Beim Durchgange der Breiten- 
Ebene durch die Ebene eines Doppelstrahls tritt die zweit-e Asymptote der 
in ihr enthaltenen Hyperbel auf die andere Seite der ersten, festen Asymptote 
hinüber. Dabei erreicht der Asymptoten -Winkel, je nachdem der Doppel- 
strahl von der ersten oder zweiten Art ist, den "Wei-th Null oder 180". 

Die beiden parallelen Doppelstrahlen der Fläche können von gleicher 
oder von verschiedener Art sein. In dem ersten Falle gibt es ein Masimmn 
und ein Minimum der Drehung der zweiten Asymptote, in dem zweiten nicht. 
Die von der zweiten Asymptote gebildete Linienfläche bestimmt noch nicht, 
in dem ei"sten Falle, ob die beiden Doppelstrahlen von der ersten oder zweiten 
Art sind, und in dem zweiten Falle, welcher von den beiden Doppelstrahlen 
der eraten und welcher der zweiten Ai't angehört. Es bleibt das einer will- 
kürlichen Annahme überlassen. 

Ein Flächentheil, der von zwei Doppelstrahlen der ersten Art begrenzt 
\rird, besteht aus Hyperbeln, deren Asymptoten- Winkel von Null an bis zu 
einem gewissen ilaximum wächst, um dann wieder bis zmn Vei'seliwinden 
abzunehmen. 

Ist der Flächentheil von zwei Doppel strahlen der zweiten Ait begrenzt, 
so besteht er aus Hyperbeln, deren Asymptoten -Winkel von .t an bis zu 
einem gewissen Minimum abnimmt, um dann wieder bis -t zu wachsen. 

Wird endlich ein Flächentheil von zwei Doppelstrahlen verschiedener Art 
begi'enzt, so wächst der Asymptoten-Winkel von Null an continuirlich bis zu 
dem anderen Urenzwerthe :r. 

In allen Fällen kann einer der beiden Doppelstrahlen unendlich weit 
rücken. Dann zerfällt die Fläche in zwei Theiie, welche einmal im End- 
liuhen und ein zweites Mal im Unendlichen zusammenstossen. 

Die analytische Bestätigung der voi"stehenden geometrischen Erörterungen 
entnehmen wir unmittelbar der Gleichung (22). Insbesondere ist der Fall, 
dass einer der beiden parallelen Doppelsti-ahlen imendlich weit rückt, durch 
das Verschwinden von /{ characterisirt. 

370. Wir wenden uns zu der Betrachtung desjenigen Falles, in welchem 
die beiden parallelen Doppelstrahlen der Fläche zusammen- 
fallen. Eine derartige Fläche ist der in der 302. Nummer behandelten 
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Art von Aefiuatovialflächen reeiprok coordinirt. Sie ist dadurch ausgezeiohnet, 
cla?s die in ihren Breiten-Ebenen unendlich weit liegende gerade Linie durch 
einen Doppelpunet des Complexes hindurchgeht und denjenigen Kegel zweiter 
Classe berührt, der von den dem Doppelpuncte im Complexe zugehörigen 
singulären Ebenen gebildet wird. 

Indem die beiden Doppelstrahlen in eine gerade Linie zusammenfallen, 
berüliren sich zwei Schalen der Fläche nach deren Erstreckung. Gemein- 
schaftliche Tangential-Ebene in allen ihren Pnncten ist diejenige Ebene, 
welche durch sie und den Durchmesser hindnrehgelegt werden kann. Die 
Tangenten in dieser Ebene umhüllen zwei auf der geraden Linie gelegenen 
Puncte, welche reell oder imaginär sind, je nachdem die beiden zusammen- 
fallenden Strahlen von der ei"sten oder zweiten Art sind. Die beiden Puncte 
sind Bei'ührungspuncte aller Ebenen, welche durch solche zwei gerade Linien 
hindurchgelegt werden können, welche die Scheitel der in den benachbarten 
Breiten-Ebenen enthaltenen Hyi^erbeln verbinden. Eine beliebige Ebene, die 
durch die gerade Linie hindm-chgeht, in welche die beiden Doppelstrahlen 
zusammengefallen sind, berührt die Aequatorialflaehe in dem auf dei-selben 
unendhch weit liegenden Doppelpuncte des Complexes. 

371. Es bleibt noch der letzte Fall zu erörtern, dass die Aequatoi'ialfläche 
in eine Linienfläche der dritten Ordnung und Classe ausartet. Es 
scheint unnöthig, auf eine nähere Discussion dieser Fläche, die im Vorstehenden 
bereits vielfach besprochen wurde (n. 344, 369), noclnuals einzugehen. Es 
sei hier nur hervorgehoben, dass i]i diesem Falle die von den Asymptoten 
der Breiten -Curven gebildete Fläche ein hyperbolisches Paraboloid ist. Es 
leitet sich dasselbe von der in der 369. Nummer betrachteten Fläche der 
Asymptoten dadurch' ab, dass sich von letzterer eine mit den Breiten-Ebene]i 
paiuUele Ebene als selbstständige Ebene trennt. Entsprechend sind die frag- 
lichen Aequatorialflächen dadurch chai-acterisirt, dass, wenn wir dieselben 
durch eine Crleichung von der Fonu (22) darstellen, die beiden Ausdrücke 
zweiten Grades: 

F.x-^ -~2R.x + B, Ä'x^ — Ox — C 

einen gemeinschaftlichen Factor besitzen. 

Ausgezeielniet unter diesen Flächen sind diejenigen, für welche 
K.r^~Ox — G 
das Quadrat eines lineai-en Ausdrucks wird, und demnach der Doppelstrahl, 
den eine solche Fläche besitzt, mit ihrer Doppel-Axe zusammenföUt. Die in 
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den Breiten-Ebenen einer solchen Aequatorialflildie iinendlicli weit liegende 
gerade Linie, welche in einer Doppelebene des Complexes durch einen Doppel- 
pnnet hind^n■chgeht , wird daini von der Cnrve zweiter Ordnung berührt., 
welche von den der Doppelebene zugeordneten singulären Puncten gebildet 
wird, oder, was auf dasselbe hinauskommt, sie ist eine Seite des Kegels 
zweiter Classe, welcher von den dem Doppelpuncte zugehörigen singulären 
Ebenen umliüUt wird. Es sind sonach die Linienflächen dritter Ordnung und 
Classe, deren Doppelstrahl und Doppelaxe zusammenfallen, als Uebergangs- 
formen zwischen den in- der 362. und der 370. Nummer angeführten Arten 
von Aequatorialflächen anzusehen. 

372. "Wir haben hiermit die verschiedenen Fälle von Aequatorialflächen, 
deren Breiten-Curven einen Mittelpunct besitzen, erschöpft. Es bleiben die- 
jenigen zu discutireu, deren Breiten-Curven Parabeln sind, und die wir, ent- 
sprechend, als parabolische bezeichnet haben. Wir müssen uns hier kui'z 
fassen und mit wenigen Andeutungen begnügen. Die aligemeine Eintheilung 
der Complexflächen, wie wir sie in der 344, Nummer gegeben haben, behält 
auch hier ihre Geltmig. Der besondere Character der Fläche, also die 
Gruppirung ilu-er Smgularitäten , ist, indem wir die Erzeugung der Fläche 
an einen gegebenen Complex des zweiten Grades Imüpfen, in allen Fällen 
dadurch bestimmt, dass die in den Breiten-Ebenen unendlich weit liegende 
gerade Linie eine Linie des Complexes ist. 

Wir heben nur zwei Fonnen hei-vor, denen wir bereits im Vorher- 
gehenden begegnet sind. 

Wie sich in dem allgemeinen Falle der parabohschen Aequatorial- 
fläehen die Singularitäten gegen einander anoixtnen, haben wir in dem 
sechsten und siebeuten Pai-agraphen des ersten Abschnitts erörtert (n. 198, 
199; n. 231.). Je nachdem die vier singulären Strahlen, welche eine solche 
Fläche besitzt, alle imaginär sind oder nicht, bildet die Mäche ein unge- 
theiltes Ganzes oder zerfällt in mehrere Theile. Es bilden die singulären 
Strahlen den Uebergang zwischen Parabeln, welche in verschiedenem Sinne 
geöffnet sind. 

Es kann die in den Breiten-Ebenen unendlich weit Hegende gerade Lmie 
insbesondere eine singulare Linie des Complexes sein. Dann ist die 
Aequatorialfläche dadurch ausgezeichnet, dass die Axen ihrer Breiten-Curven 
gleich gerichtet sind.*) Von ihren vier singulären Strahlen fallen zwei mit 

*) Eine derartige Aequatorialflilche haben wir in der 281. Nummer betrachtet. 
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der in den Breiten-Ebenen miendlicli weit liegenden geraden Linien zu- 
sammen. 

Wir stellen zum Schlüsse die Formeln zusammen, welche bei der Be- 
stimmung einer Parabel aus ihrer Gleichung in Linien-Coordinaten dienen*). 
Wir legen dabei die allgemeine Gleichung der parabolischen Aequatorialflächen 
zu Grunde, wie sie sich aus der Gleichung (3) der 163. Nummer ergibt, 
wenn wir in derselben die Constante D verschwinden lassen. Es ist dies 
die folgende: 

2(Z.i- — S) VW + (/'.i-^ — 2Ä.r 4- ß)v^ 
+ ■l{Mx + T)uw^ 2{^Kx^ — 0x—G)uK 

+ {Ex^ + 2 Ux + C) Kä = 0, (24) 

die wir, der Kürze wegen, unter der nachstehenden Form schreiben wollen : 

2bvn> + cv^ + 2dutv + '2euv + fu" = 0. (25) 

Ftlr die Richtung der Axe der Parabel erhalten wir, wenn wir den Winkel, 
den dieselbe mit der Coordinaten-Axe Z büdet, durch a. bezeichnen : 

tang„=^. (2G) 



Die Coordinaten des Brennpunetes sind: 

, _ 2f-/e + &(c— /■) 
und der Parameter wird: 



'l (27) 



373. Die vorstehenden Nummern sind der Betrachtung der Aequatorial- 
flächen gewidmet. Auf ganz gleiche Weise können wir die verschiedenartigen 
Meridianflächen discutiren. Es sei hier nur ein Punet hervorgehoben. 
Unter den Complex-Curven, welche eine solche Fläche erzeugen, finden sich 
im Allgemeinen (n. 251) zwei Parabeln, deren Ebenen reell und imaginär 
sein und auch zusammenfallen können. Diese Parabeln bilden den Ueber- 
gang zwischen reellen Ellipsen imd Hyperbeln. Von der Art eines solchen 
Uebeiganges erhalten wir eine Anschauung, wenn wir die Aufeinanderfolge 

*) Analytisch geometrische Entw icke hingen, II, n. 48Ü, 50ü. 
*'') Inahesonclere können wir annehmen: 

. = 0, c=r- 

Diinn rückt der Brennpiinct der Parabel a,uf der Axe X fort. 
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der Üurchscbnittti-Curveii eiiie,s gegebenen einschaligeii Hyperboloids mit 
einer Ebene betrachten, welche sich um eine feste, das Hyperboloid in zwei 
reellen Puncten schneidende gerade Lmie dreht. Wähi-end also bei Aequa- 
torialflächen ein durch zwei singidäre Strahlen begränzter Flächentheil noth- 
wendig von Complex-Cui-ven derselben Art gebildet mrd, kann es unter den 
Theilen. in welche eine Meridianfläche dui-ch ilii'e singulären Stralilen zerlegt 
wird, zwei geben, die durch vei^ehiedenartige Complex-Curven erzeugt sind. 
Es begründet das eine grössere Mannigfaltigkeit in den Foi-meu einer Meri- 
dianfläche gegenüber denjenigen, welche bei Aequatorialflächen auftreten. Von 
der Discussion der Aequatorialfiächen steigen wir zu einer solchen der 
Meridianflächen auf, indem wir die beiden Ebenen, welche die Parabeln ent- 
halten, irillkürlich zwischen die Breiten-Eljenen der Aequatorialfläche ein- 
schalten. Wii' können den hiermit angedeuteten Gesichtspunct nicht weiter 
verfolgen. Es hat uns genügt, an dem Beispiele der Aequatorial- 
flilchen gezeigt zu hallen, wie leicht es im Anschlüsse an die 
Theorie der Complexe zweiten Grades gelingt, die so vielgestal- 
tigen Flächen dieser Complexe der geometrischen Anschauung 
zu unterwerfen. 
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